n

René Descartes (1596-1650)
Fusdao da algebra com a geometria,
fato que gerou a Geometria Analitica

Modulo

Sistema cartesiano ortogonal

1. Coordenadas
cartesianas ortogonais

Seja a o plano determinado por dois eixos Ox e 5>y
perpendiculares em O.

AY .
R P (piYe)

Al !

A 5
-l o>
Ofe— IR X

P !

Considere um ponto P qualguer do plano e conduza
por ele as paralelas aos eixos, que cortarao Ox e 5;
respectivamente, em P, e P,.

Escolhida uma unidade (em geral a mesma sobre os
dois eixos), adota-se a seguinte nomenclatura:

a) Abscissa de P ¢ o niumero real X = OP,

39 — Semiplanos
40 — Coeficiente angular e equacio reduzida
41 - Posicoes relativas entre duas retas

MATEMATICA E SUAS TECNOLOGIAS

FRENTE

Geomefria Analitica = Médulos

33 - Sistema cartesiano ortogonal

34 - Distancia entre dois pontos

35 — Ponto médio de um segmento

36 — Area do triangulo e condicéio de alinhamento
37 — Equacgio da reta

38 — Posicoes particulares da reta

42 - Equacdo de uma reta que passa por P(x,; y,)
43 — Paralelismo e perpendicularismo
44 - Distancia de ponto a reta

Palavras-chave:
¢ Plano cartesiano

e Abscissa ¢ Ordenada

b) Ordenada de P é o numero real Yp = oP,
c) Coordenadas de P sao os numeros reais X, €Y,
indicados na forma (xp; yp) de um par ordenado.

d) O eixo dos x ou Ox ser4 chamado eixo das abs-

cissas.
. = L, -
e) O eixo dos y ou Oy serd chamado eixo das or-

denadas.

f) O plano formado pelo par de eixos Ox e 5>yseré
chamado plano cartesiano.

g) O sistema de eixos formados por Ox e 5§/é cha-

mado sistema cartesiano ortogonal.
h) O ponto O ¢é a origem do sistema cartesiano orto-
gonal.

2. Posicao de um ponto no
sistema cartesiano ortogonal

. e e . .
Os eixos Ox e Oy determinam, no plano cartesiano,
quatro regides angulares que serao denominadas qua-

drantes.
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e) Um ponto pertence ao eixo das abscissas se, e
y somente se, tem ordenada nula. Simbolicamente:
2° QUADRANTE | 1° QUADRANTE

-
y

X
4° QUADRANTE

o
3° QUADRANTE

Observe que:

a) Um ponto pertence ao 19 quadrante se, e somen-

te se, tiver a abscissa e a ordenada positivas. Sim-
bolicamente:

_>
AEOx < yA=0

f)  Um ponto pertence ao eixo das ordenadas se, e
somente se, tem abscissa nula. Simbolicamente:

y

B (0iy,)
P € 1? quadrante <> xp >0 e yp > 0

b) Um ponto pertence ao 2° quadrante se, e so-

mente se, tem a abscissa negativa e a ordenada po-
sitiva. Simbolicamente:

BE&/@ xg=0

g) A origem O do sistema cartesiano ortogonal tem
abscissa e ordenada nulas. Simbolicamente:

0 (0:0)
Q €29 quadrante <> x,<0ey,>0

c) Um ponto pertence ao 3° quadrante se, e so-

mente se, tem a abscissa e a ordenada negativas.
Simbolicamente:

O é a origem <> xp=yo=0

h) Um ponto pertence a bissetriz dos quadrantes im-

pares se, € somente se, a abscissa € a ordenada sao
iguais. Simbolicamente:

R € 3% quadrante < xp<0eyp <0

d) Um ponto pertence ao 4° quadrante se, e

somente se, tem abscissa positiva e ordenada
negativa. Simbolicamente:

M € bissetriz do 1° e 3° quadrantes

)

Xy =Ym

i) Um ponto pertence a bissetriz dos quadrantes
S €49 quadrante <> xg> 0 e yg< 0 pares se, € somente se, a abscissa e a ordenada séao
simétricas. Simbolicamente:

2 MATEMATICA




N € bissetriz do 2° e 4° quadrantes

)

Xny="Yn

3. Segmento paralelo
ao eixo das abscissas

4. Segmento paralelo
ao eixo das ordenadas
Dados dois pontos C (xc; yc) € D (xp; yp) distintos, o

segmento de retaCD ¢ paralelo ao eixo das ordenadas
se, e somente se, C e D tém a mesma abscissa.

Simbolicamente:
CD // 5;/ < Xp = Xp

A medida do segmento CD ¢ dada pelo médulo da
diferenca das ordenadas dos pontos C e D.

Dados dois pontos A (x,; y,) € B (xg; yg) distintos, o AY
segmento de reta AB é paralelo ao eixo das abscissas Ypi-------- D
se, e somente se, A e B ttm a mesma ordenada. Sim-
bolicamente:
AB // Ox
//Ox<y,=yg 7 E— +C
A medida do segmento AB é dada pelo médulo da o Xo=xg >
diferenca das abscissas dos pontos A e B.
AY
- A B
/N /N IS _
o | €D =|yp -yl
| L
o XA Xg X
Para saber mais sobre o assunto, acesse o PORTAL
OBJETIVO (www.portal.objetivo.br) e, em “localizar”,
AB = / Xg = X, / digite MAT2M301
v 14 - -
/ Exercicios Resolvidos
@ (MODELO ENEM) - Os pontos A (- 1; 0); y“(0_1) = S
B (4; 0) e C (5; 3) sdo vértices consecutivos de D (<< can Spec=2 - Sppc
um paralelogramo ABCD. Determinar as coor-
denadas do vértice D. i
Resolugdo o3¢ o M=%
2 2
YA < < =
5 1(1 = x) 101 -y)
C =
3 (0,0) . -2 2
2 B (1;0)
Resolucao ( 2
X = —
A B » X VA(M) < < B
-1 4 5 De< o B y = S
Resposta: D(0, 3) y S~ L 6
<] A []
@ (UFLA - MODELO ENEM) - Calcule as i -
! Resposta: As coordenadas do ponto P sao
coordenadas do ponto P = (x,y), sabendo-se vl
que a é&rea do tridngulo APD é o dobro da area | 2 5
do triangulo PBC e que esse tem &rea igual ao ©0) LI 3 6
dobro da area do triangulo PDC. A ;( B (1:0) =5
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> ExeridosPropostes

o 1 1
@ Representar no sistema de eixos cartesianos ortogonais os ¢) P pertenca a0 2° quadrante (excluidos 08 €ixos).
. d) P pertenca a bissetriz dos quadrantes impares.
pontos:
A (4;3); B(1;3) C(3;-4), ,
D (4; - 2); E (2, 0); F (0; 4); RESOLUCAO:
a) y= 0 b) x=0
Ay c) x<0ey>0 d) y=x
N @ Num quadrado ABCD contido no 19 quadrante, temos:
:---i---i---i-----g--:,---i---i---i A(1; 1) e B(3; 1). Determinar as coordenadas dos vértices C e D.
I
ot .
N PO i RESOLUCAO:
(SIS I S OO O S V4
| | | 1 1 1 1 | 1
I I I I | | | ! _
413 121 [0 11 12 13 14 «x 3p--2 c
Im———— b g —
| 1 1 1 11 1 1 |
1 | 1 ! 1 1 | 1
[ TRy EPUY R A [P DU R,
| 1 1 1 21 1 1 |
1 | 1 ! 1 1 | 1
[T I R EUNNN I NP PR R
| 1 1 1 3| 1 1 1b---
y '8
-4 | |
1 B
1 3 X
RESOLUCAO: . —
Y AB=2 = C(3; 3) e D(1; 3)
__T_'I'_'I_F_“'_I'_T_'I__|
AN N S P
[ N N 20 1 1
R e e B o e e
L_J:._J:__E__J_i__%_J:__: @ (UNESP - MODELO ENEM) — Considere os pontos do
45 ST 1 %ZE:3 54 > plano (0,0), (0,1), (2,1), (2,3), (5,3) e (7,0). Representando geo-
’ :-_-1'-'--',-'-:---_1-{--4--:--: x metricamente esses pontos no plano cartesiano e ligando-os
i——:r-w:--i—-—_z-:r—':r—ﬂ:—-’ro por meio de segmentos de retas obedecendo a sequéncia
| . . . .
e Y S dada, apds ligar o ultimo ponto ao primeiro obtém-se uma
il regiao limitada do plano. Se a unidade de medida é dada em
centimetros, a rea dessa regido, em cm?, é:
9 Dar as coordenadas dos pontos simétricos de A (3; 2), a) 9 b) 10 c) 13 d) 14 e) 15
B (-2;5), C(-1;-3), D (4; -2) e E (4; 0) em relagdo ao eixo das RESOLUCAO:
ordenadas.
YA
RESOLUCAO:
3. _________
Ay
B 5 B ]
t-——-951-—-—-—-- ’
I | 1 A
I ! A (-3;2) s
| i B’ (2; 5) ' > x
| l C'(1;-3) o 5
, | ! D' (-4;,-2) f—
N 24----- -—A i
H C E’ (- 4; 0)
1 1 : :
I I
E' ! ! : ! E Os pontos O (0; 0), A(0; 1), B(2; 1), C(2; 3), D(5; 3) e E(7; 0), sao os
4 3 9 1 1 2 3 4 vértices da regiao cuja area S é igual a area S, do retangulo OABF,
| I | I mais a area S, do trapézio CDEF, onde F(2; 0).
| -1 | C Il
I | | I Dessa forma, temos:
D4-oooooe doppockoooooo- 4D 54+3).3
CL_3____lC, S=S|+S"=2.1+T=2+12=14.
Se a unidade de medida é dada em centimetros, a area dessa
9 Dado o ponto P (x; y), determine a condicao para que: regio é igual a 14 cm?.
a) P pertenca ao eixo x. Resposta: D
b) P pertenca ao eixo vy.
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Modulo

Distancia entre dois pontos

Dados dois pontos A (x,; Ya) € B (xg; yg) distintos, para calcularmos a
distadncia entre os pontos A e B, vamos aplicar o Teorema de Pitdgoras no

triangulo ABC da figura.

A distancia entre os pontos A e B serd indicada por dpg.

Assim, temos: (d,g)2 = (xg — x4)?

+ (yB - yA)2 e, portanto,

dpg = \/(XB = X2+ (yg =y

N ’y m ]
Exercicios Resolvidos

@ Dados A 6. B - 1; 4 e C 5 2,
determinar o valor de x de modo que o tridngulo
ABC seja isésceles de base BC

Resolucao

Devemos ter dg, = dc,, €ntéo:

\/(xA —Xg)? + (ya—yp)? =

= \/(xA =X + (ya—y)? =

~Vix+ 12+ 6-42=Vx-52+6-22=
=x+12+4=(x-52+16 <
x2+2x+1+4=x2-10x+ 25 + 16 =

< 12x=36 & x=3

Resposta: x = 3

g @
‘/ Exercicios Propostos

o Determinar o perimetro do tridngulo ABC, dados:

A(2;2),B(=2;1eC(-1;6)

RESOLUCAO:

) dpg= \/(XB = Xp)? + lyg = yp)?

dAB=\/(-2-2)2+(1—2)2=\/16+1 =>dAB=\/F

I dge = Vixg-xg)? + (yg - yg)?

dBc=\/(—1+2)2+(6—1)2=\/1+25 :dBc=\/;

M dac =V (xe = a2 + (yg - )2

dAc=\/(—1—2)2+(6—2)2=\/9+16 =>dAc=5

IV) O perimetro do triangulo ABC é V17 + V26 +5

g (UNLFED.PELOTAS) - Na arquitetura, a
Matematica é usada a todo momento. A
Geometria é especialmente necessaria no
desenho de projetos. Essa parte da Matema-
tica ajuda a definir a forma dos espacos,
usando as propriedades de figuras planas e
solidas. Ajuda também a definir as medidas
desses espacos. Uma arquiteta é contratada
para fazer o jardim de uma residéncia, que
deve ter formato triangular. Analisando a planta
baixa, verifica-se que os vértices possuem
coordenadas A (8, 4), B (4, 6) e C (2, 4). No
ponto médio do lado formado pelos pontos A e
C, é colocado um suporte para lumindrias.
Considerando o texto e seus conhecimentos, é
correto afirmar que a distancia do suporte até o
ponto B mede, em unidades de comprimento,

Palavra-chave:

Teorema de Pitdgoras

Ay
o S B
Yg~Ya
N B v
° XjA X, - X )%B X
; B % )

a) Va7 b V3. o Vs.
d) V13. e) V17.
Resolucao
Se M é o ponto médio de AC, entdo: M(5,4)
Assim: MB = V(5 -4)2 + (4-6)2 = V5
YA
B (4,6)
C(24) M A(84)

» X

Resposta: C
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9 Determinar no eixo das ordenadas o ponto P, cuja
distancia até o ponto A (4; 1) seja igual a 5 unidades.

RESOLUCAO:
Sendo P(0, y), A(4; 1) e dpp = 5, temos

Vio-42+(y-12=5=>V16+(y-12=5 =
=16+(y-12=25=(y-12=9=y-1=23=
=y=40uy=-2

Logo, P(0; 4) ou P(0; - 2)

9 Determinar o ponto P do eixo das abscissas, equidistante
dos pontos A (6; 5) e B (-2; 3).

RESOLUCAO:
Sendo d,; = dg; e P(x, 0), temos:

\/ (xp - xA)2 + (Yp - YA)2 = v (xp - xB)2 + (yp - YB)Z

Vix-62+0-52=V(x+22+(0-32 =
=(x-62+25=(x+2)2+9 =
=x2-12x+36+25=x2+4x+4+9=16x=48 =x =3

Logo, P(3; 0)

9 (MACKENZIE - MODELO ENEM) - Em relagdo a um
sistema cartesiano ortogonal, com os eixos graduados em
quilémetros, uma lancha sai do ponto (- 6,— 4), navega 7 km
para leste, 6 km para o norte e 3 km para oeste, encontrando
um porto. Depois continua a navegacao, indo 3 km para norte
e 4 km para leste, encontrando um outro porto. A distancia, em

quildmetros, entre os portos é

a 7 b) 3V5 ) 2V3 d V7 e) 5
RESOLUCAO:
AY
(-2 5),_____5 _______ P2 (2;5)
v _o(112)
P, (-2;2) 2|

t t t t t t i t t t t » X

6 IR 5

3'(_'6';_1{)""""""'.2 ""(1:-4)

A lancha sai do ponto P(- 6; - 4), encontra o primeiro porto em P,
(- 2; 2) e o segundo porto em P, (2; 5).

Assim, a distancia, em quilometros, entre os dois portos é a dis-
tancia de P, a P,.

PP =V(2+2)2+(5-2)2= V16+9=5
Resposta: E

N=3 No Portal Objetivo

Para saber mais sobre o assunto, acesse o PORTAL OBJETIVO (www.portal.objetivo.br) e, em “localizar”, digite MIAT2M302
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Modulo

Palavra-chave:

e Média aritmética

Dados os pontos A (x,; Ya) € B (xg; yg) com A # B, as

coordenadas do ponto M, médio de AB, s3o obtidas I} Como MP /" AC, temos:

aplicando-se o Teorema de Tales, na figura abaixo. AM=MB < CP=PBey,-yrs=Yg-Yu <=
Ay B
Yglroommmmem e e ) . YatYB
<> = <= = ———
Yo~ Yy, YM=Yat Ve Ym 2
/7] M [lpv.
IVM-VA Assim, temos:
Yal At lT.N F.C’"
S m ;
ARG 2 2
P
X~ Xa  XgXm
- = LA
) Como MN // BC, temos: E importante notar que:
AM = MB < AN = NC & X, = X5 = Xg = Xy < a) A abscissa do ponto médio de AB é a média
aritmética das abscissas dos pontos A e B.
X, + X . = -
© DXy, = Xy + Xg > Ky = S b) A ordenada do ponto médio de AB ¢ a média
2 aritmética das ordenadas dos pontos A e B.
v ” - -
x/ Exercicios Resolvidos
; ; inar -b+X
0 HE U e determlTr. == C=-2=-5+ Xc=X:=3 Portanto, M< 2; =l ) ¢ o ponto médio de AB.
a) o ponto M (médio do lado AB). b) 2 _ 2
b) o ponto C, sabendo que N é ponto médio o- & o 4=B4yomye=-T
deBC. 2 9 Sabendo que as coordenadas do baricentro
G de um triangulo ABC sédo dadas por
= C(3;-7)

Xp + Xg + X¢ Ya +Yg + Ve
( 3 ; 3
g Dados os pontos A(- 3; 6) e B(7; — 1), baricentro do triangulo de vértices A= 2; 3),
determinar as coordenadas do ponto médio do  B(5; 2) e C(6; — 8).
segmento AB.

) , obter o

Resolucao
Resolucao Saales
Resolucao Se M(xy;; vy € 0 ponto médio de AB, entao: - Xp + Xg + Xc ) (-2)+5+6 .
70 -3)+7 ’ 3 8
Yoy = = X, = 1 Xp + X = ar
M 2 M XM=%$XM=T=2 _yA+yB+yc N 3+2+(—8) L
a) = M(1; 4) Yo = 3 - 3 T
5+3 4 Ya+ Vg 6+ (1) 5
Ym = =Ym= M= T 5 TYMT 2 =5 temos G(3; — 1).

Para saber mais sobre o assunto, acesse o PORTAL OBJETIVO (www.portal.objetivo.br) e, em “localizar”, digite MAT2M303
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K

0 Dados os pontos A (8; 7) e B (-2; - 3), determinar o ponto
médio do segmento AB.

RESOLUCAO:
X, + Xg 8-2
XM= —_— =>XM= =>XM—3
2
Y,+Y 7-3
YM = A B YM = = YM =
2
Logo, M(3; 2)

9 Sendo M (- 2; B) o ponto médio do segmento AB, deter-
minar o ponto B (xg; yg) dado o ponto A (7; -1).

RESOLUCAO:
X, + X 7+ X
XM=#=>_2= B =-4=7+Xg=>Xg=-11
2
Y,+Y -1+Y,
YM=M=5=4=>10=—1+YB=>YB=11
2 2

Logo, B(- 11; 11)

6 Os pontos A(0; 0), B(1; 3) e C(10; 0) s&o vértices conse-
cutivos de um retangulo ABCD. Determinar as coordenadas do
vértice D do retangulo.

RESOLUCAO:
VA
B
3F-m
I\\
] N
| N
| \\M c R
A N 10 X
1 AN
AY
N
N
N
D(x, y)
X X 1+x
XM=£=5= b DﬂXD=
2 2
Ym = M =0= 3+yD $VD=—3
2 2

Logo, D(9; - 3)

Exercicios Propostos

9 Determinar a medida da mediana relativa ao vértice A do
triangulo ABC, sendo A(4;6), B(5;1) e C(1;3).

RESOLUCAO:
h Xg + X¢ 5+1

e

= M(3;2)
Yg *+ Y¢ 1+3

mET T T T

) dapy = V(g = X002 + lygy = Ya)?
A

dy=V B-42+(2-6)2

dAM =V 1+16

d =V17

A C M B

6 (UN.EST.MATO GROSSO - MODELO ENEM) - Um
topégrafo, que se encontrava no portdo de saida da escola, foi
chamado para medir a distancia entre o local em que se
encontrava até o latdo de lixo reciclavel (M), equidistante de
2 latoes, A e B, de lixo nao reciclavel da escola. As
coordenadas sdo A(2; 2), B(4; 8) e o local do topografo P(3; 9).
Considerando todas as coordenadas em metros, calcule a
distancia do portao de saida (P) ao ponto médio de AB, ou seja,
o local do latéo de lixo reciclavel.

RESOLUCAO:

Sendo M o ponto médio de AB e, sendo d, a distancia entre o

portao e o ponto médio de AB, temos:

M = 2 + 4; 2+8
2 2

Resposta: D

):(3;5)ed= (3-3)2+(9-52=4

8 MATEMATICA



Modulo

condicao de alinhamento

1. Area do tridngulo

Dados trés pontos A (x,; ya), B (xg: yg) € C (xc; ye)
nao colineares, verifica-se que a area do triangulo ABC

vale:

1
A =—.
AABC 2

Area do tridngulo e

Palavras-chave:
¢ Pontos colineares
¢ Determinante

A ordem das linhas da matriz que origina o deter-
minante D € qualquer, tanto no calculo da é&rea do
tridngulo como na condicdo de alinhamento.

A condicao de alinhamento de 3 pontos pode ser in-
terpretada geometricamente a partir da area do triangu-

1
Xy Ya lo, que é > . D].

[|D]| ondeD=|xg yg 1

Xe Yo 1 A

1

Y
B C

Se o ponto A tender ao lado BC, a éarea do triangulo
ABC sera cada vez menor e podemos dizer que: quando
o ponto A estiver alinhado com o ponto B e o ponto
C, o valor da area sera nulo; dai:

1
AAABC=0 =7/D/=0 < D=0

2. Condicao de alinhamento

Os pontos A (x,; Ya), B (xg: yg) € C (x¢; ye) estao
alinhados se, e somente se, o determinante D é nulo. 7

Simbolicamente

A, B e C estao alinhados << D =0

0 Achar a area do quadrildtero ABCD, dados
A(2; 5), B(7; 1), C(3; - 4) e D(-2; 3).

Resolucao

A partir da representacao do quadrilatero no
sistema cartesiano e em seguida dividindo-o
em 2 triangulos, temos:

=)
"’Q No Portal Objetivo

Para saber mais sobre o assunto, acesse o PORTAL
OBJETIVO (www.portal.objetivo.br) e, em “localizar”,
digite MAT2M304

Exercicios Resolvidos

@ (UNESP) - Sejam P = (a,0), Q = (13) e

2 51 R = (-1,-1) pontos do plano. Se a + b = 7,
711 determine P de modo que P, Q e R sejam
3 -4 1 41 li
as _ = & colineares.
anec 2 2 Resolucao
1) Se P = (ab), Q(1;3) e R = (- 1; = 1) sédo
2 51 colineares, entéo:
3 -4 1
-2 3 11| 38 R
b)SAACD=T=7 1 3 1 |=0<«2a-b+1=0
-1 -1 1

A drea do quadrilatero representa a soma das .
areas dos triangulos, portanto: 2) Comoa +b =7, entdo:
a+b+2a-b+1=7+0<a=2

41 38 7%

Sieco= 3+ 3 =7 =395

Assim:2.2-b+1=0<b=5

Resposta: S,p.p = 39,5u.a. Resposta: P = (2; 5)

MATEMATICA 9



@) EreridosPropostos

0 Determinar a area dos triangulos, em cada caso:
a) Al-2;3), B4;-1)eC(5;7)
b) P(1;2), Q(-3; 1) e R4, - 5)

RESOLUCAO:
. -2 3
a) §= — 4 -1 1
2 5 7 1
S= 1 |2+28+15+54+14-12
1
S= — |52|=>5=26
2
] 1 2 1
b) §= — || -3 1 1
2 4 -5 1
S= 1 [1415+8-4+54+6]
S=l|31|=>$=3_1
2 2

@) Dados A (x; 2), B (3; 1) e C (=1; =2), determinar o valor de
X, sabendo que a érea do tridngulo ABC ¢é igual a 4.

RESOLUCAO:
1 X 2 1
S=z4eS= — 3 1 1
2 -9 -2 1

4= l |x-6—2+1+2x-6|=>|3x—13 =8=
2

3x-13=8 x=1
ou
= ou = 5
3x-13=-8 X=—
x 3

10 MATEMATICA

e Verificar se os pontos A(=2; -3), B(1; 2) e C(5; 4) estao ali-
nhados.

RESOLUCAO:
-2 -3 1

1 2 1/=-4+4-15-10+8+3=-14=0
4 1

Logo, os pontos nao estao alinhados.

e Para que valor de m, os pontos A(0; m), B(-2; 4) e C(1; - 3)
estao alinhados?

RESOLUCAO:
0 m 1
-2 4 1|=0
1 -3 1

6+m-4+2m=0
3m+2=0

m=-
3

e (VUNESP) — Num surto de dengue, o departamento de
saude de uma cidade quer que seus técnicos visitem todas as
casas existentes na regiao limitada por um tridngulo de vértices
nos trés focos em que a doenca foi encontrada. Para facilitar
essa agdo, colocou o mapa da cidade sobre um plano car-
tesiano, com escala 1:1km, e verificou que os focos se locali-
zavam sobre os pontos (2; 5), (- 3; 4) e (2; — 3). Como cada
especialista sera responséavel por 2 km? de 4rea nessa regiao
triangular, o nimero de técnicos necessarios e suficientes sera
igual a

a) 20. b) 18. c) 16. d) 12. e) 10.

RESOLUCAO:
Os 3 focos constituem um triangulo cuja area é igual a:
2 5 1
-3 4 1
2 -3 1
A= |l T N | A 20 km2
2

Como cada especialista sera responsavel por 2 km? de area, o
numero de técnicos necessarios e suficientes sera 10.

Resposta: E




Modulo

Equacao da reta

1. Equacao geral da reta

AY
ax+by+c=0

B(xgiyg)

A(Xy;
/ (XasYa)

P(xy)

Palavra-chave:

¢ Pontos alinhados

Substituindo os numeros Yy ~ Vg Xg — X, ©

A

X,\Yg = XgYpr respectivamente, por a, b e ¢, obtemos

Observacoes:

a) Na equacdo ax + by + ¢ =

ax+by+c=0

gue € a equacao geral da reta.

0, a e b nado sao

simultaneamente nulos, pois se a = b = 0 0s pontos A e

(0]

A toda reta r do plano cartesiano associa-se uma
equacao do tipo ax + by + ¢ = 0, com a e b ndo simul-

<V

B coincidem.

significa que

taneamente nulos, que é denominada equacao geral

da reta.

2. Determinacao da equacao geral

Seja r a reta do plano cartesiano determinada pelos
pontos distintos A(xA; yA) e B(xB; yB). Sendo P (x; y) um A equagao da reta r .
ponto qualquer de r, temos: B (5,3)
X % 1 A(21)
P AeBalinhados < | x, y, 1 =0 >
Xg Vg 1 r
representada na figura é:
Desenvolvendo o determinante, resulta: X y 1
Ya X+ Xg Y + XpYg — Xg¥a — XaY — VpX = 0 < 2 ; 11=0e2x-3y-1=0
g 1
< (yp = Yg) X + (Xg = Xa) Y + (XaYg — XgYp) = 0

0 Dados os pontos A(2; 1) e B(3; 2), deter-
mine a equacao geral da reta AB. Em seguida,
esboce o seu gréafico no sistema cartesiano.
Resolucao
I)  Seja P(x; y) um ponto genérico da reta
determinada por A e B.
A equacéao geral é obtida fazendo-se

x y 1
2 11
3 21

=0«

x+3y+4-3-2x-2y=0<

< x—-y—1=0 (equacao geral)
) Parax=0=0-y-1=0<y=-1
) Paray=0=x-0-1=0<x=1

b) Dizer que ax + by + ¢ = 0 é equacao da reta r

P(xp; yp) Er<>a.xp+b.yp+c=0

Saiba mais

Exercicios Resolvidos

IV) O gréfico é

AY

=
D

P> X

&

/

9 Dados os pontos A(- 1; 3) e B(4; - 2),
determinar a equacéo geral da reta AB. Esbocar
o seu grafico no sistema cartesiano.

Resolucao
I) A equacéo geral é obtida fazendo-se

x y 1
-1 31
4-2 1
< 33X +4y +2-12+2Xx+y =0 <

=0«

< Xx+y-2=0 (equacao geral)
I) Parax=0=0+y-2=0<y=2
II) Paray=0=>x+0-2=0<x=2
IV) O gréfico é

r  AY
N

2

< >
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'\; Exercicios Propostos

0 Determinar a equacdo geral da reta que passa pelos
pontos A (-1; 3) e B (2; 1).

RESOLUCAO:

-1 3 1
21 1[(=02x+3y-7=0
xvy 1

@ A equacao geral da reta que passa pela origem e pelo
ponto (-2; - 3) €
a) —2x+3y=0
d) 3x-2y=0

b) 2x + 3y =0
e) -3x+y=0

c) x-3y=0

RESOLUCAO:

-2-3 1

0 0 1|=0<3x-2y=0
xvy 1

Resposta: D

9 Determinar a equacao geral da reta suporte da mediana do
vértice A do triangulo ABC onde A(2; 1); B(-3;5) e C(-1; - 1).

RESOLUCAO:
-3-1 5-1

LM .
“( 2 2

) < Mgl-2;2)

-2 2 1
II. 2 1 1 =0 x+4y-6=0
1

~=3 No Portal Objetivo

Para saber mais sobre o assunto, acesse o PORTAL
OBJETIVO (www.portal.objetivo.br) e, em “localizar”,
digite MAT2M305

12 MATEMATICA

9 (UNIV.FED.RIO GRANDE DO NORTE ) — A figura abaixo
mostra um terreno as
margens de duas estra-
das, X e Y, que sédo per-

. pendiculares. O proprie-

tario deseja construir
~< uma tubulacdo reta pas-

~~ sando pelos pontos P e

—| | X Q (veja a figura ao lado).

O ponto P dista 6 km da
estrada X e 4 km da estrada Y, e o ponto Q estd a 4 km da

estrada X e a 8 km da estrada Y.

a) Determine as coordenadas dos pontos P e Q em relacdo ao

sistema de eixos formado pelas margens das estradas.

b) Determine a equacgao geral da reta que passa pelos pontos

PeQ.
c) Determine a quantos quildbmetros da margem da estrada Y
a tubulacao cortara a estrada X.

RESOLUCAO:
A partir do enunciado temos:

a) P(4;6)
Q(s; 4)
b) Equacao da reta PQ
x vy 1
4 6 1|=0<6x+8y+16-48-4y-4x=0<
8 4 1

> 2Xx+4y-32=0<x+2y-16=0

c) O ponto B é o ponto em que a tubulacao corta a margem x,
assim:y=0=x-16=0<x=16
Portanto, B(16; 0), e a distancia a margem y é igual a 16 km.




Modulo

Posicoes particulares da reta

A equacéo geral de umareta é do tipoax + by +¢c =0
com a e b ndo simultaneamente nulos. Se um dos trés
coeficientes for nulo, entdo a reta sera paralela a um dos
€iX0s ou passara pela origem do sistema cartesiano, co-
MO veremos a segulir.

1. Reta paralela ao eixo y

Seaz#0eb =0, entdo a equacdoax+by+c=0
se transforma em

c
ax+0y+c=0eax=-ceox=- —.
a

, podemos

Representando por k a constante —

escrever X =k .

A reta de equacao x = k é paralela ao eixo y, pois
€ o lugar geométrico dos pontos de abscissa k.

Palavras-chave:

* Origem ° Vertical ® Horizontal

2. Reta paralela ao eixo x

Sea=0eb=z0, entdo aequacdo ax + by + c =0 se

transformaem Ox + by + c=0 e by =—-c <y =— %

c
Representando por k a constante — 5 podemos

escrever

y=k .
A reta de equacao y = k é paralela ao eixo x, pois

é o lugar geométrico dos pontos da ordenada k.

3. Reta que contém a origem

Se ¢ = 0, entdo a equacdo ax + by + ¢ = 0 se trans-
formaem ax+by=0 .

A reta de equacao ax + by = 0 contém a origem
do sistema, poisa.0+b.0=0, Va, bEeR.

> Saiba mais

A reta de equacao x = 2 € o lugar
geométrico dos pontos de abscissa
2 e, portanto, dos pontos de coorde-
nadas (2; y). Logo:

A reta de equacaoy = 3 é o lugar
geomeétrico dos pontos de ordenada
3 e, portanto, dos pontos de coorde-
nadas (x; 3). Logo:

A reta de equacao 2x —y = 0 con-
tém a origem do sistema e sua repre-
sentacao é

Exercicios Resolvidos

0 (FGV) — Represente graficamente os pon-
tos do plano cartesiano que satisfazem cada
uma das relacoes abaixo.

paralelas ao eixo y)

2 — — —
b) x*=3x +2=0<x=10ux=2(etas @) MACKENZIE - MODELO ENEM) - As

retasy:%.x,y=%ex=0deﬂnem

a) 2.y-6=0 YA x=1 x=2
b) X2-3x+2=0
Resolucio um triangulo, cuja raiz quadrada positiva da
a) 2y -6 =0 <y = 3 (reta paralela ao eixo x) area &

4 L[] >x g S o) V2 o V3

5 2 4 6 4

o) o
> X d) Ll e) 5
8 5

MATEMATICA




Resolucao

/Y
y=r .x
= -
B c_— _3
s
1
A i
| » X
3
x=0 2

Os vértices A, B e C do triangulo sao

3 3 3
A(O;O),B(O; — ) eC( — — ) e a area vale
4 2 ' 4

3 3
2 4 9

A= ——— = —
2 16

3
A raiz quadrada positiva da drea é o

Resposta: A

‘} Exercicios Propostos

0 Determinar a equacdo geral da reta que passa pelos
pontos A (3; 1) e B (5; 1).

RESOLUCAO:
x y 1
3 1 1]|=0
5 1 1

X+3+5y-5-x-3y=0
2y-2=0
y-1=0 (reta horizontal)

@ Represente graficamente as equacoes:

a) 3y-9=0 b)2x-4=0 c) 3x-y=0

RESOLUCAO:

a) 3y-9=0< b) 2x-4=0< c) 3x-y=0<
sy=3 e x=2 < y=3x
(horizontal) (vertical) (passa pela origem)

ylk y y
3
3
s
2 x 1 X
X

9 Represente graficamente os pontos (x, y) do plano, tais
que 1= x < 3.

RESOLUCAO:

NV

w

1$X$3¢>{
X

><‘y

AN

14 MATEMATICA

e Determine o ponto de interseccdo das retas de equacoes
X+2y+1=0e2x+y-4=0

RESOLUCAO:

Para que o par ordenado P(x;y) represente o ponto de interseccao,
ele deve satisfazer as equacdoes das retas simultaneamente,
portanto, sera a solucao do sistema abaixo:

{x+2y+1=0 @{x+2y+1=0
2x+y-4=0 -4x-2y+8=0

{x+2y+1=0 {x=3
< <
-3x+9=0

Portanto, o ponto de interseccao das retas é P(3; - 2).

y=-2

@ (MODELO ENEM) - As retas de equagdes x = -1, x = 3 e
y = 2, sdo retas suportes dos lados de um quadrado.
Determinar os vértices do quadrado, sabendo-se que um dos
vértices pertence ao 4° quadrante.

RESOLUCAO:
y A
A(-1;2) 2 B(3;2)
[o]
o &,
-1 3 X
D(-1;-2) o C(3;-2)
2

Resposta: Os vértices do quadrado sao
A(-1;2),B(3;2),C(3;-2) e D(-1; - 2)




Modulo

Dizer que ax + by + ¢ = 0 é a equacao da reta r
significa que todos os pontos de r, e somente eles,
verificam a equacgao. Assim sendo:

P(xo,yo)e rc»ax0+byo+c=0
P (xg. vo) & r < axg + byg + ¢ >0ouaxy +byy+c<0

Demonstra-se que ax, + by, + ¢ > 0 para todos os
pontos de um dos semiplanos determinados por r e que
ax, + by, + ¢ < 0 para todos os pontos do outro semipla-

Palavra-chave:

e Inequagdo

Conclusao

A reta r, de equacao ax + by + ¢ = 0, divide o plano
cartesiano em dois semiplanos aos quais pertence.

A sentenca ax + by + ¢ = 0 determina um destes
semiplanos e a sentenca ax + by + ¢ < 0 determina o
outro semiplano.

O semiplano pode ser identificado analisando-se a
posicao de um dos pontos nao pertencentes a reta. Uti-
liza-se normalmente o ponto (0; 0). Se a reta passar pela

no, excluindo os pontos de r.

Saiba mais

origem, pode-se utilizar o ponto (1; 0) ou o ponto (0; 1).

A reta de equacdo 2x -y -2 =0
divide o plano cartesiano em dois se-
miplanos.

2x—-y—2=0
[y

1 X
-2

A sentenca 2x -y — 2 < O, repre-
senta o semiplano que contém a ori-
gem, pois o ponto (0; 0) é solucédo da
inequacao, ouseja, 2.0-0-2=<0.

2x-y-2<0

1y

e

A sentenca 2x —y — 2 = 0 repre-
senta, por exclusao, o semiplano
que nao contém a origem.

2x-y-220

AY
1/

;

Exercicios Resolvidos

0 Estudar o sinal dos semiplanos determina-
dos pelaretax +y—-3=0.
Resolucao
Os interceptos A(3; 0) e B(0; 3) determinam a
posicao da reta no sistema de coordenadas. A
determinagéo do sinal dos semiplanos é feita a
partir da regra pratica: x + y—3 = 0 e 0(0; 0) =
= 0 + 0 - 3 < 0, que permite concluir que o
semiplano que contém a origem corresponde a
sentenga x + y — 3 < 0, e 0 semiplano que nao
contém a origem corresponde a sentenca
X +y -3 > 0. Dessa forma, temos a seguinte
representacao gréafica:

y

A
-3>10
-
A(3;0)
0 > x

Q Determinar a regiao do plano cartesiano
cujos pontos tém coordenadas (x; y) satisfazen-
do o sistema:

{3x+2y—550 @
2x-y+4=0 ®

Resolucao

a) Areta 3x + 2y — 5 = 0 tem interceptos

<%; O) com o eixo das abscissas e

(O; %) com o eixo das ordenadas.

b) Posicdo da origem em relacdo a reta
3x+2y-5=0:

3x+2y-5

=3.0+2.0-5<0=
0 (0; 0)
= em relagcdo a reta 3x + 2y -— 5 =0, o
semiplano que contém a origem ¢é

3x+2y-5<0.

A representacao grafica da inequacao
3x+2y-5=<0é:

A
5/3
X
= >
3x+2y-5=0

c) Areta 2x —y + 4 = 0 tem interceptos
(- 2; 0) com o eixo das abscissas e (0; 4)
com o eixo das ordenadas.

d) Posicdo da origem em relacao a reta
2x-y+4=0:
2X_y+4} 2.0-0+4>0
0(0: 0) =2.0-0+4>0=

= em relacdo areta 2x -y + 4 = 0, o semipla-
no que contém a origem € 2x -y + 4 > 0.




A representacao grafica da inequacdo 2x —y + 4 = 0 é:

y
A
4

-2

0(0:0) »x

2x-y+4=0

e) A solucdo do problema serd a interseccao das solucdes das
inequagoes ) e (2. Portanto:

A
5/2
-2 5/3
X
5 >
2x-y+4=0 3x+2y-5=0

v y @
‘/ Exercicios Propostos

0 Representar a reta x —y + 6 = 0, no sistema de eixos
cartesianos.

RESOLUCAO:
Xx-y+6=0
x |y
0|6
-6| 0 6

bl 4

@ Representar graficamente os pontos do plano tais que
X—y+6>0.

RESOLUCAO:
Para o ponto (0; 0), temos: y
0-0+6>0 4

<V

9 Representar graficamente a inequacdo 3x -y -6 < 0.

RESOLUCAO:
I) Nareta3x-y-6=0temos:

1) Para o ponto, (0; 0), temos:
3.0-0-6<0

<V

16 MATEMATICA

@ Determinar graficamente a solucdo do sistema
{ x—=2y+2=<0
3Xx+2y-6=0

RESOLUCAO:
l. x-2y+2<0
Na reta x — 2y + 2 = 0 temos:

Para o ponto (0; 0), temos:
0-2.0+2>0

XV

-2

) 3x+2y-6=0
Na reta 3x + 2y - 6 = 0, temos:

X y VA
0 3
2 0

Para o ponto (0; 0), temos:
3.0+42.0-6<0

xv

De l e ll, temos:

<V

2 2\\




6 (FGV) — A reta x + 3y = 3 = 0 divide o plano determinado
pelo sistema cartesiano de eixos em dois semiplanos opostos.
Cada um dos pontos (- 2, 2) e (5, b) estd situado em um
desses dois semiplanos. Um possivel valor de b é

1 3 3 1
a — b-— o— d-— e-—
4 4 4 4 2

RESOLUCAO:
Como (- 2, 2) e (5, b) estao em semiplanos opostos em relacao a

reta de equacao x +3y-3=0e(-2) +3.2-3> 0, devemos ter

2
5+3.b-3<0<b<- ?

3 2
Das alternativas apresentadas, somente - T € menor que - T .

Modulo

e equacao reduzida

1. Inclinacao

Coeficiente angular

Resposta: D

Palavras-chave:

e Inclinacgdo da reta ® Tangente

A inclinagao da reta r € o angulo “convexo” 6 entre o eixo x e a reta r, sempre medido de x para r no sentido anti-ho-

rario. As Unicas situacdes possiveis sao:

Reta Horizontal Reta "Crescente"
y

B — B

7

0=0° 0°<0<90°

Reta Vertical Reta "Decrescente”
y 1y
r
0
X T X
6 =90° 90° < 0 < 180°

2. Coeficiente angular

O coeficiente angular ou declividade da reta r, nao
vertical, é a tangente trigonométrica do angulo 6. E,
geralmente, representado por m.

Assim:

m=1tg6
Observe que
a) Se r for horizontal, entdo 6 = 0° e, portanto, m = 0.

b) Se r for “crescente”, entdo 0° < 6 < 90° e, por-

tanto, m > 0.

c) Se r for vertical, entdo 6 = 90° e, portanto, nao
existe m.

d) Se r for "decrescente”, entdo 90° < 6 < 180° e,

portanto, m < 0.

3. Como obter m,
dados dois pontos

Seja r uma reta, nao vertical, e sejam A (X, ya) €
B (xg; yg) dois pontos distintos de r.

No triangulo retangulo ABC, temos:

m =t G—CB - A

MATEMATICA




YB~YA
Logo: m = —mm —

XB ~ XA

4. Como obter m tendo
a equacao geral da reta

Seja r a reta, ndo vertical, de equacdo ax + by + ¢ =0

e A e B seus interceptos.
Fazendo y = 0 obtemos o ponto A (—%; O), pois
c
ax+b.0+c=0©x=—;.
Fazendo x = 0 obtemos o ponto B (O; —% ) pois
c
a.0+by+c=0©y:—€.

No triangulo retangulo AOB, temos:

(_L_ ) _c
b b
C
a

m:tge: = =
Y

a
Logo: ms=— —
b

h
/
A (@]

Xy

"®  saiba mais

1. O coeficiente angular (declividade) da reta que
passa pelos pontos A(-1; 3) e B(2; 5) &
I = yB_yA = i = E
Xg — Xa 2-(-1) 3
2. O coeficiente angular (declividade) da reta com

equacao geral @x @y +1=0¢

“a Wb
a3 _3
M= T 7 T 7

5. Equacao reduzida

Se a reta r de equacado ax + by + ¢ = 0 nao for
vertical, entao b # 0 e, portanto,
a c

by=—ax—0©y=—T.x— -

a e , _
A constante - Y como ja foi visto, é o coeficiente

angular da reta e é representada por m.

c
A constante - 'y € a ordenada do ponto em que a

reta intercepta o eixo y.

Esta constante é chamada coeficiente linear da
reta e é representada por h.

Podemos, entéo, escrever ¥ = m x + h , chama-
da equacao reduzida da reta.
AY

e

xV

m = tgb é o coeficiente angular
h é o coeficiente linear

A equacao reduzida da reta, a partir da equacao geral

3x + 2y — 6 = 0, é obtida isolando-se “y".
Portanto: 3x + 2y -6 =0 < 2y =-3x+6 <

3
Sy=—- _—_ X+ 3.
i 2

Note que:

i i 3
— coeficiente angular: m = — =

— coeficiente linear (interseccao com eixo y): h = 3
—interseccao comeixox:y =0 = x=2

— grafico:

N\
N P x
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Exercicios Resolvidos

0 Na figura a seguir, os pontos A;, A,, A,
A, Ag, Ag séo vértices de um hexagono regular
de lado 3 com centro na origem O de um
sistema de coordenadas no plano. Os vértices
A; e A, pertencem ao eixo x.

AY
AS

As

Determinar a inclinacao e o coeficiente angular

—

a) dareta AjA,

b) dareta A}A,

K

0 Determinar o coeficiente angular das retas abaixo:

a) y

0 =60°

RESOLUCAO:
m, = tg 60° = \/E

b)

\Qw;

RESOLUCAO:
Vs
3

m, = tg 150° = - tg 30° = -

Resolucao
Se o poligono é um hexagono regular, temos:
a) inclinacéo: OA4A3 = 60°
coeficiente angular: m = tg 60° = V3
b) inclinacéo: 6 = 120°
coeficiente angular; m = tg 120° = — V3

@ (UNESP - MODELO ENEM) - Num
sistema de coordenadas cartesianas ortogo-
nais, o coeficiente angular e a equagéo geral da
reta que passa pelos pontos P e Q, sendo
P =(2, 1) e Q o simétrico, em relagao ao eixo vy,
do ponto Q" = (1, 2) sédo, respectivamente:

L;x—3y—5=0.

3

E))
b) i;2x—3y—1 =0.
8

c)—L;x+3y—5=O.
8

Exercicios Propostos

c)

\Y

d) L;x+3y—5=0.
8

1
e)—?;x+3y+5=0.

Resolucao
1) O ponto Q, simétrico de Q'(1;2) em relacao
ao eixo y, é o ponto Q- 1;2).

2) O coeficiente angular da reta que passa
pelos pontos P(2;1) e Q(- 1;2) é:
2=1__

Mpy=—— =
PQ _1-2

1
3

3) A reta r que passa pelos pontos Q(-1;2) e
P(2;1) &

X y 1
-1 2 1 |1=0ex+3y-5=0
2 1 1

Resposta: C

RESOLUCAO:

d)

<V

m, =tg 135°=-1tg 45° = -1

RESOLUCAO:

=<V

30°

m, = tg 120° = —tg 60° = - V'3

MATEMATICA




9 Dada a equacao geral 2x — 3y + 5 = 0, obter a equacao
reduzida e os coeficientes angular e linear.

9 Obter a declividade da reta que passa pelos pontos
A(2;5)eB (-3; 2).

RESOLUCAO: RESOLUCAO:
) 2x-3y+5=0
YA 3y=2x+5
A
5 V& y= 2 . 2 (equacao reduzida)
! 3 3
B/ | 5 : 2
| | _ I) coeficiente angular: m = —_
3 2 X 3
- X
coeficiente linear: h = %
_ Y8~ VYa
X~ Xp
_2-5 3
-3-2 5

9 Obter a equacéo reduzida, o coeficiente angular e o coeficien-

(declividade ou coeficiente angular) te linear da reta que passa pelos pontos A(2; 3) e B(-1; - 2).

RESOLUCAO:
x y 1
]2 3 1[=0< 3x-4-y+3+2x-2y=0<
-1 -2 1
5 1 .
«bx-3y-1=0<3y=5x-1<y= Tx— ry (eq. reduzida)
- 5
Il) coeficiente angular: m = 5
_ g ] - -
~=3 No Portal Objetivo 1
4 ll) coeficiente linear: h = - =

Para saber mais sobre o assunto, acesse o PORTAL
OBJETIVO (www.portal.objetivo.br) e, em “localizar”,
digite MAT2M306

Palavras-chave:

Posicoes relativas

¢ Concorrentes ® Paralelas

entre duas retas

Sejam r, e r, duas retas do plano cartesiano, nao paralelas aos eixos, assim caracterizadas:

Equacao Equacao Coeficiente Coeficiente
geral reduzida angular linear
a, c;
Retar, a;x+by+c,=0 y =mx +h, m, =-— h)=-—
b, b,
a, Cy
Retar, ax +byy+c,=0 y =myx + h, m, =—-—— h,=-—
b, b,

Analisando os coeficientes das equagbes € possivel concluir se as retas ry e r, sdo concorrentes ou paralelas

distintas ou coincidentes, como veremos a seguir.
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1. Retas concorrentes

Se r; e r, forem concorrentes, entéo 0, = 6, e,

portanto,
ay ay ay b,
tge1¢tgez©m1¢m2© = = =
b b a
1 2 2 2
Ay
v
Iy
N\
X
Conclusao
As retas r, e r, serdo concorrentes se, e somente
se,
a, b,
m_zm ou
1 2 a b
2 2

2. Retas paralelas distintas

Se r, e r, forem paralelas distintas, entdo 6, = 0, e
h, = h, e, portanto,

g0, =tgb, >m; =m, <
a4 a8 ay b,
&S - = = — = — e

=1
b, b, a, b

¢ ) b, ¢
S R L .

h h
172 = b, b, b, ¢,

AY

hy "2

T,

Conclusao

As retas r, e r, serdo paralelas distintas se, e so-
mente se,

m1=m2eh1¢h2 ou

3. Retas coincidentes

Se rpery forem coincidentes, entao 0,
h, = h, e, portanto,

1l
D
N
0]

g0, =tg0,=>=m, =m, <

a, a, a, b,
_— _— = — e
b, b, a, by
c c b c
h1=h2© ! =——2© ! = !
b, b, b, ¢
AY
rq=r;
91=92 _
X
h1=h2

Conclusao

As retas rpery serdo coincidentes se, e somente
se,

=myeh,=h S
a, 2 ¢,
4. Resumo
Na equacao N . |
a equacao gera
reduzida quagao g
Reta a, b,
m, #m, o U
concorrentes a b
2 2
Retas a, b, c,
paralelas m,=m,eh; #h, e
distintas a, b, ¢
Retas a, b, ¢
coincidentes a, b, ¢,
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5. Casos particulares

Se pelo menos uma das retas for paralela a um dos
eixos, a concluséo € imediata.

('?  saiba mais

De fato: 1. A reta r de equacao 3x + vy — 5 = 0 tem
a) A reta de equacao x = 3 é paralela a reta de equa- coeficiente angular m = -3 e coeficiente linear
Gao x = 5. h, = 5.
AY
x=3 x=5

A reta s de equacdo 3x + y — 7 = 0 tem
coeficiente angular my = -3 e coeficiente linear
hg =7.

As retas r e s sao paralelas distintas, pois

b) A reta de equacao x = 3 é concorrente com a reta m,=mgeh #h,.
de equacao y = b.

Ay

x=3 2. A reta t de equagao 4x — 2y + 1 = 0 tem
5 y=5 coeficiente angular m, = 2.

A reta u de equacdo 5x — y + 3 = 0 tem
3 X coeficiente angular m, = 5.
c) A reta de equacédo x = 3 é concorrente com a reta As retas t e u sdo concorrentes pois m, # m,,.
de equacaoy = 2x + 1.
YA y=2x+1
x=3

=)
<Q No Portal Objetivo

d

Para saber mais sobre o assunto, acesse o PORTAL
OBJETIVO (www.portal.objetivo.br) e, em “localizar”,
digite MAT2M307

v s m -
Exercicios Resolvidos

o Determine a posicédo relativa das seguin-  d) retass e t: % = % = % =setsao 9 (VUNESP) - Sabe-se que as equacoes
tes retas tomadas duas a duas: - X+ ky -2 =0e kx + 4y — 4 = 0 sdo equacoes
() 2x—y +3=0 (5)3x— 6y + 3 =0 paralelas (distintas) de uma mesma reta, num sistema de coor-
3 -6 denadas cartesianas do plano.
tx-2y+3=0 (U 2x+4y+3=0 e) retas s e u: & ® ~z = S €usao Nesse caso: 3
axe e Bl concorrentes a) k=4 b) k=2
Resolucao
3 -6 = =
.2 -1 = f) retas s ev. -/— = —5 = s e Vv sado o) k=1 d k=0
a retas r e st 3~ = —p = Tr e s sa0 4 =2 ) k=-1
S ——— concorrentes
COUCOLETLES 2 1 1 ) ) Resolucao
b retas re t =~ = —5 = r et sdo ghretas t e u — = —— = te u s o
. - As retas sao coincidentes, entéo:
concorrentes concorrentes
1 k -2
2 -1 3 1 -2 _ — = — = _“ k=2
c) retasrev: - = —5 = 5~ =T eVsio h) retastev:Ta= = = t e v sdo k 4 =4l
concorrentes Resposta: B

coincidentes
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‘) Exercicios Propostos

o Determinar a posicéo relativa das retas de equacoes:

{y=3x+1
y=3x+7

RESOLUCAO:
{y =3x+1

y=3x+7 = as retas sao paralelas distintas

b){y= X+ 2
y=3x-1

RESOLUCAO:
{y =x+2

= as retas sao concorrentes
y= 3x-1

o) {4x—3y+2=0

8x-6y+4=0
RESOLUCAO:
4 2
:4x -3 2=0 = — —
r. ax Y + =Y 3x+3
= r e s sao coincidentes
4 2
s:8x-6y+4=0=y=—Xx+—
3 3
d 2x -3y +4=0
6x-9y +1=0
RESOLUCAO:
r'2x—3y+4—()=y—£x+i
' - "3 "3
2. 1 [T
:6x-9 1=0 = — —_—
S: bX Y + =Y 3X+9

= r e s sao paralelas distintas

{4x+5y—1=0

bx -6y +2=0
RESOLUCAO:
-4 1
1 4 5y-1=0 =—X+—
r: 4x + 5y =Yy 5x+5
5 1 = r e s sao concorrentes
s:5x—6y+2=0=y=gx+?

9 Seasretas () 2x -3y + 9 =0 e (s) 6x + ky + 8 = 0 séo
concorrentes entao

a) k=—-6 b) k= -9 c) k=-11
d k=-15 e) k=-18
RESOLUCAO:

2
ry= — x+3
3
6 8
Siy==- — X- —
k k

~ 2 6
Como r e ssao concorrentes, temos: — #- — < k=-9
k

Resposta: B

@ (BELAS ARTES - MODELO ENEM) - Sabe-se que a reta
(s), de equacao ax + by = 0, é paralela a reta (r), de equagao

a
4x - 8y + 6 = 0. Entao, Yy vale

a) — b) 1 c) -2 d - — e) 2
) > ) ) ) 7 )
RESOLUCAO:

a _ b a _4 1
r//s¢>—_3¢>b__8_T
Resposta: D
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Modulo

Equacao de uma reta

que passa por P(x,; y,)

Seja r a reta ndo vertical determinada pelo ponto

P (xg: Yo € pela inclinagéo 6.

Sendo Q (x; y ) um ponto genérico de r e m o seu

coeficiente angular, temos:

Conclusao

Palavras-chave:
) POIltO pertencente a uma reta

e Coeficiente angular

A equacao de qualquer reta que passa pelo ponto

Yo y-y0=m.(x-x0) ou X=X,
m=tgb < m= S Y-=Yg=m. X=X
X — X
0 também chamada de equacéo do feixe de retas concor-
Ay rentes em P.
r Ay
Q (xy) X=X
P (Xo; Yo)
X P (xo; Yo)
M
Observacao
Se r for vertical, a equacéo serd x = Xo-
N ry m -
Exercicios Resolvidos
@ MODELO ENEM) - Determinar a (@) (METODISTA - MODELO ENEM) - O he-  Resolugéo

equacao da reta que passa pelo ponto P(3; 5) e

o 3n
com inclinacao igual a 7

(3.5)

%_n
O

a) x-y+8=0

c) 2x-y-1=0
e) 2x+y-11=0
Resolucao

b) 2x +y-8=0
d x+y-8=0

O coeficiente da reta seréa:

3n T
m:‘th=—tg—=—1

4
A equacao da reta que passa pelo ponto P(3; 5)
e tem coeficiente angular m = — 1 é:

y-5=-1(x-3) «© x+y-8=0
Resposta: D

24 MATEMATICA

xagono regular ABCDEF tem lados medindo 2

unidades. A equacéo da reta r é:

YA
E D
r
F c
T| A - X
ol _—n B
pd

a) x—y—\/§=0

b) 3x—\/§y—\/§=0
c) \/§x—\/§y—3=0
d) 3x+V3y+3=0
e) \/Ex—3y—\/§=0

Cada angulo interno do hexagono regular é

igual a 120°, entao:

OAF = 60° e BAC = 30°
(pois o triangulo ABC ¢é isésceles)

O ponto A (do eixo x) é tal que

OA=AF.cosGO°©OA=2.L=1,

resultando suas coordenadas iguais a (1;0).

Se o coeficiente angular de r é
R
m = tg 30° = = e a reta passa pelo ponto

A(1; 0), a equagédo daretar é

Vs x-1eV3.x-3.y-V3=0

0=
v 3

Resposta: E




x) Exercicios Propostos

0 Determinar a equacéo da reta r da figura abaixo: 9 A equacgdo da reta r que passa pelo ponto P(3; 2) e é
k paralela ao segmento de reta ABonde A(6; 0) e B(0; - 9) é
y a) 3x+2y+5=0 b) —3x+2y-5=0
c) 3x-2y-5=0 d 3x+2y-5=0
P(5:2) e) 3x+5y+2=0
RESOLUCAO:
600 _ |) mAB=_9_0©mAB=i=i=mr
X 0-6 -6 2
) A equacao da reta r que passa pelo ponto P(3; 2) e tem
r 3
mr = — €
2
RESOLUCAO: Y-VYp=m, . (x=xp)
3
) m=tg60°=m=V3 y—2=?.(x—3)
) y-2=V3(x-5)«<V3x-y+2-5V3=0 x-2y-520
Resposta: C

e (UFRN - MODELO ENEM) - Um triangulo ABC possui
vértices A = (2, 3), B = (5, 3) e C = (2, 6). A equacao da reta

. . " A 7
@ Obter a equacao geral da reta que passa pelo ponto bissetriz do angulo A &
A (=1; 3) e é paralela a reta de equacio 2x—3y + 4 = 0. a) y=3x+1 b) y =2x c)y=x-3
dy=x+1 e) y=x
RESOLUCAO: )
RESOLUCAO:
2
|) ms=s —
3 YA
C (2,6)
N y-3= i (x+1) & 2x-3y+11=0
3
bissetriz
e B (5,3)
> x

O triangulo ABC é isésceles, retangulo em A, e catetos paralelos
aos eixos coordenados. A bissetriz do angulo A tem inclinacao de
45°, portanto sua declividade é m = tg 45° = 1.

A equacao da bissetriz é:

y-3=1.x-2)ey=x+1

Resposta: D
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perpendicularismo

Sejamr,, de equacdoy = m, x + h,, er,, de equacao
y = m, X + h,, duas retas nao paralelas aos eixos.

1. Paralelismo

AY

\ 4
x

A condi¢ado necessaria e suficiente para que ry e r,
sejam paralelas ¢, como ja foi visto, que tenham o mes-
mo coeficiente angular.

Simbolicamente:

r1//r2 < my;=m,

2. Perpendicularismo

P ]

Xy

Palavras-chave:
* Retas paralelas

* Retas perpendiculares

Se r, e r, forem perpendiculares, entao 6, = 90° + 0,
e, portanto,

sen (90° + 6,)
m, =tgf, =tg (90° +0,) = ———— =
2= =19 " cos (90° + 6,)

sen 90° . cos 0, + sen 0, cos 90°

cos 90° . cos 0, —sen 90° . sen 6,

1.cos0, +sen6,.0 cos 0,
0.cos0,-1.seno, -sen 0,
1 1
©otge,  om,
Conclusao

A condi¢ao necessaria e suficiente para que ry e r,
sejam perpendiculares ¢ que um dos coeficientes
angulares seja o inverso do outro com o sinal trocado.
Simbolicamente:

1
rpLlrpbem,=-——0
m,

3. Casos particulares

Se as retas forem paralelas aos eixos, a conclusao é
imediata.

De fato:

a) Duas retas horizontais sao paralelas.

b) Duas retas verticais sao paralelas.

c) Uma reta horizontal é perpendicular a uma reta
vertical.

Exercicios Resolvidos

g
0 (UNIFESP) — Num sistema cartesiano YA
ortogonal, sédo dados os pontos A(1;1), B(5;1), D

C(6;3) e D(2;3), vértices de um paralelogramo,
earetar, de equagdor: 3x - by —11 =0.

A reta s, paralela a reta r, que divide o
paralelogramo ABCD em dois poligonos de
mesma area tera por equacao

a) 3x-by-5=0.

b) 3x — by = 0.

26 MATEMATICA

d) 9x - 15y -2 = 0.

)
)
c)6x—-10y—-1=0.
)
e) 12x-20y -1 =0.




Resolugdo @ (MACKENZIE) - Na figura, se a equacao  Resolugao
A reta s que divide o paralelogramo em duas

regides de mesma area deve necessariamente GElIEE T ey =0 = U e el B dleiig @ N\e w240 4y

passar pelo ponto de interseccéao das diagonais ABC e:

AC e BD (ponto médio das diagonais).

Assim: \ © AY s

M 1+6;1+3 oM 1;2 NG 0

2 2 2

Como a reta s é paralela a reta r, de equacao FA(—12;0) 7 \ > x

3x -5y —11 =0, sua equacéo é do tipo r

3x=5y+k=0 O coeficiente angular da reta r:

Como o ponto M < z ; 2) pertence a reta \B X+y-4=0¢em, =<_‘>3 e port?nto, o coefi-
2 ciente angular de s = AB é m = — , pois r L s.

(s) 3x = By + k = 0, temos: 3 )

[~ Como B € ¢ tal que B(0; 4) e B € S, a equacao
7 1 L5
3. 2 -5 2+k=0ek=-— A 0 \ deséy—4=%.(x—0)©x—3y+12=0.
r

Assim, A€Es éA(-12;0), e Ceré C-12; 40).
Logo, a é&rea do triangulo ABC ¢é dada por
! AC .12 40 .12
3x-by- — =0« 6x-10y-1=0. S = = % =240
2 a) 240 b) 220 c) 200 2 2

Resposta: C d) 260 e) 280 Resposta: A

Portanto, a equacao da reta s é

~=3 No Portal Objetivo

Para saber mais sobre o assunto, acesse o PORTAL OBJETIVO (www.portal.objetivo.br) e, em “localizar”, digite
MAT2M308

‘} Exercicios Propostos

0 Os pontos A(=2; 3) e C(5; 1) sao vértices opostos de um y-2= 7x _ 21
quadrado ABCD. Determinar a equacao da reta que contém a ) 4
diagonal BD. 4y -8=14x-21
RESOLUCAO: 14x-4y-13=0

A

-2 X

D
1-3 -2 2

> <> 7
AC L BD = mgp = 5
3
M(—; 2)
2

7 3
—-2= — [ x- —
v 2( 2)
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9 Os pontos A(1; 1), B(4; 2) e C(5; 4) sdo vértices de um 9 Um triangulo retangulo ABC tem hipotenusa determinada
paralelogramo ABCD. Determinar a equacdo da reta que pelos pontos B (2; -1) e C (3; 4). Sabendo que a reta

contém o lado CD. 3x—2y + 1 =0 é paralela ao cateto AB, determinar as equacoes

RESOLUCAO: das retas suportes dos catetos ABe AC.
Ay RESOLUCAO:
4 C Ay r
D / C
4
2 B A
A
1 4 5 X
2 .
/1 __________ i 3 X
I) map =My = Mep = 2-1 = Mpp = 1 B
CcD AB CD 4-1 CD 3

3 1
I) 3x-2y+1=0y= —X+ —=m=
Yy Yy 2 2

N|w

My-4= 1 (x-5)ex-3y+7=0 - .
3 1) A reta AB passa por B(2; — 1) e tem coeficiente angular m = >
logo, sua equacao é:

y+1=.%m—2)©3x—2y—8=0

) Areta i\?: passa por C(3; 4) e tem coeficiente angular m = - %

logo, sua equacao é:
y-4=- %(x—3)=>3y—12=—2x+6=>2x+3y—18=0
e Dados os pontos A(1; 1), B(5; 2) e C(3; b), determinar a

equacao da reta que contém a altura relativa ao vértice A do
triangulo ABC.

RESOLUCAO:
Ay
c
5
\H
2 B
1}---
A _
1 3 5 X
D My, = —— =mpyy, = L S
AH = Mgc AH= 5 T T3 T3
3-5 -2
2
My-1= = (x-1)
v 3
2x-3y+1=0
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Modulo

Palavras-chave:

¢ Ponto fora da reta

Distancia de ponto a reta

¢ Projecdo ortogonal

Seja r uma reta de equacdo ax + by + ¢ = 0 e

P (xo, yO) um ponto qualquer do plano cartesiano. P (Xo: Yo)

A distancia d do ponto P a reta r ¢ igual a distancia
X

entre os pontos P e Q, Q &€ r com PQ perpendicular a r. I (ax+by 1c=0

Demonstra-se que: (=]

~—3 No Portal Objetivo

la.xy+b.y,+c|

d= Para saber mais sobre o assunto, acesse o PORTAL
OBJETIVO (www.portal.objetivo.br) e, em “localizar”,

digite MAT2M309

v y m -
Exercicios Resolvidos

aZ + b?

@ (MODELO ENEM) - Determine adistancia ~ [3.2+4.3+1] g I, - il
entre o ponto P(2; 3) e areta 3x + 4y + 1 = 0. E— e s ¢ obtida pela formulad = ————
V 32+ 42 g V a? + b2

1 19 7 3
a) — b) — ¢ — d — e€)b : ; - )

B B B 5 Resposta: B A partir das equacoes, os coeficientes sao:
Resolucao a=2 b=1 c, =2 e ¢, =-5

a=3 Observacdo: Observe que ax, + by, + ¢ ' ' 2 [
Temos:3x +4y +1=0 = § b=4 significa substituir as coordenadas do ponto na
- Portanto:
= equacao da reta.
Xg =2

. 2-(-5 \V

el = { Vo =3 9 Determine a distancia entre as retas: d= u =L - 7V5
: , . Vzie Vs
|a><+by+c| r:2x+y-5=0 e s:2x+y+2=0.
0 0
= = Resolucao \%
\/— & , ; Resposta: d = IyS
aZ + b? Sendo r e s retas paralelas, a distancia entre r 5

‘) Exercicios Propostos

0 Calcular a distancia da origem a reta 3x + 4y - 20 = 0.

RESOLUCAO:
|ax, + by, + ¢

V a2 + b2

3.0+4.0-20 -20 20
d= | * | = | | = =£=4
5
V32442 V9+16 V25

Logo,d =4
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Q Determinar a altura AH do triangulo de vértices A(1; 2), B(2; 0)
e C(1; 7).

RESOLUCAO:
Ya
2 oA
1
C
B .
1 2 X
r
1) m, = ﬂ ==-1
1-2

ry-1=-1(x-1)=x+y-2=0

|ax, + by, + ¢

md= —2>2___ >
a2 + b?
_A1x2-2l 1 V2 Ve
12+12 2 2 2

e A distancia da reta 8x — 6y + ¢ = 0 ao ponto P (1; 2) é igual
a 3. Determinar os possiveis valores de c.

RESOLUCAO:
g- |ax, + by, + ¢
Va2 + b2
[8.1-6.24+¢| s [8-12+c]
V824 (-6)2 V64 +36
|—4+c|
=3=____ = |—4+c|=30=>
100

-4+¢c=30=c=34
=
-4+¢c=-30=c=-26

Logo,c =34 ou ¢c=-26

30 MATEMATICA

9 Determinar a distancia entre as retas paralelas
N2x+y-3=0¢e (s)2x+y +5=0.

RESOLUCAO:

Basta tomar um ponto P(x,; y,) pertencente a uma das retas, e

calcular a sua distancia em relacao a outra reta. Seja P(0;3) per-
tencente a reta r; temos:

|2.0+3+5]
dr,s=dP,s= =

V22412

|3+5] |8] 8Vs

Vs Vs 5

Outra maneira:

|5- 3 8 85

V22 4 12 Vs 5

6 (FGV-adaptado) - Um mapa é posicionado sobre um
sistema de eixos cartesiano ortogonal, de modo que a posicdo
de uma cidade é dada pelo ponto P(1; 3).

Um avido descreve uma trajetéria retilinea segundo a equacéao
X + 2y — 20 = 0. Qual a menor distancia entre o avido e a
cidade?

RESOLUCAO:

AY

N

10

X

|
1 20
x+2y-20=0

A menor distancia entre a cidade e o aviao é dada por

[1+2.3-20| 13V5

V12 4+ 22 °

Resposta: A menor distancia entre a cidade e o aviao é

13Vs




MATEMATICA E SUAS TECNOLOGIAS

FRENTE

2

Geometria Métrica = Médulos
33 — Paralelepipedo e cubo

34 — Paralelepipedo e cubo

35 — Piramide
36 — Piramide

37 — Tetraedro regular

38 — Cilindro
39 - Cilindro
40 - Cone
41 — Cone

42 — Esfera e suas partes
43 — Esfera e suas partes
44 — Esfera e suas partes

Euclides de Alexandria (360a.C-295a.C)
Sua obra Os Elementos é uma das mais
influentes na historia da Matematica.

Meédulos
e Paralelepipedo e cubo

1. Paralelepipedo

Paralelepipedo é todo prisma cujas bases séo

paralelogramos.

£/

paralelepipedo obliquo

paralelepipedo reto

2. Paralelepipedo reto-retangulo

Paralelepipedo reto-retdngulo ou paralelepipedo re-
tangulo é todo paralelepipedo reto cujas faces sao retan-
gulos.

3. Area total

Palavras-chave:
e Prisma de base quadrangular
 Retangulo * Quadrado

No paralelepipedo reto-retangulo da figura, de dimen-
sbes a, b e ¢, temos:

Angcp = Pergp =2+ P
Agrac = Pagp =28 C
A A =b.c

ABFE — " 'DCGH
Assim, sendo At a area total do paralelepipedo, temos:

A,=2. (ab + ac + bc)
4. Volume

Sendo V o volume de um paralelepipedo reto-retan-
gulo de dimensoes a, b e ¢, e considerando-se um dos
retangulos cujos lados medem a e b, por exemplo, como
base, temos:

V=A . .h=(@.b.ce V=za.b.c

MATEMATICA




A D
B c c
N D
E/~) "
b
F a G

Sejam D a medida da diagonal AG do paralelepipedo
reto-retangulo de dimensdes a, b e ¢ da figura e d a me-
dida da diagonal EG da face EFGH.

No triangulo retangulo EFG, temos:

(EG)? = (FG)? + (EF)2 = d? = a2 + b?

No triangulo retangulo AEG, temos:

(AG)? = (EG)? + (AE)2 = D? = d? + ¢2

Assim, D2 = a2 + b2 + ¢? e, portanto:
D=VaZ+b?+c?

6. Cubo

Cubo é todo paralelepipedo reto-retangulo cujas seis
faces sdo quadradas.

Num cubo de aresta a, sendo A, a area total, D a
medida da diagonal e V o volume do cubo, temos:

A =6.a D=a.V3 V=a3

K
@ (MODELO ENEM) - Considere um
caminhdo que tenha uma carroceria na forma
de um paralelepipedo retangulo, cujas dimen-
soes internas sdo 5,1 m de comprimento,
2,1 m de largura e 2,1 m de altura. Suponha
gue esse caminhao foi contratado para trans-
portar 240 caixas na forma de cubo com
1 m de aresta cada uma e que essas caixas
podem ser empilhadas para o transporte.

Qual é o nimero minimo de viagens neces-
sérias para realizar esse transporte?

a) 10 viagens. b) 11 viagens.

c) 12 viagens. d) 24 viagens.

e) 27 viagens.

Resolucao

Admitindo-se que as caixas serdo empilhadas
de forma organizada e cada pilha nao pode
ultrapassar a altura da carroceria, no compri-
mento caberdo apenas cinco caixas, na largura
duas caixas e na altura duas caixas, como
sugere a figura seguinte.

> 7

MAT2M310

Para saber mais sobre o assunto, acesse o PORTAL OBJETIVO

Em cada viagem serao transportadas
5.2 .2 = 20 caixas. Para transportar as 240
caixas serdo necessdrias, e suficientes,

240 .
—— = 12 viagens.
20

Resposta: C

e (ENEM) - Eclusa é um canal que, cons-
truido em &guas de um rio com grande des-
nivel, possibilita a navegabilidade, subida ou
descida de embarcacoes.

e

E =
Valvula de dreno  Valvula de enchimento

Camara

Enquanto a valvula de
enchimento esta fechada
e a de dreno, aberta, o
fluxo de agua ocorre no

sentido indicado pelas setas, esvaziando a
camara até o nivel da jusante.

Quando, no interior da camara, a agua atinge
o nivel da jusante, a porta 2 é aberta, e a
embarcagao pode continuar navegando rio
abaixo.

Exercicios Resolvidos - Moédulos 33 e 34

No esquema anterior, esté representada a des-
cida de uma embarcacéo, pela eclusa do porto
Primavera, do nivel mais alto do Rio Paranéa até
o nivel da jusante.

A camara dessa eclusa tem comprimento apro-
ximado de 200 m e largura igual a 17 m. A va-
zao aproximada da agua durante o esvaziamen-
to da cAmara é de 4 200 m3 por minuto. Assim,
para descer do nivel mais alto até o nivel da
jusante, uma embarcacéo leva cerca de

b) 5 minutos.
d) 16 minutos.

a) 2 minutos.
c) 11 minutos.
e) 21 minutos.
Resolucao

A cémara da eclusa tem a forma de um parale-
lepipedo reto-retangulo de 200 m de compri-
mento, 17 m de largura, 20 m de altura e volu-
me V = (200 . 17 . 20) m3 = 68 000 m?3

Se a vazao aproximada é de 4 200 m3 por mi-
nuto, o tempo necessario e suficiente para des-
cer do nivel mais alto até o nivel da jusante é

68 000 m3

t= ——— minuto=16,1 min
4200 m3

Resposta: D

(www.portal.objetivo.br) e, em “localizar”, digite

Ky MATEMATICA



Exercicios Propostos - Modulo 33

0 As dimensodes de um paralelepipedo reto-retdngulo sdo
3m, 4 me 12 m. Calcular a area total e o volume desse sdélido.

RESOLUCAO:

) Aj=2.12.4+2.3.4+2.12.3
A, =96 +24 +72
At=192m2

L L

MV=A;.h
12 V=12.3.4
V = 144 m3

9 (FUVEST - MODELO ENEM) - Dois blocos de aluminio,
em forma de cubo, com arestas medindo 10 cm e 6 cm, sédo
levados juntos a fusdo e, em seguida, o aluminio liquido é
moldado como um paralelepipedo reto-retdngulo de arestas
8cm, 8cm e xcm. O valor de x é

a) 16. b) 17. c) 18. d) 19. e) 20.
RESOLUCAO:
i
: S L
T 10 | '(C)
1
en el | o
// 10 // 6 // 8
10 6 8

Sendo V_, V, e V_ os volumes dos blocos (a), (b) e (c), temos:
V.=V, +V, < 8.8.x=103+6% < 64x= 1216 = x = 19 cm
Resposta: D

9 Calcular a aresta, a érea total e o volume de um cubo cuja
diagonal mede 2V3m.

RESOLUCAO:

) D=aV3
2\/5:3\/5
a=2m

) A=6.a? I
A,=6.22 - -
A =24 m? .

) V=Agz.h ,

V=222 a
V=8m3

9 (UNISINOS — MODELO ENEM) - Para reformar a cober-
tura de um edificio, sédo usados barrotes de madeira. Estes bar-
rotes sao transportados através de um elevador cujas dimen-
soes internas sao 1,2 m, 1,0 m e 2,7 m. Nessas condicoes, o
comprimento aproximado do maior barrote possivel de ser
transportado neste elevador, em metros, é

a) 1,5. b) 2,0. c) 2,6. d) 3,5. e) 4,2.

RESOLUCAO:

)

I

l

[

[N 2.1
I

I

I

I

]

\| 1,0

1,2

x2=(1,2)2+ (1,02 + (2,12 < x2=1,44 + 1,00 + 4,41 <«

<x2=6,85<x=V6,85<x=26
Resposta: C

MATEMATICA




Exercicios Propostos - Moédulo 34

0 Calcule a érea total de um cubo, sabendo-se que, aumen-
tando de 2 m a sua aresta, o seu volume aumenta de 56 m3,

RESOLUCAO:
) V=a3
) V+56=(a+2)?3
V+56=a%+3a2.2+3.a.4+8
a3+56=ad+6aZ+12a+8
6a2+ 12a-48=0
a2+2a-8=0=a=2m,poisa>0
A =6.a2
A =6.22
A, =24 m?

9 Um prisma reto de base quadrada tem 72 cm? de érea la-
teral e 3V2 cm de diagonal da base. O volume deste prisma é
a) 108 cm3 b) 48 cm?3 ¢) 53V2 cmd d) 54 cm?3

RESOLUCAO:
) d=aVvV2
3V2 =aV2

a=3cm

M A,=4.ab
72=4.3.b
b=6cm // d

mv=a2.b 4
V=32.6
V = 54 cm3

Resposta: D

9 (MODELO ENEM) - Numa caixa de agua em forma de
paralelepipedo reto-retdngulo cujo comprimento € 6 m, a
largura 5 m e altura 10 m, coloca-se um soélido de forma
irregular que afunda ficando totalmente coberto pela agua.
Sabendo-se que o nivel da &gua eleva-se de 20 cm sem
derramar, calcular o volume do sélido.

RESOLUCAO:
! Vg=A,.h
! Vg=6.5.02
i Vg=6 m3
o Ip—— [—_——=] % 20cm=0,2m
10m (=——
= I
// dj 5m
6m
Resposta: D

34 MATEMATICA

e (PUC - MODELO ENEM) — Uma caixa sem tampa € feita
com placas de madeira de 0,5 cm de espessura. Depois de
pronta, observa-se que as medidas da caixa, pela parte externa,
sdo b1 cm x 26 cm x 12,5 cm, conforme mostra a figura abaixo.

e

26 cm

I »
< »

| 51 cm |

O volume interno dessa caixa, em metros cubicos, &

a) 0,015 b) 0,0156 c) 0,15
d) 0,156 e) 1,6
RESOLUCAO:

As medidas da parte interna da caixa sao 50 cm, 25 cm, 12 cm e,
portanto, o volume interno da caixa, em metros cubicos, é:
0,50.0,25.0,12 =0,015

Resposta: A

6 (MACKENZIE - MODELO ENEM) — Uma piscina com 5 m
de comprimento, 3 m de largura e 2 m de profundidade tem a
forma de um paralelepipedo retdngulo. Se o nivel da dgua esta
20 cm abaixo da borda, o volume de agua existente na piscina
€ igual a

a) 27000 cm3 b) 27000 m3 ¢) 27000 litros
d) 3000 litros e) 30 m3
RESOLUCAO:
|
/I ___________ - =
s 7’
Ve | //
1 . 18 dm
g/_ S _:_ ________ 7
20 dm P T
7
e 30 dm
7
50 dm

O volume de agua existente na piscina é igual a
(50 . 30 . 18) dm3 = 27000 dm?3 = 27000 ¢
ou(5.3.1,8)m3 =27 m?=27000¢

Resposta: C




Meodulos

35e36 Piramide

1. Definicao

Sejam um plano a, um ponto V tal que V& o e uma
regiao poligonal S do plano a.

Piramide é a uniao de todos os segmentos VP,

tais que P € S.
O ponto V é denominado vértice da piramide e a
regiao poligonal S é denominada base da piramide.

2. Elementos da piramide

Na piramide VABCDEF da figura:

a) O ponto V é o vértice da piramide.

b) Os segmentos VA, VB, VC etc., sdo as arestas
laterais.

c) Os triangulos VAB, VBC, VCD etc., séo as faces
laterais.

d) Os segmentos AB, BC,CD etc., sdo as arestas da
base.

e) O poligono ABCDEF ¢ a base da piramide.

f) A distancia (h) do vértice V ao plano a que
contém a base ¢é a altura da piramide.

3. Piramide reta

Uma pirdmide é denominada reta quando todas as
faces laterais sao triangulos isdsceles.

4. Piramide regular

Uma piramide é denominada regular quando ela é
reta e o poligono da base é regular.

Palavras-chave:
* Faces laterais triangulares

e Apétema

Nas piramides regulares da figura:

a) OA = R é o raio da circunferéncia circunscrita a
base ou simplesmente o raio da base.

b) OM = a é o apétema da base.

c) VM = g é o apdétema da piramide (altura de
uma face lateral).

d) O triangulo VOM é retangulo em O e, portanto,

g2 = a2 + hz .
e) O triangulo VOA ¢ retangulo em O e, portanto,

(VA)? = R? + h? .

5. Area lateral

A érea lateral da pirdmide é a soma das éareas de
todas as faces laterais.

6. Area total

A drea total da pirdamide é a soma da area da base
com a éarea lateral.

Assim, sendo A, a area total, A, a area da base e A,

a area lateral, temos:

7. Volume

Demonstra-se que toda piramide tem por volume a
terca parte do volume de um prisma de mesma base e
mesma altura.

Assim, sendo V o volume da piramide, temos:

1
:?.Ab.h
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Exercicios Resolvidos - Modulos 35 e 36

0 (UNESP) - O prefeito de uma cidade
pretende colocar em frente a prefeitura um
mastro com uma bandeira, que serd apoiado
sobre uma piramide de base quadrada feita de
concreto maci¢co, como mostra a figura.

Sabendo-se que a aresta da base da piramide
terd 3m e que a altura da piramide seré de 4m,
o volume de concreto (em m?3) necessério para
a construcao da piramide sera

a) 36 b) 27 c) 18 d12 e)4

Resolucao
Sendo V o volume de concreto (em m3), temos

V=%.32.4©V=12

Resposta: D

@ (MODELO ENEM) - A grande piramide de
Quéops, antiga construgéo localizada no Egito,
€ uma piramide regular de base quadrada, com
137 m de altura. Cada face dessa piramide é
um triangulo isésceles cuja altura relativa a
base mede 179 m. A é&rea da base dessa
piramide, em m?, é

b) 26 544
e) 79432

a) 13272
d) 53088

c) 39816

Resolucao

Sendo ¢ a medida, em metros, de cada lado da
base quadrada dessa piramide, tem-se:

Yy, 2
<7> =1792-1372 &

< (2 =4(179 + 137)(179 - 137) =
< (2=4.316 .42 < ¢? = 53088
Resposta: D

Exercicios Propostos - Médulo 35

0 Calcular a é&rea total e o volume de uma pirdmide regular
de base quadrada, cuja aresta da base mede 6 m e cuja altura

a) 90 b) 100

RESOLUCAO:

9 (FUVEST - MODELO ENEM) - Um telhado tem a forma
da superficie lateral de uma piramide regular, de base
quadrada. O lado da base mede 8 m e a altura da piramide 3 m.
As telhas para cobrir esse telhado sado vendidas em lotes que
cobrem 1 m2. Supondo que possa haver 10 lotes de telhas
desperdigadas (quebras e emendas), o nimero minimo de
lotes de telhas a ser comprado é

c) 110 d) 120 e) 130

mede 4 m.
RESOLUCAO:
) g2=42+3259g2=25->9g=5
I A=A, +A,
At=62+4. H
2
A, =36 + 60
At=96m2
1
V== A, h
V=l.62.4
3
V =48 m3

36 MATEMATICA

Resposta: A

numero de lotes r

1) No triangulo VOM, retangulo em O, tem-se VO = 3,
OM =4 e VO? + OM2 = VM?, portanto, VM = 5.
Il) A area Sy, da face BCV é

1 1
S = —BC.VM= —— .8.5=20
BCV 2 2

Il A area S, da superficie lateral da piramide é
s€=4'sBCV=4'20=80m2'

IV) Como cada lote cobre 1Tm? e sido desperdicados 10 lotes, o

80m?

arios é +10 = 90

1m?2




9 Numa piramide regular hexagonal, cada aresta da base
mede 4 cm e as arestas laterais medem 5 cm cada uma.
Calcular a &rea da base e o volume dessa piramide.

RESOLUCAO:

) h24+42:=52
hZ2=25-16
h2=9
h=3cm

) A, =6.A,
423
4
A, = 24V3 cm?

A,=6.

1
V=LA, h
v=21 24/3.3
3
V = 24V3 cm3
5
4

Exercicios Propostos - Moédulo 36

0 O volume da piramide quadrangular regular cujo apétema
lateral mede 13 cm e a aresta da base mede 10 cm é de

a) 400 cm3 b) 600 cm?3 c) 800 cm3

d) 1000 cm3 e) 1200 cm3

RESOLUCAO:

) h?4+52=132
h2 =169 - 25
h2 = 144
h=12cm

I V=—A,.h

i
3
1

V=—.10%2.12
3

V = 400 cm3

Resposta: A

9 O apétema de uma piramide quadrangular regular mede
6 cm e forma com a altura dessa piramide um angulo de 60°.
O volume dessa piramide ¢ igual a
a) 9V3cm3 b) 72 cm3

d) 144 cm?3 e) 324 cmd

c) 108 cm?3

RESOLUCAO:

D b coseo
6

mv= %Ab.h

=%.(6\/§)2.3

V = 108 cm3
Resposta: C

MATEMATICA




e A base de uma pirdmide € um quadrado de 8 m de lado.
Sabendo que as faces laterais sdo triangulos equildteros,
determinar o volume da pirdmide.

RESOLUCAO:
I) O A VAB é equilatero:
o= 23 _4\VZm

2

) h2+42=g?2<
< h?2+16=48 <

< h?2=32=

—h=4V2m

v =

.Ag.h

w |-
n
w |-

e (UNIP) — A aresta do cubo ABCDEFGH mede 6 cme P é o
ponto médio do segmento FG. O volume do sélido AEFP, em
centimetros cubicos, é

a) 9
c D
b) 9V2
B A
c) 18
d) 36
H / -V e) b4
G P/ F
RESOLUCAO:

O solido AEFP é uma piramide cuja base é o triangulo retangulo
FPE e cuja altura é AF.
Assim, o seu volume V, em centimetros cubicos, é dado por:

PF . FE AF 3.6 6

Vz (————— . — = . — =18

2 3 2 3
Resposta: C

38 MATEMATICA

6 (MACKENZIE - MODELO ENEM) — Uma barraca de lona
tem forma de uma pirdmide regular de base quadrada com
1 metro de lado e altura igual a 1,5 metro. Das alternativas
abaixo, a que indica a menor quantidade suficiente de lona, em
m?2, para forrar os quatro lados da barraca é

a2 b) 2,5 c) 4,5 d) 3,6 e) 4

RESOLUCAO:

No triangulo VOM, temos:

V10

(VM)2 = (0,5m)2 + (1,5m)2 < VM = - m

Sendo A, a area lateral da piramide, temos:

BC) . (VM V1o
A =4, BO-VM o 22 ovao =30
2 2

Assim, a alternativa D é a que indica a menor quantidade suficien-
te de lona.
Resposta: D

N=3 No Portal Objetivo

Para saber mais sobre o assunto, acesse o PORTAL
OBJETIVO (www.portal.objetivo.br) e, em “localizar”,
digite MAT2M311




Palavras-chave:

Tetraedro regular

e Piramide * Tridngulo equildtero

1. DEﬂI‘IigéO b) O é o baricentro do triangulo equildtero ABC e,

aVv3
3

O tetraedro regular ¢ uma pirdmide triangular em portanto, AO = 2 AM =
que todas as faces séo triangulos equilateros. 3

2. Area total

_ ¢) O triangulo VOA ¢é retangulo em O e, portanto,
Se a for a medida da aresta do tetraedro regular

VABC e Ay sua area total, entao: (VA2 = (VO)2 + (AO)2 < a2 = hZ + (a\:?)z -
o 3, e aVe
- 9 -9 -3

4. Volume

Se a for a medida da aresta do tetraedro regular
VABC e V o volume, entéo:

a3  aVe a’V2

) = V=

1
37 4 3 12

2 5. Resumo
a \/g PN At = az\/g

Se VABC for um tetraedro regular de aresta a, entao

a area de uma face, a area total, a altura e o volume

3. Altura . .
valem, respectlvamente.
2
A =2 V3
4
At — az\/§
h= ﬂ
3
3
Ve \V2
12

Se a for a medida da aresta do tetraedro regular

VABC, entgo: Sy,

~=3 No Portal Objetivo

a)AM é a altura do triangulo equildtero ABC e,

aV/3

portanto, AM = >

Para saber mais sobre o assunto, acesse o PORTAL
OBJETIVO (www.portal.objetivo.br) e, em “localizar”,
digite MAT2M312
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Exercicios Resolvidos

0 (MACKENZIE) — Um objeto, que tem a I) Se as faces laterais serdo recobertas de Resolucao
forma de um tetraedro regular reto de aresta ouro a R$ 30,00 por cm? e a base de prata,
20 cm, seré recoberto com placas de ouro nas a R$ 5,00 por cm?, o valor P desse recobri-
faces laterais e com placa de prata na base. Se mento sera

o preco do ouro ¢ R$ 30,00 por cm? e o da P = 3. (100V3).R$ 30,00 + (100V3).R$ 5,00
praFa, R$ 5,00 por cmz, das.alternativas Qadas, P = 300.1,7.R$ 30,00 + 100.1,7.R$ 5,00
assinale o valor mais préximo, em reais, do

custo desse recobrimento. P = R$ 16150,00

a) 24 000 b) 12 000 c) 16 000 Resposta: C

d) 18 000 e) 14 000

Resolucao Q Um artista plastico utilizou 6 bastoes de

vidro com 40 cm de comprimento cada um,
para fazer um tetraedro regular ABCD, como
pode ser observado na figura seguinte.

A 1) No triangulo equildtero BCD, temos:

M
DN = V3 = 40V3 =20V3 cm
2 2

N II) No triangulo retangulo DMN, temos:

A

c (MN)2 + (MDJ2 = (DN)2 =

Seja o tetraedro regular VABC, de base ABC. Ele pretende colocar um 7° bastdo que ligara

) As faces laterais VAB, VAC, VBC e a base os pontos M e N, sendo M ponto médio de = (MN)? + 202 = (20\/3)2 =
ABC possuem reas iguais a AD e N ponto médio deBC. O comprimento do
Avag = Avac = Avec = Anec = PRIEERIED i = MN = 20V2 cm
a) 20V2 cm b)25V2cm ¢ 30V2cm
202.V3 Resposta: A

_ _ 2
a 4 100V3 om d) 35V2 cm e) 4012 cm

‘) Exercicios Propostos

| | va
mﬂed,z :wgcigizl 2a altura de um tetraedro regular cuja aresta ) AM = a (altura do AABC)

aVe aVe aVe 2 2 aVs aV3
a) b) c) HAO= — AM= — . = AO =

2 3 4 3 3 2 3

a6 a6 1) No triangulo VOA, temos:

77 ° WFY e
_ (VA)2 = (VO)? + (AO)? <> a? = h? + ( ) <h=

RESOLUCAO: 3 3

Resposta: B
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9 (MODELO ENEM) - Uma empresa produz dados com
4 faces em forma de tetraedro regular. Os dados séo feitos de
acrilico e sua aresta mede V3 cm. O volume de acrilico utilizado
para fabricar 5000 dados é

a) 1200 V6 cm3
c) 1300 V6 cm3
d) 1400 V6 cm3

b) 1250 V6 cmd
d) 1350 V6 cm3

RESOLUCAO:
O volume de cada dado é:

a3V2 i V3)3.V2 ) Ve ,

m
12 12 4

Ve
Assim, 5000 . V = 5000 . ——_ = 1250 V6 cm?
4

Resposta: B

9 Determinar a altura de um tetraedro regular cujo volume é
18V2 m?.

RESOLUCAO:
32 32
V= 31—2 - 18Y2 = a12 e a®=18.12 e

<a3=23.3% <& a=6m

Meodulos

Cilindro

1. Cilindro de bases circulares

Sejam a e P dois planos paralelos distintos, r uma
reta que intercepta os planos a e p e 8 uma regiao cir-
cular contida em a.

Chama-se cilindro de base circular a unido de todos
os segmentos PQ paralelosar, comP &S e Q€.

hh= asﬁ . 86 _2/6m
3

e Determinar a érea total de um tetraedro regular, sabendo

V3

que o apdtema da base mede —— cm.

RESOLUCAO:
1 aV3 V3
N —. = —_—
3 2 2
<a=3
I A;=a?V3
A; =9V3 cm?

Palavras-chave:
¢ Circulo

e Geratriz

Elementos

a) A distancia h entre os planos o e f é a altura do
cilindro.

b) A regiao circular S é cﬁamada base do cilindro.
c) O segmento de reta PQ da figura é chamado ge-
ratriz do cilindro.

2. Cilindro circular reto

Quando a reta r é perpendicular ao plano a, o cilindro
é denominado cilindro circular reto.

No cilindro circular reto, a altura e a geratriz tém
mesma medida.

Como o cilindro circular reto pode
ser gerado por uma rotacao completa
de uma regiao retangular em torno de
um de seus lados, ele também é
denominado cilindro de revolucéo.

MATEMATICA




Na figura:

a) E<3_(>3 é o eixo do cilindro.

b) ADé a geratriz da superficie lateral do cilindro.

c) AB = CD ¢ raio da base do cilindro.

3. Seccao meridiana do
cilindro circular reto

E o retangulo que se obtém ao seccionar o cilindro
por um plano que contém o seu eixo.

Sendo R a medida i
do raio da base e h a Area lateral (Af)

777777 medida da altura de um . ) . .
o . A superficie lateral ¢ a de um retadngulo de dimen-
/ cilindro circular reto, a

2nR

4rea da seccdo meridia- soes 2aR (comprimento da circunferéncia da base) e h.
N naA,, édada por : Assim,
A,=2.7.R.h
7z /—- 77777
secgéo { s 7E A -2 R.h Area total (At)
meridiana \/ ! sm ™~ =0 E a soma das areas das bases com a éarea lateral.
: Assim,
2R .
A =2.A,+A,

i e Volume do cilindro (V)
4. Cilindro equilatero

O cilindro é equivalente a um prisma de mesma

E todo cilindro circular reto cuja seccdo meridiana é altura e mesma area da base.

um quadrado.
/mmj . Assim,
Assim, no cilindro equilatero, temos:  h = 2R ~_
. . V=A,.h
5. Calculo de areas e volumes
h
Area da base (A,) o
E a érea de um circulo de raio R. ! V=x.R2.h

Assim, Ab =x.R?

Exercicios Resolvidos - Modulos 38 e 39

o (ENEM) - Uma artesa confecciona dois  Unindo dois lados opostos do cartéo, de duas 10
. ) . ) _ i ) 2xR;=20cm=R; = — cm
diferentes tipos de vela ornamental a partir de  maneiras, a artesd forma cilindros e, em -
moldes feitos com cartées de papel seguida, os preenche completamente com
retangulares de 20 cm x 10 cm (conforme  parafina. 5
ilustram as figuras a seguir). Supondo-se que o custo da vela seja direta- 2nR,=10cm=R,= — cm
mente proprocional ao volume de parafina em- o
o 20 cm - <10 cm pregado, o custo da vela do tipo |, em relacdo
~ ao custo da vela do tipo Il, sera 10 2
a) o triplo. b) o dobro. N V== ( — ) .10cm? =
5 T
c) igual. d) a metade.
e) a terca parte. )
Resolucao B
. Vo=m.| — ).20cm3 =
Sendo R; e R, os raios e V; e V, os volumes 2 < 7
— dos cilindros considerados, temos:

1000

T

cms

10 cm

20 cm

Tipo |

Tipo Il

42 MATEMATICA



1) Assim:

1 000
cms
\ t
= =2=V, =2V,
v, 500
T

cms

Portanto, o primeiro tem o dobro do custo
do segundo.

Resposta: B

9 (ENEM) - Em muitas regiées do Estado

do Amazonas, o volume de madeira de uma

arvore cortada € avaliado de acordo com uma

préatica dessas regioes:

|. D4-se uma volta completa em torno do
tronco com um barbante.

h//

——

K

0 Determinar a area da base, a area lateral, a area total e o
volume de um cilindro circular reto cujo raio da base mede 5 m

e a altura 3 m.

RESOLUCAO:

1) Ab=n.l’€2 )
Ab=3't.52
A, =25.am?

mA=2.A +A,
A;=2.25.7+30.n
At=80.nm2

9 Calcular a érea da base, a érea lateral, a &rea total e o
volume de um cilindro equilatero de raio R.

RESOLUCAO:
) A,=nR2
I A,=27R.h

Exercicios Propostos -

I1. O barbante é dobrado duas vezes pela ponta
e, em seguida, seu comprimento ¢ medido
com fita métrica.

e, D)

12 dobra 22 dobra

IIl. O valor obtido com essa medida é multipli-
cado por ele mesmo e depois multiplicado
pelo comprimento do tronco. Esse é o
volume estimado de madeira.

Outra estimativa pode ser obtida pelo célculo

formal do volume do tronco, considerando-o

um cilindro perfeito.

A diferenca entre essas medidas é pratica-

mente equivalente as perdas de madeira no

processo de corte para comercializacao.

Pode-se afirmar que essas perdas sao da

ordem de

a) 30%.

d) 12%.

b) 22%.
e) 5%.

¢) 15%.

Supondo & =
colocar no copo €
a) 158 mé
d) 254 m¢

RESOLUGCAO:

A,=27R . 2R
A = 4nR?

) A=A, +2A,
A, = 47R? + 27R?
A, = 67R? .

d) 254 cm3 = 254 m¢
Resposta: D

IVIV=A,.h
V = aR?. 2R
V = 27R3

Modulo 38

Resolucao

Sendo R o raio do tronco, V o volume do
tronco, considerando-o um cilindro perfeito, e
V' o volume do tronco, calculado de acordo
com essa pratica regimental, tem-se:

19) V = n R2h
27 R 27 R n?R2h
20) V' = . .h=
4 4 4
Assim:
V-V ’ A
v v

1= % =1-0,78=022=22%

Resposta: B

6 (MACKENZIE - MODELO ENEM) — Num copo, que tem a
forma de um cilindro reto de altura 10 cm e raio da base 3 cm,
sao0 introduzidos 2 cubos de gelo, cada um com 2 cm de aresta.
3, o0 volume méximo de liquido que se pode

b) 230 m¢
e) 276 m¢{

c) 300 m¢

a) O volume do cilindro de raio 3 cm e altura 10 cm, supondo
n = 3, em centimetros cubicos, é m . 32. 10 = 270

b) O volume dos dois cubos de aresta 2 cm, em centimetros
cubicos, é 2 . 23 = 16.

¢) O volume maximo de liquido que se pode colocar no copo, em
centimetros cubicos, é 270 - 16 = 254.

MATEMATICA
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9 (FATEC - MODELO ENEM)) — Um tanque para depoésito
de combustivel tem a forma cilindrica de dimensdes: 10 m de
altura e 12 m de diametro. Periodicamente ¢é feita a conserva-
cao do mesmo, pintando-se sua superficie lateral externa.
Sabe-se que com uma lata de tinta pintam-se 14 m? da super-
ficie. Nessas condigbes, é verdade que a menor quantidade de
latas que sera necessaria para a pintura da superficie lateral do
tanque é

a) 14 b) 23 c) 27 d) 34 e) b4

RESOLUCAO:

()
\J/

A
10m
/,————!’“~\\
7 Ny
o W
< >
6m

A area lateral de um cilindro circular reto de raio 6m e altura 10 m,
emm%é S, =2.7.6.10=120x

A menor quantidade de latas de tinta necessaria para a pintura
desta superficie lateral é:

Slateral 120x 120 x 3,14

n= = =~ =~ 27
14 m? 14 14

Resposta: C

|

~=3 No Portal Objetivo

Para saber mais sobre o assunto, acesse o PORTAL
OBJETIVO (www.portal.objetivo.br) e, em “localizar”,
digite MAT2M313

Exercicios Propostos - Meédulo 39

0 (MODELO ENEM) - Na construgédo de uma caixa-d'agua
em forma de cilindro circular reto de 4 m de raio e 5 m de
altura, a empreiteira trocou a medida do raio pela medida da
altura e vice-versa. A troca acarretou na capacidade original

a) uma perda de 20% b) um acréscimo de 10%

¢) um acréscimo de 20% d) uma perda de 25%

e) um acréscimo de 25%

RESOLUCAO:

\
[$)]
4

z

V,=4%r.5 V,=5%t.4
V, = 80x cm?® V, = 100z cm?3
V, = 1,25V,

Resposta: E
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9 (FEI-SP — MODELO ENEM) - Um liquido que ocupa uma
altura de 10 cm num determinado recipiente cilindrico seréa
transferido para outro recipiente, também cilindrico, com
didmetro duas vezes maior que o primeiro. Qual sera a altura
ocupada pelo liquido nesse segundo recipiente?

—T
C D a) 1,6cm
b) 2 cm
c) 2,5cm
/—\
10 \_/__]k__ d) 4,5 cm
h e) 5cm
R . . . i I 4
- W - =
RESOLUCAO:

V,=V, = A .H=A;.h & n.r2.10=xn.(2r?.h «

en.12.10=n.4.12.h <10=4.heh=1% -25cm
4

Resposta: C




© (UNISA - MODELO ENEM) - De um cilindro ircular reto | o0 0CAY"

macico, é cortada uma “fatia”, da seguinte maneira: pelos T

centros de suas bases, passam-se dois planos perpendiculares Viaa _ #R?H 9r?. 4h
as bases, formando entre si um angulo de 60°, como mostra a Vpore ar2h r2h
figura abaixo. Se as dimensodes do cilindro sdo 4 cm de altura e
3 cm de raio da base, entdo o volume da “fatia” é

Resposta: E

S

6 A figura representa um

Siea e ., .
- cilindro equilatero de raio R. A
Determinar o “menor ca-

a) 36x cm? b) 18 cm?3 c) 12 cm3 minho” pela superficie late-
d) 9m cm? e) 6w cm3 ral, para unir A e B. 2R
RESOLUCAO:
60° C B
Viatia = 350° .m.R%2.h
Assim: RESOLUCAO:
1
Viatia = - x . (3cm)?. 4cm = 6z cm? A 5 R 5
: o
Resposta: E :
2R 2R |
|
I
ol : o
c B CI TR B .
' 2R '

@ (UNIMEP - MODELO ENEM) - O liquido contido em uma
lata cilindrica deve ser distribuido em potes também cilindricos,

(AB)2 = (2R?) + (nR)?

: (AB)2 = 4R? + 2R — AB = VR2(4 + 1) = RV4 + »2
cuja altura é igual a e da altura da lata e cujo raio da base é

: 1 . .
igual a = do raio da base da lata. O numero de potes

necessarios € igual a
a 6 b) 12 c) 18 d) 24 e) 36

Modulos

Palavras-chave:
e Geratriz

e Setor circular

1. Cone circular v

Sejam um plano a, um ponto V & o e um circulo
vy C a. Chama-se cone circular a uniao de todos os seg-
mentos de reta com uma extremidade em V e outra em .

=g
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Elementos

a) O ponto V é o vértice do cone.

b) O circulo y é a base do cone.

c) A distancia h do vértice ao plano da base ¢é a
altura do cone.

d) O raio do circulo y € o raio da base.
e) Qualquer segmento com uma extremidade em V
e outra na circunferéncia da base é chamado geratriz.

2. Cone circular reto

Um cone circular é dito reto quando a projecao orto-
gonal do vértice sobre o plano da base é o centro da
base.

O cone circular reto é também chamado cone de
revolucao, pois pode ser gerado pela rotagcdo de um
triangulo retangulo em torno de um de seus catetos.

No cone circular reto da figura:
a) VO = h é a altura do cone.
b) OB =R é o raio da base do
cone.

c) VB = g é a geratriz da su-
perficie lateral do cone.

d) O triangulo VOB é retangulo
em O e, portanto,

g‘2=h2+R2

-— .
e) VO é o eixo do cone.

3. Seccao meridiana
do cone circular reto

E o triangulo isésceles que se obtém ao seccionar o
cone por um plano que contém o seu eixo.

Sendo R a medida do raio da base e h a medida da
altura de um cone circular reto, a area da secgao meri-
diana A, € dada por:

2R .h

secgao
meridiana
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4. Cone equilatero

E um cone circular reto cuja seccao meridiana é um
triangulo equilatero. Observe que num cone equilé-

tero, g=2R .
5. Area da base

A area da base de um cone circular reto de raio R é

Ab=.7Z'.R2

6. Area lateral

A superficie lateral de um cone circular reto, cujo raio
da base é R e cuja geratriz é g, é equivalente a de um
setor circular de raio g e cujo arco tem comprimento
2nR. Assim sendo,

)

27R A, = Z“RTQ

= A[=;r.R.g

7. Area total

A d4rea total de um cone circular reto de raio R e
geratriz g €

g g
At=Ab +A/
ou
Atzfz'. R. (g +R)
8. Volume

Todo cone é equivalente a uma piramide de base
equivalente a do cone € de mesma altura do cone. Assim
sendo,

1
V=—.A,.h
3 b
h
ou
1
vy V:-.”.Rz.h
3




Exercicios Resolvidos - Médulos 40 e 41

0 (UEL) — Um reservatério de dgua possui a
forma de um cone circular reto com a base
voltada para cima e na horizontal. Sua
profundidade é de 15 m e seu didmetro
méximo € de 20 m. Se o nivel da dgua estiver
a 9 metros do vértice, qual é a porcentagem da
sua capacidade total ocupada pelo volume de
agua? (Despreze a espessura do material.)

a) 10,3% b) 15,4% c) 21,6%
d) 26,7% e) 31,5%
Resolucao
A
15
y__ v _____
Sejam:

V., o volume, em metros cubicos, do reser-
vatoério.

K

0 Calcular a area lateral, a &rea total e o volume de um cone
circular reto cujo raio da base mede 8 m e a geratriz 10 m.

RESOLUCAO:
) A,==nRg
A,=m.8.10 = 80n m?

N A=A +A,
A, = 80 + 782 = 1447t m?

Exercicios Propostos -

V, 0 volume, em metros cubicos, de agua den-
tro do reservatorio.

r o raio, em metros, da superficie da dgua.
Assim:

) — == =r=6
10 15
1
— m.62.9
v T
) _a=13—©
Ve — . x.102.15
3
©£= s =21,6%
vV 500
C
Resposta: C

@ (CESGRANRIO)

h h
No desenho acima, dois reservatorios de altura
h e raio r, um cilindrico e um coénico, estdo

RESOLUCAO:
1) A,=nRg
20r=n.R.5

R=4cm

) h? + 82 = 102
hZ = 100 - 64
h=6m

Meédulo 40

totalmente vazios, e cada um serd alimentado
por uma torneira, ambas de mesma vazdo. Se
o reservatorio cilindrico leva duas horas e meia
para ficar completamente cheio, o tempo ne-
cesséario para que iSSo ocorra com O reserva-
tério conico sera de

a)2h b)1h c) 30 min
d) 1h30 min e) 50 min
Resolucao

O volume do reservatoério em forma de cone é

1 L
— do volume do reservatério em forma de

cilindro, pois V. wr2 heV — mr2h

cilindro = cone —
Assim, o tempo necessario para o reservatério

. . . 1
conico ficar completamente cheio sera 3 do

tempo necessario para o reservatoério cilindrico

) . . 1
ficar completamente cheio, ou seja, ? 2 horas

e meia = . 150 minutos = 50 minutos

1
3
D

Respost:

9 A &rea lateral de um cone reto ¢ 20x cm?. Calcular a 4rea
total desse cone, sabendo que sua geratriz mede 5 cm.

A=A, +A,
A, = 20x + m4?

A, = 36x cm?
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9 (MACKENZIE) - A 4rea lateral de um cone equildtero que
tem 16m de area da base vale

a) 32x b) 2x c) 8t d) 4xn e) 16x

RESOLUCAO:
g=2R,nR2=16neA€=nRg

assim,
A€=J'I:R.2R=ZJ'IZR2=3ZJ'I7
Resposta: A

@ (UNI-RIO - MODELO ENEM) — Uma tulipa de chope tem
a forma conica, como mostra a figura abaixo. Sabendo-se que
sua capacidade é de 100z m¢, a altura é igual a

a) 20cm
< 10cm > b) 16 cm
c) 12cm
A d 8cm
e) 4cm
h
Y

RESOLUCAO:
1) 100x m€ = 100 cm?3

1
) V=100 < 5 .52.h=100 < h =12 cm

Resposta: C

Exercicios Propostos - Médulo 41

0 (PUC) - A érea lateral de um cone reto ¢ igual ao dobro da
area da base. Calcule o volume desse cone, sabendo que sua
geratriz mede 12 cm.

RESOLUCAO:
|) AL=2.ABenRg=2nR2©12=2R=>R=60m

) g2=R2+h?2« 122=62+ h2=h =6V3 cm

1 1

mv=— x R2h = Tn.62.6\/§=V=72n\/_3cm3

Resposta: O volume do cone é 72 V3 em3

~=3 No Portal Objetivo

Para saber mais sobre o assunto, acesse o PORTAL
OBJETIVO (www.portal.objetivo.br) e, em “localizar”,
digite MAT2M314
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@ (UFLA - MODELO ENEM) - Parte do liquido de um
cilindro completamente cheio ¢é transferido para dois cones
idénticos, que ficam totalmente cheios.

A relagéo entre as alturas do liquido restante no cilindro (h,) e
a altura (H) do cilindro é

H H H
a) h1 = T b) h1 = 7 C) h1 = 7
d) h A ) hy =N/ i
= — e = -
RESOLUCAO:

De acordo com o enunciado, tem-se:

1 1 H
xR?H - 7R%h, = 2. 3 - 7R?H < nR%h, = = 7R?H < h, = =

Resposta: D




9 (UNISANTOS - MODELO ENEM) — Com um semicirculo
de papel, com raio igual a 20 cm, um pipoqueiro faz saquinhos
para vender pipocas, com a forma de cone circular reto, o
volume desses saquinhos, usando &t = 3, é mais proximo de

a) 1100 cm3 b) 1300 cm?3 c) 1500 cm3
d) 1700 cm3 e) 2000 cm3
RESOLUCAO:
20 . 20 T
20\ h 20
207

) 2rr=20k=r=10

) h2=202-r2=202-102=300= h = 10V3

V=1 5. g2 po 1000V3x
3 3
1000.1,7 .3
V= — <« V = 1700 cm3
Resposta: D

9 A geratriz de um cone circular reto mede 6 cm e forma

com o plano da base um angulo de 60°. Entdo, o volume do

cone é

a) 54V3wcm3 b) 27V3wcm3 ) 18V3mcmd
d) 9V3mem3 e) 15V3mcm3

RESOLUCAO:

1) No AVOA, % =¢c0os 60°<R=6. % < R=3cm

ll) h?+R2=g?
h2 + 32 = 62
h?=27
h=3V3cm

V= —— 2R?%h
3

V=%n.32.3\/§

V = 97 V3 cm?3

Resposta: D

6 (MACKENZIE) - A geratriz de um cone circular reto mede
13 e sua éarea total € 90x. O raio da base do cone ¢é igual a
a) 18 b) 9 c) b d) 10 e) 12

RESOLUCAO:

AT=90n©AB+A€=90n©nR2+nR.13=90n©

-13 =23

+R2+13R-90=0«R= >

=R=5,poisR>0

Resposta: C
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Modulos
51.1.7.) Esfera e suas partes

1. Superficie esférica

Chama-se superficie esférica o lugar geométrico
dos pontos do espaco que distam uma constante R de
um ponto fixo O denominado centro da superficie
esférica.

OA ¢é um dos raios da superficie esférica.
Pode-se provar que a

area A da superficie es-
férica é dada por

A=4.7.R?

2. Esfera

Chama-se esfera a regido do espaco limitada por
uma superficie esférica.
Prova-se que o volume V de uma esfera é dado por

4
:—.JZ’.R3
3

3. Seccao plana da esfera

Seja A uma esfera de centro O e raio R e a um plano
gue intercepta A a uma distancia d do ponto O. Quando
0 <d < R, ainterseccao de o e A € um circulo de raio r
tal que

RP=r+d

Quando d =0, ainterseccao de a e A € um circulo de
raio R, que contém o centro O e que é denominado
circulo maximo.

50 MATEMATICA

Palavras-chave:
¢ Raio

e Superficie esférica

4. Fuso esférico e cunha esférica

Consideremos dois semiplanos distintos com
origem na reta suporte de um dos didmetros de uma
esfera. A superficie fica assim dividida em duas regides
denominadas fusos esféricos e as regides correspon-
dentes da esfera sdo denominadas cunhas esféricas.

O arco AB é denominado arco equatorial e 0 angulo
central correspondente a é o angulo equatorial.

Supondo que a esfera seja uma laranja, pode-se
dizer que:

a) A cunha esférica é
o gomo da laran-
ja.

b) O fuso esférico ¢
a casca do gomo
da laranja.

Area do fuso esférico

O fuso esférico é parte da superficie esférica. E a
casca do gomo da laranja. Sua 4rea é diretamente
proporcional ao dngulo equatorial & e pode ser calculada
por Regra de Trés, como se segue:

A

o
fuso Afuso N o

— 360° A 360°

(o em graus)

A

esfera esfera




Volume da cunha esférica Area da calota esférica

A cunha esférica é um sélido. E parte da esfera. E o
gomo da laranja. Seu volume é diretamente propor-
cional ao angulo equatorial @ € pode ser calculado por

Regra de Trés, como se segue: Sendo R o raio

da esfera e h a al-

\
\
/ | o
Veunha — @ V. unha o N »0 ),‘. tura da calota esféri-
. = - (oo em graus) Ve S - ca, pode-se provar
Vesfera 360 Vesfera 360 \ R/ / ,
\ ) / que a area da calota
\\ // // , . ,
N\ / / esférica é dada por

=2.7z.R.h

calota

Volume do segmento esférico

Sendo h a altura
e r o raio da base de
um segmento esfé-
rico, pode-se provar

5. Calota esférica
e segmento esférico

\
\
Um plano secante a uma superficie esférica a divide . /,O j
e . . AN Y A que o volume do
em duas superficies denominadas calotas esféricas. A Ve S - y ; fari
. o o ST segmento esférico
esfera fica dividida por este plano em dois sdlidos \ R / > 9
_ ! \ y / ¢é dado por
denominados segmentos esféricos. N/ Y

v

segm.esférico ~

> Saiba mais

1. Dividir uma esfera em, por exemplo, 8 cunhas esféricas congruentes, significa que cada cunha obtida tem

360° o : 1 o] 3
= 45° e volume igual a — do volume da esfera, isto é, — . 3 - . Re.

A | torial d
angulo equatorial de 5 5

2. Dividir uma superficie esférica em, por exemplo, 10 fusos esféricos congruentes, significa que cada fuso obtido

° 1 1
tem angulo equatorial de % = 36° e area igual a 70 da area da superficie esférica, isto é, 70 4 . m.R2
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Exercicios Resolvidos - Modulos 42 a 44

A interseccdo de qualquer plano «, perpen-

o (ENEM) — Os trés recipientes da figura _ o a) L — b) xm c) el m
tém formas diferentes, mas a mesma altura e dicular ao segmento de reta AH tal que A & a 2 2
o0 mesmo didmetro da boca. e H & acom V,, V, e V,, determina seccoes  d) 2z m e) 3mm
Neles s&o colocados-hq.wdo o a'metade de transversais S;, S, e S;, respectivamente. Resolucao
sua altura, conforme indicado nas figuras. . . .
Um trajeto possivel que o inseto pode percor-
Representando por V;, V, e V; o volume de , - L. )
e A Como S; < S; < S, para qualquer o, temos: rer & a semicircunferéncia de centro O e raio
liquido em cada um dos recipientes, tem-se
V<V <V, 50 cm.
. .. A~ . P
Resposta: B Na figura, pode ser a semicircunferéncia ACB
—
ou a semicircunferéncia ADB, ambas de com-
_ i i 2.7m.50 7
Vv, v, vV, 9 (UNIFESP) ,l‘Jm |n§gto vai sg deslocar primento e = e
sobre uma superficie esférica de raio 50 cm, 2 2
a) Vi=V,=V,; b) Vy <Vz<V, desde um ponto A até um ponto B, diame- ) ;
c) V,=Vy<V, d V<V, <V, tralmente opostos, conforme a figura. que € o menor valor, dos cinco apresentados.
e) V,<V,=V,
Resolucao

O menor trajeto possivel que o inseto pode

percorrer tem comprimento igual a: Resposta: A

‘) Exercicios Propostos - Médulo 42

0 Calcular o volume de uma esfera de raio 3V2 m. 9 Quanto mede, em centimetros, o raio da circunferéncia
obtida pela interseccdo de uma esfera de raio 13 cm com um

RESOLUCAO: plano que dista 5 cm do centro da esfera.

4x R3 3 .9.2. AO:
v. BB 4 (3V2) _ 4n.9.2 3V2 - 720V3 RESOLUCAO:
3 3 3 12 + 52 = 132
2 =144
. 3
Resposta: 72x V2m r=12 em
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9 (UFLA) - A interseccdo de um plano com uma esfera é um
circulo de 16 dm? de area. Sabendo-se que o plano dista 3 dm
do centro da esfera, o volume da esfera é

a) 100x dm3 b) %n dms3 ¢) 400x dm3
d) 500x dm3 e) 900 7 gm3

3
RESOLUCAO:

(I) Sendo r a medida do raio do circulo, temos:

nr2 = 16; <> r = 4dm
(NR2=32+42 < R=5dm

4 500
m ve 2 2Rz = .n.89= 22 qdm?
3 3 3

Resposta: E

9 (PUC - MODELO ENEM) - Qual ¢ o raio de uma esfera 1
milhao de vezes maior (em volume) que uma esfera de raio 17

a) 100000 b) 10 c) 10000
d) 1000 e) 100
RESOLUCAO:

N

V,=1000000.V, < V,=105.V, <

¢>i.J'IS.R3=106.i . B e
3 3

3
<+ R3=10« R=V10% =102=100

Resposta: E

@ (UFES - MODELO ENEM) - Um ourives deixou como
herancga para seus oito filhos uma esfera macica de ouro. Os
herdeiros resolveram fundir o ouro e, com ele, fazer oito

esferas iguais. Cada uma dessas esferas terd um raio igual a

1

a) > do raio da esfera original.
b) % do raio da esfera original.
c) % do raio da esfera original.
d) % do raio da esfera original.
e) % do raio da esfera original.
RESOLUCAO:
3
4 T r3=l.i.n.R3©r—=l©
3 8 3 R3 8
r Y 1 3 r 1 R
| — | = — & —=— &r= —
(7)=(2)=®m=2°=3
Resposta: A
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Exercicios Propostos - Moédulo 43

0 Calcular a drea de um fuso esférico de uma esfera de raio
3 cm sendo de 60° o seu angulo equatorial.

RESOLUCAO: Aot
) a=60° Ay, = —
6
0 60° A 4.7.R2
n= = = -
60° fuso 6
A, . =61 cm?

fuso

9 Calcular o volume de uma cunha esférica com 20° de
angulo equatorial e 6 cm de raio.

RESOLUCAO:
Vesfera
D =20 M) Voynne = —
) 360° 18 \"/ ! 4 R3
n= = = — _ 7.
20° cunha 18 3
1 4 3
chnha= 18 T .. 6
\" = 16z cm3

cunha

e Uma esfera de raio 5 cm é seccionada por um plano
distante 3 cm de seu centro. Calcular a drea da menor calota
esférica obtida e o volume do segmento esférico correspon-
dente.

RESOLUCAO:
I) A=2xRh
A=215.2 PN
A = 20 cm? h= 5;_ - é:;:&f/. Lo
B _/
mvs "1 (@32 n / 3 5 N
6 1 \\
I 1
2 1 1
v X% 3.42422 \ /
\ /
\\\ //
Ve 220 oms Teee
3
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e (USF - MODELO ENEM) - Chama-se calota esférica a
regido determinada pela seccédo da superficie de uma esfera de
raio R por um plano, cuja distancia até essa superficie € h. A
area da calota é calculada por A = 2x Rh. Para construir um
exaustor edlico (desses que ficam sobre barracées como
chaminés), um fabricante projeta uma superficie esférica de
raio 10 dm e retira duas calotas, interceptando a superficie por
dois planos paralelos, cada um distante 6 dm do centro. A parte
superior serd fechada e na parte inferior encaixar-se-4 um
cilindro equildtero aberto. A &rea, em decimetros quadrados, da
superficie desse exaustor, na situagao descrita, é de

a) 560mn b) 496 c) 580  d) 516x  e) 432=n

Deve-se calcular a area da superficie esférica, menos a area das
duas calotas, mais a area do circulo superior e mais a area lateral

do cilindro equilatero.

Assim:
S=4.x.102-2.2.7.10.(10-6)+%.82+2.7.8.16 &
<> S = 4005 — 1607 + 645 + 256 <> S = 5607

Resposta: A




Exercicios Propostos - Moédulo 44

0 (UNIV.FED.FLUMINENSE - MODELO ENEM) - Na figura,
estdo representados trés sélidos de mesma altura h: um
cilindro, uma semiesfera € um prisma, cujos volumes sé&o V;,
V, e V,, respectivamente.

2r
—

v Zvr

A relagéo entre V,, V, e V5 €

a) Vy<V, <V, b) V, < V5 <V,
c) V, <V, <V, d V; <V, <V,
e) V, <V, <V,
RESOLUCAO:
Viza.r?. h=n.r?.r=q.r

1 4 4z r3 2
V2=—.—.n.r3= il = T 3

2 3 6 3

Vy=2r.2r.h=2r.2r.r=4.13

2n
Como T <m<4 tem-se:V,<V, <V,

Resposta: E

Q (MODELO ENEM) — Um copinho de sorvete, em forma de
cone, tem 10 cm de profundidade, 4 cm de didmetro no topo e
tem ai colocadas duas conchas semiesféricas de sorvete,
também de 4 cm de didmetro. Se o sorvete derreter para
dentro do copinho, podemos afirmar que

a) nao transbordara.

b) transbordara.

c) os dados séo insuficientes.

d) os dados sédo incompativeis.

e) todas as afirmacgdes anteriores séo falsas.

RESOLUCAO:
1
|) Vcopo= ? .Jt.Rz.h
1 2
Vcopo= Tnz .10
407
Vcopo = T cm3
4 R3
M Voorvete = 3
4n 28
Vsorvete = 3
32n
Resposta: A w

9 (MACKENZIE - MODELO ENEM) - Uma boia maritima
construida de uma determinada liga metalica
tem o formato de uma gota que, separada
em dois sdlidos, resulta em um cone reto e

3r em uma semiesfera, conforme a figura ao
lado, na qual r = 50 cm. Se o preco do m? da
liga metalica € 1200 reais, adotando-se = 3,
0 custo da superficie da bdia é, em reais,
igual a

a) 4200 b) 5700 c) 4500 d) 5200 e) 3800

RESOLUCAO:

Sendo S a area da superficie da gota, em metros quadrados,
temos:

4qr?

S=8S +S =m.r.3r+ =

lateral do cone semiesfera

4.3.(05)2
=3.05.3.05+ T =3,75

Assim, o custo da superficie da boia é, em reais, 3,75 . 1200 = 4500
Resposta: C
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e (UNESP — MODELO ENEM) - Com um recipiente de vidro
fino e transparente na forma de um paralelepipedo reto-retan-
gulo, que tem como base um quadrado cujo lado mede 15 cm
e a aresta da face lateral mede 40 cm, Marcia montou um
enfeite de natal. Para tanto, colocou no interior desse
recipiente 90 bolas coloridas macicas de 4 cm de didmetro
cada uma e completou todos 0s espagos vazios com um
liquido colorido transparente. Desprezando-se a espessura do
vidro e usando (para facilitar os célculos) a aproximacgéo m = 3,
a) d&, em cm?, a é&rea lateral do recipiente e a é4rea da
superficie de cada bola.
b) d&, em cm3, o volume do recipiente, o volume de cada
esfera e o volume do liquido dentro do recipiente.

RESOLUCAO:

40cm

el 15cm W

15cm

a) Sejam A e Ag as areas, em cm?, da lateral do recipiente e da
superficie de cada bola, respectivamente.

AR=4.(15.40)=2400
As=4.ﬂ:.22=4.3.4=48

b) Sejam Vg, Ve e V| os volumes, em cm3, do recipiente, de cada
esfera e do liquido, respectivamente.
Vg =(15. 15) . 40 = 9000

VE= i .J'I7.23= i .3.8=32
3 3

V =Vg-90.V,=9000-90.32=6120
Respostas: a) 2400 cm? e 48 cm?

b) 9000 cm3, 32 cm3 e 6120 cm3

6 (MODELO ENEM) — Um recipiente cilindrico, cujo raio da
base é 6 cm, contém agua até uma certa altura. Uma esfera de
aco é colocada no interior do recipiente ficando totalmente
submersa. Se a altura da agua subiu 1 cm, entdo o raio da
esfera é

a) Tcm b) 2cm

d) 4 cm e) 5cm

c) 3cm

RESOLUCAO:

I) Sendo r a medida do raio da esfera, temos:
4
Vege= — ard
3

1) Sendo V o volume da agua que subiu, temos:
V=x.62.1=V =36 cm3

MVer=Ve 2 nR=36rer@=27=r=3cm
3

Resposta: C

Q 1 'Y
~=3 No Portal Objetivo

Para saber mais sobre o assunto, acesse o PORTAL
OBJETIVO (www.portal.objetivo.br) e, em “localizar”,
digite MAT2M315
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N EXERCiCIOS-TAREFAS

FRENTE 1

Medulo 33 - Sistema cartesiano ortogonal

0 Determinar as coordenadas dos pontos simétricos de
A(=3; - 2) em relacdo ao eixo Ox e eixo Oy.

9 Dados os pontos A (a + 1; 6) e B (- 2; 3b), determinara e b
para que A e B sejam coincidentes.

9 O segmento de reta AB, em que A (1; 2), é paralelo ao eixo
das ordenadas e mede 5 unidades. Determinar as coordenadas
do ponto B, sabendo-se que ele estd no 4° quadrante.

9 O triangulo ABC, sendo A (4; b) e B (1; b) é retangulo em A.
Determinar o vértice C sabendo-se que ele € um ponto do
eixo das abscissas.

6 Os pontos A (1; 2) e B (5; 2) sdo vértices do retangulo
ABCD. Sabendo-se que os pontos C e D estdo no eixo das
abscissas, o perimetro do retangulo é:

a) 20 b) 18 c) 16 d) 14 e) 12

e Representar no sistema de coordenadas cartesianas orto-
gonal os pontos A(- 1; 2), B(4; 2) e C(4; 4). Classificar o trian-
gulo ABC quanto aos angulos.

0 Dar as coordenadas das projegcdes dos pontos A(2; 3);
B(3; — 1); C(~ 5; 1); DI~ 3; — 2); E(~ 5; — 1) sobre os eixos
cartesianos:

@ Dar as coordenadas dos pontos simétricos aos pontos
Al=1;2), B@3;-1), C(~2;-2), D(- 2; 5), E(3; - 5) em relagao ao
eixo das ordenadas.

Q Determinar em que quadrante pode estar situado o ponto
P(x; y) se:

a) x.y>0
c) x—-y=0

b) x.y<0
dx+y=0

@ Em um sistema cartesiano ortogonal, sdo dados os pontos
P =1(2;,00eQ=(0; 2. O ponto A, simétrico da origem em
relacéo a reta PQ, tem coordenadas

(1 1 ) (1 3)
b) | —— o\ — —
22 2" 2

e) (1;2)

a) (2;2)

d) (2;1)

Meodulo 34 - Distancia entre dois pontos

0 Determinar a distancia entre os pontos A (1; - 2) e
B(-3;2).

Q Dados A (-1; y) e B (3; —1) determinar o valor de y de modo
que a distancia entre A e B seja 5 unidades.

e Determinar no eixo das abscissas o ponto P cuja distancia
até o ponto A (4; 1) seja igual a V1o0.

9 Determinar o ponto P no eixo das ordenadas equidistante
dos pontos A (1; 2) e B (3; 8).

e No triangulo ABC, sendo A(-1; -1); B(2; 1) e C(-1; 2), a

medida do maior lado é:

a) V10 by Vi1 V2 d)Vi3 e) V14
e Determinar no eixo das abscissas um ponto M, cuja dis-
tancia até o ponto P(2; — 3) seja igual a 5 unidades.

o Determinar a natureza do tridngulo de vértices A(2; - 3),
B(-5; 1) e C(4; 3).

@ Determinar o ponto do eixo Ox equidistante dos pontos
A(6; b) e B(-2; 3).

Q Os vértices de um triangulo sdo: A= 3; 6); B(9; - 10) e
C(- 5; 4). Determinar o centro e o raio da circunferéncia
circunscrita ao triangulo.

@ (UNESP — MODELO ENEM) — Um tridngulo ABC esta
inscrito numa circunferéncia de raio r. Se, num sistema de
coordenadas cartesianas, A = (1; 3), B =(5; 7) e C = (5;1), entdo
réigual a

a2V5  b)2V2 o3 d)% &) V10

Meédulo 35 - Ponto médio de um segmento

0 Dados os pontos A (- 3; 5) e B (- 2; — 4), determinar o
ponto médio de AB.

9 Sendo M (2; 3) ponto médio do segmento de reta AB, em
que A (- 1; 2), determinar as coordenadas do ponto B.

9 Seja ABCD um paralelogramo cujos vértices sao A(1; 1),
B(3; 2), C(4; 5) e D(2; 4). A soma das coordenadas do ponto E,
ponto de encontro das diagonais do paralelogramo, é:

a) 5 o) 1L c) 6 a9 12
2 2

e) 7
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9 Os pontos A (3, 4) e B (5, 4) sdo extremos de um diametro
de uma circunferéncia. Calcule as coordenadas de seu centro.

e No paralelogramo de vértices A(5; 4), B(- 1; 2), C(- 3; — 6)
e D(xp; Yp). as coordenadas do ponto D sao:

a (1,-1) b) (2;-2) c) (2,-4)

d) 3;-2) e) (3,-4)

0 Determine o ponto médio do segmento de extremidades:
a) A(1,-7)eB(3;-5)

b) Al=1;5) e B(5-2)

c) A-4;-2)eB(-2;,-4)

e Uma das extremidades de um segmento é o ponto
A= 2; — 2). Sabendo-se que M(3; — 2) é o ponto médio desse
segmento, calcule as coordenadas do ponto B(x; y), que é a
outra extremidade do segmento.

9 (MODELO ENEM) — Num paralelogramo ABCD, M(1; — 2)
€ o ponto de encontro das diagonais AC e BD. Sabe-se que
A(2; 3) e B(6; 4) sdo dois vértices consecutivos. Uma vez que as
diagonais se cortam mutuamente ao meio, determine as
coordenadas dos vértices C e D.

Q Na figura, M é o ponto médio do lado AC e N é o ponto
meédio do lado BC. Demonstre, analiticamente, que o com-
primento do segmento MN ¢é igual a metade do comprimento
do lado AB.

Ay
C(0;b)
M ¢ N
——
A(0;0) B(a;0) «x

@ (MODELO ENEM) - A figura mostra um triangulo retan-
gulo ABC. Seja M o ponto médio da hipotenusa BC. Prove,
analiticamente, que o ponto M é equidistante dos trés vértices
do triangulo.

Ty
C(0;3)

| A00) B@:0) x

Médulo 36 - Area do tridangulo e condicio de
alinhamento

0 Determinar a &rea do triangulo ABC cujos vértices sao
A= 1;-2), B(1;0) e C(0; 2).
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9 Os valores de y para os quais o tridangulo ABC, em que
A(1;y), B(0; 2) e C(=3; 1), tem &rea 4 sao:
a~' es b) ~3e —— o 3e L

3 5 5

d3eb e) -3e-5

e Os pontos A (= 1; = 3), B (1; 1) e C (2; 1) estéo alinhados?

9 Para que valor de x_ os pontos A(2; 1), B(3; -2) e C(x,; 0)
estdo alinhados?

6 A érea do quadrilatero ABCD cujos vértices sdo A (1; 1),
B(3;2),C(5 5 eDI(2;4)é:
a) 6 b) 11 c) 12 d) 13 e) 14

e Dados os pontos A(10; — 2) e B(1; 1), determinar o ponto
em que a reta AB intercepta o eixo das abscissas.

@ Achar a érea do quadrilatero ABCD, dados A(2; 5), B(7; 1),
C(3;-4) e D(-2; 3).
@ Dados os pontos A(x,; b), B(-3; 8) e C(4;%>, determinar

X, Para que os pontos sejam colineares.

©) (MODELO ENEM) - A 4rea do triangulo ABC da figura é:

2
-1 B
T —_— X
! 4
C‘_““_2
a) —18 b) -9 c 9 d) 15 e) 18

@ (UNICASTELO) - Dados 3 pontos do plano, A(1; 2), B(3; 4)
e C(4; b):

a) eles formam um triangulo cuja &rea mede 16;

b) eles formam um tridngulo cuja drea mede 32;

c) eles formam um triangulo cuja &rea mede 64;

d) eles estdo alinhados e sdo parte do gréafico de f(x) = x + 1;
e) eles estao alinhados e sdo parte do gréafico de f(x) = — 3x + b.

Meodulo 37 - Equacao da reta

0 Achar a equacéo geral das retas determinadas pelos pares
de pontos:

a)A(1;,-2)eB(-3;4)

b)C(-1,-4)eD (5;5)

9 Os pontos A (1; 2), B (5; 4) e C (2; 7) s&o vértices de um
tridangulo ABC. Determine a equacao geral da reta suporte da
mediana CM do triangulo.




9 Achar a equacdo geral da reta que passa pelo ponto de
interseccado das retas x—3y + 2 =0 e bx + 6y -4 =0 e pelo
ponto P (-1; — 3).

e Achar a equacao geral da reta que passa pelo ponto A(1; 3)
e pelo ponto B(2; b), sabendo que B pertence a pardbola de
equacdo y = x2 — 4x + 3.

6 (FATEC) - Seja r a reta que passa pelos pontos (3; 2) e
(5; 1). Areta s é asimétricade r em relacdo a reta de equacéo
y =3. Aequacdode s é
a)x+2y-7=0
c)x—-2y+5=0
e)2x-y +5=0

b)x+2y-5=0
dx-2y-11=0

0 (MACKENZIE) - No triangulo da figura, se AC = BC, a
equacéao da reta suporte da mediana CM ¢

a) 12x-25y +20=0 b) 6x-10y +5= 0

c) 14x-25y +15=0 d 2x-4y +3=0

e) 7x-9y +5=0

Ay
A(2,3)
M
c B(3,1)
0 x

@ (MACKENZIE) - Os graficos dey = x + 2 e x +y = 6
definem, com os eixos, no primeiro quadrante, um quadrilatero
de area

a) 12 b) 16 c) 10 d) 8 e) 14

© (MACKENZIE) - As retas y = %x, y = % ex=0

definem um tridngulo, cuja raiz quadrada da area é

3 V2 V3 3 3
a) 7 b)? c) - d) 5 e) 5

© (MACKENZIE) - Pelo vértice da curva y = x? - 4x + 3, e
pelo ponto onde ela encontra o eixo das ordenadas, passa uma
reta que define com os eixos um tridngulo de area:

LI A3 o 2

a2 b = 2 2

@ (MACKENZIE) - Na figura, temos os esbocos dos graficos
de f(x) = x3 —x e g(x) = ax + b. O produto a . b é igual a:

a)—-4
A

N
>
<

\

|
N

:’i

Meodulo 38 - Posicoes particulares da reta

0 A retay = 2 é a mediatriz do segmento que une 0s pontos
a) A(1;0)eB (3;0) d) A(0;-1) e B (0; 5)

b) A(0; 0) e B (4; 0) e) A(0;0)eB (4;4)

e) A(0;0)eB(0;-4)

Q A equacado da reta vertical que passa pelo ponto de in-
terseccdo das retas (r) 2x—y=0e(s) 2. x+y-8=0¢:

a) x=4 b)y=4 c) x=-2

dy=2 e) x=2

9 Representar graficamente os pontos (x; y) do plano tais

que-1<x=3el0=sy<b

@) (MACKENZIE) - Os graficos de y = x — 1 e y = 2 definem

com 0s eixos uma regido de area:

5 7
a) 6 b) 7 c) 4 d) 3 e) 7

6 (MACKENZIE) - Se (a; b) é o ponto comum das retas s e
t da figura, a° vale:

a) — b) — c)
24 32 V3
4 1
d) e) —
3V3 48

130° ,T 2 s
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@ A melhor representacéo grafica da curva de equacao

x-3).(y=-1)=0¢
a)

Ay
x=4
1 y=1
>
4 X
b)
Ay
x=1
— —>
1 X
c)
AY
x=3
— —>
3 X
d)
AY
1 y=1
>
X
e)
Ay
x=3
1 y=1
>
3 X

Meédulo 39 - Semiplanos

0 Representar graficamente a inequacdo 3x — 2y — 6 < 0.

0 Representar graficamente a solugéo do sistema

{x+y—420
x-y=0

9 Determinar a alternativa que melhor representa o gréafico
abaixo

Ay >
/
/
/7
/7
/
4
7/
//3
7/
/
/7
/7
4
/
I/ -
/-2 X
/
/7
/7
'/
a) 2x-3y-6<0 b) 2x- 3y-6>0
c) 3x-2y-6=<0 d 3x-2y+6>0

e) 3x-2y+6<0

9 (FGV - MODELO ENEM) - A reta x + 3y — 3 = 0 divide o
plano determinado pelo sistema cartesiano de eixos em dois
semiplanos opostos. Cada um dos pontos (- 2; 2) e (5; b) esta
situado em um desses dois semiplanos. Um possivel valor de
b é:

1 1 3 3 1

a)T b)_T C)T d)—T e)—T
6 (FGV — MODELO ENEM) - Represente no plano cartesia-

no abaixo a regido R, dos pontos (x; y), definida pelas condicoes
simultaneas:

2y +3x-12=<0
3y-2x-6=0
-4<x<0
y=<b

e calcule a area da regiao R representada.

Ay

ol

@ (FGV - MODELO ENEM) — A érea da regido triangular
3x+5y-15<0

limitada pelo sistema de inequacdes {2x +by—-10=0 €
x=0

igual a:

a) 2,5 b) 7,5 c)5 d) 12,5 e) 3

0 (FGV — MODELO ENEM) - Maria comprou um aquério e
deseja criar dois tipos de peixes: os vermelhos e 0os amarelos.
Cada peixe vermelho necessita de b litros de dgua e consome
10 gramas de racao por dia. Cada peixe amarelo necessita de
3 litros de 4gua e consome 4 gramas de racao por dia. O aqué-
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rio de Maria tem 300 litros, e ela deseja gastar, no méaximo,

500 gramas de ragao por dia.

a) Considere as quantidades de peixes vermelhos e amarelos
como valores reais x e y, respectivamente. Determine a
regido do primeiro quadrante do plano Xy, cujos pares
ordenados definem as quantidades de peixes vermelhos e
amarelos que podem estar no aquario .

b) Determine a quantidade de cada tipo de peixe no aquéario,
de forma a consumirem o total da racdo disponivel e
utilizarem o total da agua do aquario.

Meédulo 40 - Coeficiente angular
e equacao reduzida

0 Determinar o coeficiente angular das retas, nos itens
abaixo:

300

X

c) y d)
4\ -
30° N
‘ T x

9 Determine o valor de a para que a reta que passa pelos
pontos A(a; —2) e B(-1; a) tenha o coeficiente angular igual a
3

2

<V

‘ A (S;E\i

e Determine a equacao reduzida, o coeficiente angular e o
coeficiente linear da reta (r) de equagdo — 3x + 2y + 7 = 0.

e Dados os pontos A(2; 1) e B(3; 2), determine a equagao
geral e a equacgao reduzida da reta AB. Em seguida, esboce o
seu grafico no sistema cartesiano.

6 Dados os pontos A(- 1; 3) e B(4; — 2), determinar a
equacgao geral e a equacéao reduzida da reta AB. Esbocar o seu
grafico no sistema cartesiano.

0 Determinar a equacéo geral a partir da equacdo segmen-
téria da reta que passa pelos pontos P(5; 0) e Q(0; - 3).

o Determinar

a) a equacéao geral,

b) a equacéo reduzida,

c) a equacao segmentaria e

d) o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos
Al=2;-3) e B(4; 2).

@ (MODELO ENEM) - Achar a equacéo da reta que corta o
eixo dos y no ponto de ordenada — 3 e forma com o eixo dos
x um angulo de 30°.

a) V3.x-3.y-9=0
c) 3x-3y-1=0

e) 3x-3y+1=0

b) x-V3.y-9=0
d) x-y-V3=0

Q Um tridngulo tem vértices A(0; 0), B(O; 4) e C(- 8; 0).
Determinar a equagao geral e a equacao reduzida das retas
suportes das medianas do triangulo.

Meédulo 41 - Posicoes relativas entre duas retas

Nas questoes de 0 a 9 determinar a posicéo relativa das
retas.

03x—4y+2=0e6x—8y+4=0
@ 3x-2y+7=0e9-6y-2=0
g3x+4y—1=0e8x—6y+5=0

9 Determinar o valor de k para que as retas
(N3x=-2y +7=0e/(s) 6x—ky -5 =0 sejam concorrentes.

6 Qual é a posicao da reta r, de equagao 15x + 10y — 3 = 0,
em relacdo a reta s, de equacdo 9x + 6y — 1 = 0?

e Se as retas de equacao (a + 3)x + 4y -5=0¢e
X + ay + 1 = 0 sdo paralelas, calcule o valor de a.

o (MODELO ENEM) - A figura mostra um trapézio ABCD.
Determine a equacdo da reta suporte da base menor do
trapézio.

y
D C(6,5)
A(1,2) B(8,2)
X

y

e (UNESP) - Determine a equacao da reta que é paralela a
reta 3x + 2y + 6 = 0 e que passa pelos pontos (x,; y;) = (0; b)
e (X5 Y,) = (= 2; 4b) com b € R.

Q (UNESP-SP) — Num sistema de eixos cartesianos
ortogonais, x + 3y + 4 = 0 e 2x — by — 2 = 0 sdo, respectiva-
mente, as equacgoes das retas r e s. Determine as coordenadas
do ponto de intersecgdo de r com s.

@ Quais sao as coordenadas dos vértices de um tridngulo,
sabendo que as equacdes das retas suportes de seus lados
sdox+2y-1=0,x-2y-7=0ey-5=07?
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Médulo 42 - Equacao de uma reta
que passa por P(x,; y,)

0 A equacéo reduzida da reta abaixo é:

AY
P
-2
I
I
I
160° ! >
-1 “x
V3 E
a) y=- 3.x+2-V3 b)y=T.x+2+—
V3 3
c)y:\/g.x+2 d)y:—T.x+2—T

e)y=\/§.x+2+\/§

Q Determinar a equacéo geral da reta t que passa pelo ponto
P(— 2; 3) e é paralela a reta r de equagdo 2 . x -y + 5 = 0.

9 A equacao geral da reta que passa pelo ponto P (-1; 3) e é
paralelaareta(rly =—-2x+ 1 é:

a) 2x+y-5=0 b) 2x +y-1=0

c) x-2y+7=0 d) 2x+y-3=0

e) x-2y-1=0

9 Determine a equacao da reta r da figura abaixo.

»
>
X

I1 r

e Em cada caso, determine a equacao da reta que passa pelo
ponto P e é paralela a reta da equacao dada:

X

a) P1;2)e8x+2y-1=0 b P<2;5)e7+%=1

c) P4;-4)ex+y-5=0 d) P(-1;3)e2x-by+7=0

el P4;2)ey-2=0 f) P(2;,-5)ex=2

O Determinar a equacgao da reta que passa pelo ponto P(2; 5)
e tem coeficiente angular m = - 2.

0 (MODELO ENEM) - Determinar a equacao da reta que

passa pelo ponto P(3; b) e tem inclinacao igual a ??T“
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(3.5)

o
Y

a) x-y+8=0
c) 2x-y-1=0
e) 2x+y-11=0

b) 2x +y-8=0
dx+y-8=0

9 (MACKENZIE - MODELO ENEM) - O grafico abaixo
mostra a evolucdo da quantidade de pessoas desempregadas
(em mil), a partir de determinado momento, numa certa regiao.
Se AB //CD, o nimero de pessoas desempregadas, 5 meses
apo6s o inicio das observagoes, é:

A Desempregados (mil)
_________ c P
2 B
17A i i
0 2 4 t(mese;)
a) 4 000 b) 3 000 c) 3500 d)2500 e)2000

Meodulo 43 - Paralelismo e perpendicularismo

0 A reta que passa pelo ponto A(-2; —1) e é perpendicular a
reta (r) by — x + 3 = 0 tem equacéo:

a) bx+y+11=0 b) x+by+7=0

c) x-by-3=0 d) bx+y-1=0

e) x-by+3=0

@ A equacéo da mediatriz do segmento AB dados A(-3; 1) e
B(5;7) é

a) 4x-3y-1=0
c) 4x +3y—-16=0
e) x-y+8=0

b) 3x-4y+7=0
d 3x+4y-12=0

9 Os pontos A(0; 0) B(3; -1) e C(5; 2) sdo vértices de um
paralelogramo ABCD. Determine a equacéo da reta suporte do
lado CD.

e Dados os pontos A(-2; - 1), B(4; 1) e C(0; b), determinar
a equacao da reta que contém a altura relativa ao vértice B do
triangulo ABC.

6 (FATEC) — Se os pontos (1;4), (3;2) e (7;y) séo vértices
consecutivos de um retangulo, entdo a sua &rea, em unidades
de superficie, é

a) 8 b) 8V2 c) 16 d) 16V2 e) 32




e (MACKENZIE) - Se a reta de equacgao

(Bk -k x +y + k2 —k — 2 = 0 passa pela origem e é perpen-
dicular & reta de equacéo x + 4y — 1 = 0, o valor de k% + 2 é:
a-2 b) 2 c) -3 d) 3 e) 1

o (MACKENZIE) - Na figura, se a equagédo daretar é
3x+y—-4=0, aérea do triangulo ABC é:

C Ay

<V

a) 240 b) 220 c) 200 d) 260 e) 280

e (MACKENZIE) — Num sistema cartesiano, as coordenadas
dos vértices de um triangulo ABC sdo A = (0; 0), B = (3; 6) e
C = (8; 0). A soma das coordenadas do ortocentro (encontro
das alturas) deste triangulo é

12 I 13 13 [N
5 2 6 2 3

a)

e (MACKENZIE - MODELO ENEM) - Na figura, se r e s sao
retas perpendiculares, a abscissa de P é

Ay
3
S
P
L] >
0 2 X
r
aa bnl gl 52z 45
13 13 7 7

@ (FGV - MODELO ENEM) — No plano cartesiano, os pontos
A= 1; 4) e B(3; 6) sdo simétricos em relagao a reta (r). O coe-
ficiente angular da reta (r) vale:

a) -1 b) -2 c) -3 d) -4 e) -5

Meodulo 44 - Distancia de ponto a reta

0 Determinar a distancia da reta 3x — 4y — 15 = 0 4 origem.

@ A distancia do ponto P (- 5; 1) areta3x +y -6 =0 é:

3V10
2

a) 3V5 b) c) 10 d) 2V5  e) 2V10

9 Determinar a distancia do ponto P(3; - 5) & reta
2x+y-=11=0.

9 Determinar a distancia entre as retas
Nx+2y-3=0¢e (s)2x+4y-1=0.

6 Se a distancia da reta 3x + 4y + k =0 ao ponto P (-2; 1) é
igual a 4, entédo os valores de k sao:
a) —20ou 18 b) -50ub

d) -220u 18 e) —16 ou 20

c) —18ou 22

e (MACKENZIE) - O circulo de centro A e tangente a reta r
da figura tem érea:

4n b
o 9L
o) 3L

7

e (MACKENZIE) — A equacédo de uma reta, paralela a reta
X +y—4 =0 e distante 3V2 do ponto P =(2; 1), é
b)x+y+9=0

dx-y-6=0

ax+y+3=0
cx+y-3=0
e)x+y-12=0

@ (FGV) - No plano cartesiano, existem dois valores de m de
modo que a distancia do ponto P(m,1) a reta de equacéo
3x + 4y + 4 = 0 seja 6; a soma destes valores é:
a)—16/3 b)-17/3 ¢ -18/3 d)-19/3 e) —20/3
Q (FGV) — No plano cartesiano, seja P o ponto situado no 1°
quadrante e pertencente a reta de equagao y = 3x. Sabendo
que a distancia de P a reta de equacao 3x + 4y =0 ¢ igual
a 3, podemos afirmar que a soma das coordenadas de P vale:
a) 5,6 b) 5,2 c) 4,8 d) 4,0 e) 4,4

O (Fav)

a) No plano cartesiano, para que valores de m as retas de
equacoes (N mx + 2y + 4 =0 e (s) mx —4y + 5 = 0 séo
perpendiculares?

b) Qual a distancia entre as retas
(t)3x+4y=0e(v)3x + 4y + 5 =07?
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FRENTE 2

Meédulo 33 - Paralelepipedo e cubo

o Determinar a area total, o volume e a medida da diagonal
de um paralelepipedo reto retangulo de dimensdes 3 cm, 4 cm
ebcm.

9 Um cubo tem 125 ¢cm? de volume. Calcule a sua area total.

e A 4rea total de um cubo, cuja diagonal mede 5V3 cm, é:
a) 140 cm? b) 1003 cm? c) 120V2 cm?
d) 150 cm? e) 120 cm?

e A diagonal do paralelepipedo reto-retdngulo cujas
dimensdes séo 3 cm, 4 cme 12 cm, é:

a) 12\/§cm b) 15 cm
d) 16 cm e) 13V3 cm

c) 13cm

6 (MACKENZIE) - A base do cesto reto da figura ¢ um
quadrado de lado 25 cm. Se a parte lateral externa e o fundo
externo do cesto devem ser forrados com um tecido que é
vendido com 50 c¢cm de largura, 0 menor comprimento de
tecido necessaério para a forracéo é:

! T a)1,1156m
! | b)1,105 m
| 150 em ¢)1,350 m
| | d)1,250 m
| : e)1,125 m
AN DR § £

o (ENEM) - Uma editora pretende despachar um lote de
livros, agrupados em 100 pacotes de 20 cm x 20 cm x 30 cm.
A transportadora acondicionara esses pacotes em caixas com
formato de bloco retangular de 40 cm x 40 cm x 60 cm. A
quantidade minima necessaria de caixas para esse envio é:
a9 b) 11 c) 13 d) 15 e) 17

o (UNESP) — Considere um pedaco de cartolina retangular
de lado menor 10 cm e lado maior 20 cm. Retirando-se
4 quadrados iguais de lados x cm (um quadrado de cada canto)
e dobrando-se na linha pontilhada conforme mostra a figura,
obtém-se uma pequena caixa retangular sem tampa.

| 20 cm
[ 1

I LT

10 cm
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O polindmio, na variavel x, que representa o volume, em cm3,
desta caixa é:

a) 4x3 — 60x2 + 200x
c) 4x3 - 60x2 + 200
e) x3—15x2 + 50x

b) 4x2 - 60x + 200
d) x3—30x2 + 200x

Meédulo 34 - Paralelepipedo e cubo

0 Calcular a diagonal, a érea total e o volume de um parale-
lepipedo reto retdngulo de dimensdes 1 cm, 2 cm e 5 cm.

@ O volume de um paralelepipedo reto retangulo é igual a
336 cm?. Duas de suas dimensodes sdo 6 cm e 7 cm. A terceira
dimensao do paralelepipedo, em centimetros, vale:

a) 8 b) 2 c) 12 d) 16 el b

9 Um cubo tem 4érea total igual a 288 m2. Sua diagonal
mede:

a) 2Vem
d 12 m

b) 6m C)\/_Bm

e)4\/_6m

9 A soma das medidas das arestas de um paralelepipedo reto
retdngulo é 48 m. As dimensdes sdo numeros inteiros
consecutivos. O volume do paralelepipedo, em metros cubicos,
é:

a) 50 b) 75 c) 120 d) 40 e) 60

e (ENEM) - Observe o que foi feito para colocar bolinhas de
gude de 1 cm de didmetro numa caixa cubica com 10 cm de
aresta. Uma pessoa arrumou as bolinhas em camadas super-
postas iguais, tendo assim empregado:

a) 100 bolinhas.
b) 300 bolinhas.
¢) 1000 bolinhas.
d) 2000 bolinhas.
e) 10000 bolinhas.

e (FEI) — Os pontos médios das arestas AB, BC, EF e FG do
cubo ABCDEFGH sao M, N, P e Q. Quanto vale a razdo entre o
volume do prisma BMNFPQ e o volume do cubo?

1 1

A M B a) — b) —
3 6
5 N
c
c)l d)l
£ P . 2 4
H @ e)1
¢ 8




e (UNESP) - Considere o sdlido da figura (em cinza), cons-
truido a partir de um prisma retangular reto.

SeAB=2cm, AD=10cm, FG=8cmeBC=EF=xcm, o
volume do sdlido, em cm3, é:

a) 4x (2x + b). b) 4x (5x + 2).
d) 4x2 (2 + 5x). e) 4x2 (2x + b).

c) 4 (5 + 2x).

Meédulo 35 - Piramide

0 A altura de uma pirdmide regular pentagonal mede 12 cm
e 0 apotema da base mede 5 cm. Calcule o apétema da pira-
mide.

9 Qual ¢ a érea total de uma piramide quadrangular regular
com 15 cm de altura, cujo apdtema mede 17 cm?

9 Qual a altura de uma piramide regular quadrangular cujas
oito arestas medem 2 m cada uma?

e Calcule o volume de uma piramide hexagonal regular cujas
arestas da base medem 6 cm e cujas arestas laterais medem
10 cm.

6 (UNISA) — O apétema de uma piramide regular de base
arbitréria tem 15 cm e aresta lateral 17 cm; entdo, a aresta da

base mede:
a) 8cm b) 16 cm c) 14 cm
d) 10cm e) 12 cm

0 (FUVEST) - Qual a altura de uma piramide quadrangular
que tem as oito arestas iguais a V22

a) V1 b) V1,5
d) V2,5 o V2

c) V1,75

o (UNIV. BARRA MANSA) — Em relacao a piramide de base
quadrada, com aresta da base medindo 6 cm e aresta lateral
5 cm, analise as afirmativas:

| - Sua érea lateral vale 48 cm?2.

Il — Sua é&rea total vale 84 cmZ.

Il - O seu volume vale 10V2 cm3. Marque:

a) se apenas a afirmativa | for verdadeira.

b) se apenas a afirmativa Il for verdadeira.

c) se apenas as afirmativas | e Il forem verdadeiras.
d) se apenas as afirmativas | e Ill forem verdadeiras.
e) se todas forem verdadeiras.

@ (UNIV. AMAZONAS) - Qual a érea total de uma piramide
quadrangular regular, sabendo-se que sua altura mede 24 cm e
que o apétema da piramide mede 26 cm?

a) 1440 cm?  b) 1540 cm? c) 840 cm?  d) 1400 cm?

Q (PUCCAMP) Um octaedro regular € um poliedro
constituido por 8 faces triangulares congruentes entre si e
angulos poliédricos congruentes entre si, conforme mostra a
figura a seguir.

N

Se o volume desse poliedro é 72\V2 cm3, a medida de sua
aresta, em centimetros, é

a) V2 b) 3 ag3vV2  d 6 e) 6V2

Médulo 36 - Piramide

Para as questoes de 0 a e considere a piramide quadran-
gular regular abaixo, sabendo que o apétema da piramide mede
12 cm e a aresta lateral 13 cm.

0 Qual o valor, em centimetros, da aresta da base?

9 Qual o valor, em centimetros, da altura da pirdmide?

9 Qual o valor, em centimetros quadrados, da érea lateral?
9 Qual o valor, em centimetros cubicos, do volume?

6 (FATEC) - As arestas laterais de uma piramide reta
medem 15 cm, e sua base € um quadrado cujos lados medem
18 cm. A altura dessa piramide, em cm, € igual a:

a) 3V5 b) 3V7 o 2Vs  d2V7 e V7

e (URCA) - O volume de uma piramide hexagonal regular é
96V3 cm3. Se sua altura mede 12 cm, entdo a aresta da base
da piramide, em centimetros, mede:

a 2 b 2V3 c 4 d) 3V3 e) 6

e (MACKENZIE) - Remove-se, do cubo da figura, a piramide
triangular ABCD. Obtém-se, des-

2
. sa forma, um sélido de volume:
: 14 M 18
N a) — b) — o —
. 3 5 5
SO
N ° 20 16
BN d — e —
N 3 5
C
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e (FUVEST) - A pirémide de base retangular ABCD e vértice
E representada na figura tem volume 4. Se M é o ponto médio da
aresta AB e V é o ponto médio da aresta EC, entdo o volume da

piramide de base AMCD e vértice V é:
a) 1 b) 1,5 c) 2 d) 2,5 e) 3

0 (FGV) - Um cubo de aresta de 10 m de comprimento deve
ser seccionado como mostra a figura, de modo que se obtenha
uma piramide cuja base APB ¢é triangular isosceles e cujo
volume ¢ 0,375% do volume do cubo.

Cada um dos pontos A e B

dista de P

a)5,75m b) 4,25 m
c) 3,75 m d)1,5m
e) 0,75 m

Médulo 37 - Tetraedro regular

0 Calcular a area total de um tetraedro regular de aresta
4 cm.

9 Calcular a altura de um tetraedro regular de aresta 4 cm.

9 Calcular o volume de um tetraedro regular de aresta 4 cm.

9 A érea total de um tetraedro regular é 9V3. Qual ¢ o
volume desse tetraedro?

6 (FUVEST) - Na figura a seguir, ABCD é um tetraedro
regular de aresta a. Sejam E e F os pontos médios de AB e
CD, respectivamente. Entdo, o valor de EF ¢

aVvV2 aV3 aVv3
4

a)% b) @

2
2
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6 (UNESP) — Calcular a altura de um tetraedro regular de
aresta a.

o (UNIV. SAO JUDAS) - O volume de um tetraedro regular,
cuja aresta mede 1 cm, é

a) V3 cm3 b) _\/—2 cm?3 c) _\/§ cm3
12 4 4

d) _\/3 cm3 e) 1 cms
1

6 (ITA) - Um tetraedro regular tem area total igual a

6V3 cm2. Entao sua altura, em cm, é igual a:

a 2 b)3 o 2V2  d) 3V2 e) 2V3

Q A piramide maégica € um brinquedo em forma de tetraedro
regular, como pode ser observado na figura ao lado. Se a aresta
da piramide mede 2 cm, entdo seu volume, em centimetros

cubicos, é igual a
2 3V2 o 3V2 o V2
2 4 2
g V2 o V2
3 3

@ (FUVEST) - E dado um tetraedro regular ABCD da aresta
1. Na aresta BC, toma-se um ponto P de modo que PA + PD
tenha o menor valor possivel.

a) Qual o valor da razédo PB/CB?

b) Calcule PA + PD.

Médulo 38 - Cilindro

Para as questoes de 0 a e considere um cilindro circular
reto de 2 cm de raio e 5 cm de altura.

ﬂ A area lateral do cilindro é:

a) 20x cm? b) 8x cm? c) 6m cm?
d) 12x cm? e) 10w cm?

9 A érea total do cilindro é:

a) 20x cm? b) 24n cm? c) 28w cm?
d) 167w cm? e) 18x cm?

e O volume do cilindro é:

a) 10w cm?3 b) 20m cm3 c) 24w cm?3
d) 18x cm?3 e) 16w cm

9 Calcule a &rea lateral de um cilindro circular reto cuja
seccdo meridiana tem 20 cm? de érea.

6 Qual o volume do cilindro circular reto circunscrito a um
cubo de aresta a?




e (ENEM) — Uma garrafa cilindrica esta fechada, contendo
= um liquido que ocupa quase completamente seu
¥ corpo, conforme mostra a figura. Suponha que,

para fazer medicoes, vocé disponha apenas de uma
régua milimetrada. Para calcular o volume do li-
quido contido na garrafa, o nimero minimo de me-
dicbes a serem realizadas é:

a) b) 2 c) 3 d) 4 el b

o (ENEM) - Para calcular a capacidade total da garrafa do
exercicio anterior, lembrando que vocé pode vird-la, 0 nimero
minimo de medicdes a serem realizadas é:

a1 b) 2 c) 3 d) 4 el b

6 (MACEIO) - Um vaso com o formato de um cilindro
circular reto tem altura de 30 cm e didmetro da base de 20 cm.
A capacidade desse recipiente é de:
a) 2m litros b) 3x litros
d) 5 litros e) 6m litros

c) 4mx litros

e Um pedaco de cano de 30 cm de comprimento e 10 cm de
didmetro interno encontra-se na posicdo vertical e possui a
base inferior vedada. Colocando-se dois litros de dgua em seu
interior, a agua

a) transborda.

b) ultrapassa o meio do cano.

¢) ndo chega ao meio do cano.

d) enche o cano até a borda.

e) atinge exatamente o meio do cano.

@ (PUCCAMP) - Uma piscina circular tem 5m de diametro.
Um produto quimico deve ser misturado a dgua, na razéo de
25g por 500 litros de agua. Se a piscina tem 1,6 m de profun-
didade e esta totalmente cheia, quanto do produto deve ser
misturado a dgua?

(Usemt =3,1)
a) 1,45 kg b) 1,55 kg c) 1,65 kg
d) 1,75 kg e) 1,85 kg

Meédulo 39 - Cilindro

o Calcule a é&rea total de um cilindro equilatero com 2 cm de
raio da base.

Q Qual arazao entre a area total e a area lateral de um
cilindro equilatero?

9 Calcular o volume e a &rea total de um cilindro inscrito num
prisma regular triangular, cuja aresta da base mede 6 cm e cuja
altura mede 10 cm.

9 Qual é o volume de um cilindro circular reto, cuja base esté
inscrita num quadrado de 48 m de perimetro e cujo raio da
base é o triplo da altura?

e (UNESP) - Um tanque subterraneo, que tem a forma de

um cilindro circular reto na posicdo vertical, estd com-

pletamente cheio com 30 m3 de agua e 42 m3 de petréleo.
Se a altura do tanque é 12 metros, a
altura, em metros, da camada de

Petréleo Petroleo &
. a) 2n b) 7 c) —
a8 o

e Uma caixa cubica de aresta medindo 10 cm esté
totalmente cheia de ¢6leo lubrificante. Despeja-se o conteldo
dessa caixa num tubo cilindrico de 5 cm de raio. A que altura
chega o 6leo dentro do tubo se este estd numa posicdo em
que suas geratrizes ficam na vertical?

04 g0 B2

T T T

a)

e A uma caixa d'agua de forma cubica com 1 metro de lado
estéd acoplado um cano cilindrico com 4 cm de didmetro e 50 m
de comprimento. Num certo instante, a caixa esta cheia de
dgua e o cano vazio. Solta-se a agua pelo cano até que fique
cheio. Qual é o valor aproximado da altura da dgua na caixa, no
instante em que o cano ficou cheio?
a) 90 cm b) 92 cm

d) 96 cm e) 98 cm

c) 94 cm

@ (UNEB) — De um queijo com formato de um cilindro cir-
cular reto, cujos raio e altura medem, respectivamente, 6 cm e
3 cm, foi cortada uma fatia, como mostra a figura.

O volume do sélido restante, em centimetros cubicos, é:
a) 50n b) 60m c) 70x d) 80x e) 90n

Modulo 40 - Cone

0 Calcular o volume de um cone circular reto de geratriz
13 cm, sabendo que o raio da base é de 5 cm.

@ Calcular a é&rea total de um cone equildtero, cuja érea
lateral ¢ de 24m cm?.

e Se duplicarmos a altura e reduzirmos & metade o raio da
base de um cone circular reto, entdo o seu volume

a) nao se altera. b) se reduz a metade.

c) dobra de valor. d) quadruplica de valor.

e) se reduz a quarta parte.
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9 Desenvolvendo a superficie lateral de um cone reto,
obtém-se um setor circular de raio 10 cm e angulo central 216°.
Calcule a &rea total desse cone.

6 (FATEC) - A altura de um cone circular mede o triplo da
medida do raio da base. Se o comprimento da circunferéncia
dessa base é 8w cm, entdo o volume do cone, em centimetros
cubicos, é:
a) 64n b) 48xn

c) 32w d) 16x e) 8n

0 (MACKENZIE) - Considere o recipiente da figura, formado
por um cilindro reto de raio 3 e altura 10,

/_\ com uma concavidade inferior na forma de
um cone, também reto, de altura 3 e raio da
base 1. O volume de um liquido que ocupa
o recipiente até a metade de sua altura é

igual a
a) 89 b) 72xn c) 64n
d) 48n e) 44xn

e (UNIFENAS) - O didmetro da base de um cone equilatero
é igual a 2 V3 m. O volume desse cone em m3 é
a) 3n b) 6n c) 9 d) 12n e) 4n

@ (MACKENZIE) - No solido da figura, ABCD é um quadrado
de lado 2 e AE = BE = V10. O volume desse sélido é:

e

A B
E
a 2" b c) 4n d) 5x e) 3n

Meédulo 41 - Cone

a (MACKENZIE) — A éarea lateral de um cone equilatero que
tem 16n de area da base vale:

a) 32xn b) 2n c) 8xn d) 4n e) 16m

9 (MACKENZIE) - A geratriz de um cone circular reto mede
13 e sua éarea total € 90mx. O raio da base do cone ¢ igual a:
a) 18 b) 9 c) b d) 10 e) 12
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9 A altura de um cone circular reto mede 8 cm e sua geratriz
10 cm. A érea total do cone é:

a) 36w cm? b) 60x cm?
d) 96m cm? e) 132x cm?

c) 90x cm?

9 Um cone circular reto, cujo didametro da base mede 24 cm
e o perimetro de sua secgao meridiana € 50 cm, tem por vo-
lume:

a) 240m cm3
d) 180 cm3

b) 360x cm3 ¢) 90 cm3

e) 120w cm3

6 (FUVEST) - Deseja-se construir um cone circular reto com
4 cm de raio da base e 3 cm de altura. Para isso, recorta-se, em
cartolina, um setor circular para a superficie lateral e um circulo
para a base. A medida do angulo central

do setor circular é:
a) 144° b) 192° c) 240°

d) 288° e) 336°

O (ueBA)

Na figura, esta representado um cone

cuja geratriz g mede 6V3 cm, e 0

angulo que ela faz com a reta que
9 contém a altura do cone mede 30°. O

volume desse sélido, em3, é:

a) 9n b) 27xn c) 54xn

d) 81z e) 243n

a (UNESP) — Um paciente recebe por via intravenosa um
medicamento a taxa constante de 1,5 m¢/min. O frasco do
medicamento é formado por uma parte cilindrica e uma parte
conica, cujas medidas sdo dadas na figura, e estava cheio
quando se iniciou a medicacao.
Apds 4h de administragao con-
tinua, a medicacgao foi interrom-
pida. Dado que 1cm3 =1m¢, e
usando a aproximacgdo t = 3, 0
9om volume, em m¢, do medica-
mento restante no frasco apds a
interrupcao da medicacao é,

aproximadamente,
3cm @ 120 b) 150 c) 160
d) 240 e) 360

(figura fora de escala)

Meédulo 42 - Esfera e suas partes

0 O raio de uma esfera mede 3 cm. Calcular o volume da
esfera e a &rea da superficie esférica.

Q Uma esfera de 5 cm de raio € interceptada por um plano o
distante 3 cm do seu centro. Calcular a drea da secgdo assim
obtida.




9 O volume de uma esfera é de 288n cm>. A é&rea da
superficie dessa esfera vale:

a) 72m cm? b) 144 nt cm?
d) 64 m cm? e) 32 m cm?

c) 112x cm?

9 O volume de uma esfera cujo didmetro mede 6 cm é:

a) 36w cm?3 b) % cm3 c) 120z cm?3
d) BTOO cms e) 64x cm?3

6 O volume de uma esfera é numericamente igual a area de
sua superficie esférica. O valor do raio, em centimetros, é:
a) 2 b) 3 c) 4 d) 5 e) 6

e (ENEM) — Um chefe de cozinha utiliza um instrumento
cilindrico afiado para retirar parte do miolo de uma laranja. Em
seguida, ele fatia toda a laranja em seccdes perpendiculares ao
corte feito pelo cilindro. Considere que o raio do cilindro e da
laranja sejam iguais a 1 cm e a 3 cm, respectivamente.

A area da maior fatia possivel é

a) duas vezes a area da seccéo transversal do cilindro.
b) trés vezes a area da seccéo transversal do cilindro.

¢) quatro vezes a area da secgao transversal do cilindro.
d) seis vezes a area da seccdo transversal do cilindro.

e) oito vezes a area da seccgao transversal do cilindro.

e (UNESP) — Um troféu para um campeonato de futebol
tem a forma de uma esfera de raio R = 10 cm cortada por um
plano situado a uma distancia de 5V3 ¢cm do centro da esfera,
determinando uma circunferéncia de raio r cm, e sobreposta a
um cilindro circular reto de 20 cm de altura e raio r cm, como
na figura (ndo em escala).

O volume do cilindro, em cm3, é

i a) 100 &
E b) 200 =
'R = 10cm c) 250 n

- - d) 500 &
i e) 750 nt

5+3cm 0
rcm
20cm
Q

@ (FUVEST) - Uma superficie esférica de raio 13 cm é
cortada porum plano situado a uma distancia de 12 cm do
centro da superficie esférica, determinando uma
circunferéncia.

O raio desta circunferéncia, em cm é:

a1 b) 2 c) 3 d) 4 e) b

Meodulo 43 - Esfera e suas partes

0 Calcular o volume de uma cunha esférica e a area do fuso
esférico correspondente sabendo-se que o angulo equatorial
mede 45° e o raio da esfera 2 cm.

Q Uma cunha esférica tem volume igual a 1 m®. Calcular seu
angulo equatorial sabendo que faz parte de uma esfera cujo
volume mede 4,8 m3.

a) 60° b) 65° c) 70° d) 75° e) 80°

6 Calcular a area da calota esférica e o volume do segmento
esférico determinado por um plano que intercepta uma esfera
de raio 10 cm a 8 cm do seu centro. Sabe-se que o segmento

esférico ndo contém o centro da esfera.

e (FGV) - Um observador colocado no centro de uma esfera
de raio 5 m vé o arco AB sob um angulo o de 72°, como mostra
a figura. Isso significa que a area do fuso esférico determinado
por a. é

! fuso esférico

b) 15 1 m? c) 10w m?

e) mm?

a) 20 ¥ m?2
d) 51t m2

6 (VUNESP) - Uma quitanda vende fatias de melancia
embaladas em plastico transparente. Uma melancia com forma
esférica de raio de medida R cm foi cortada em 12 fatias iguais,
sendo que cada fatia tem a forma de uma cunha esférica, como
representado na figura.

Sabendo que a drea de uma superficie esférica de raio R cm é

47R2 cm?, determine, em funcéo de x e de R:

a) a area da casca de cada fatia da melancia (fuso esférico);

b) quantos cm? de plastico foram necessarios para embalar
cada fatia (sem nenhuma perda e sem sobrepor camadas de
plastico), ou seja, qual é a area da superficie total de cada
fatia.
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@ Um vasilhame cilindrico com 20 centimetros de diametro e
36 centimetros de altura estd completamente cheio de massa
de sorvete de chocolate. O nimero de “bolas” de sorvete,
todas com 6 centimetros de didmetro, que poderdo ser
servidas com toda essa massa é:

a) 200 b) 180 c) 150 d) 120 e) 100

o (FUND.SANTO ANDRE) - Um tanque, na forma de
cilindro reto, tem 12 mcm? de 4rea da base e 12 cm de altura.
Se este tanque estiver completamente cheio de dagua, e
colocarmos no seu interior uma esfera impermeével de raio
3 cm, que fracdo de seu volume de agua vazara?

1

1
a) b) 5 c) d) e >

1 1 1
6 3 4
9 Com a fusao de todo o material contido em 18 moedas,
formou-se uma esfera. Sabendo-se que a altura de cada moeda
é 3 mm e o didmetro da base é 24 mm, o raio da esfera sera:
a) 18 mm b) 24 mm c) 28 mm

d) 36 mm e) 42 mm

Meédulo 44 - Esfera e suas partes

0 Considere uma bola de sorvete de 36z cm?® de volume e
uma casquinha cbnica de 3 cm de raio. A altura da casquinha,
para que o sorvete, ao derreter, ocupe todo o seu espaco, em
centimetros, é igual a:

a) 8 b) 9 c) 10 d) 1 e) 12

@ (UNESP) - O trato respiratério de uma pessoa € composto
de vérias partes, entre elas os alvéolos pulmonares, pe-
queninos sacos de ar onde ocorre a troca de oxigénio por gas
carbénico. Vamos supor que cada alvéolo tem forma esférica e
que, num adulto, o didmetro médio de um alvéolo seja,
aproximadamente, 0,02 cm. Se o volume total dos alvéolos de
um adulto é igual a 1 618 c¢cm?, o nuimero aproximado de
alvéolos dessa pessoa, considerando &t = 3, é:

a) 1618.10° b) 1618 .10%
c) 5393 .10? d) 4 045 . 10%
e) 4045 .10°
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9 (MACKENZIE) - A quantidade de combustivel necesséria
para manter um balao esférico no ar é diretamente propor-
cional ao volume do baldo e ao tempo que ele permanece no
ar. Se, para flutuar durante uma hora, um baldo de 20 cm de
raio utiliza 0,1 litro de combustivel, um baldo de 30 cm de raio
utilizard, para flutuar por meia hora, uma quantidade de
combustivel, em litros, mais préxima da alternativa:

a) 0,53 b) 0,45 c)03 do0.2 e) 0,16

9 (FUVEST) — Um fabricante de cristais produz trés tipos de
tagas para servir vinho. Uma delas tem o bojo no formato de
uma semi-esfera de raio r; a outra, no formato de um cone reto
de base circular de raio 2r e altura h; e a Ultima, no formato
de um cilindro reto de base circular de raio x e altura h. Saben-
do-se que as tagas dos trés tipos, quando completamente
cheias, comportam a mesma quantidade de vinho, é correto

. _ X .
afirmar que a razéo e é igual a

o 3 o V3 o 2V3
6 3 3
4 V3 e) 4\3@

e (UNICAMP) - Os pontos A e B estéo, ambos, localizados

na superficie terrestre a 60° de latitude norte; o ponto A estd a

15°45" de longitude leste e o ponto B, a 56°15" de longitude

oeste.

a) Dado que o raio da Terra, considerada perfeitamente es-
férica, mede 6400 km, qual é o raio do paralelo de 60°?

b) Qual é a menor distancia entre os pontos A e B, medida ao
longo do paralelo de 60°?

[Use 22/7 como aproximacgéao para m.]




‘v} RESOLUCAO DOS EXERCICIOS-TAREFAS

FRENTE 1 6 A

Médulo 33 - Sistema cartesiano ortogonal S ©
0 Ay

@ ————----— Lo D (1;0) C(

AB=5-1=4

BC=2-0=2

CDh=5-1=4

DA=2-0=2

AO- oA O perimetro do retangulo ABCD ¢
4+2+4+2=12.

Resposta: E

———————|
xy

A’(- 3; 2) é o simétrico em relacao ao eixo Ox.

A"(3; = 2) é o simétrico em relaco ao eixo Oy. e

@ Al +1,6)=B2;3b) <
{a+1=—2 {a=—3

6 =3b b=2 A

} —_— >
9 Ay o

A(1:2)
21 --Q) - = —
Q Observando que AB// Ox e BC// Qy, conclui-se que o
5 unidades AABC é reténgulo.
_ o Dado P(x; y), chamaremos P, e Py as projecdes do ponto P
dl X sobre o eixo das abscissas e sobre o eixo das ordenadas,
respectivamente.
Teremos:
y
A
SB3+--0J .
B (1;-3) CICEY] S——— .IP(X‘ ¥
B(1;-3) i
i
P, (x; 0)
o ,
Dat:
B( ; .
5l__ A2: 3) - {AX(Z, 0)
AV(O; 3)
B(3; - 1) { B.(3: 0)
B,(0; - 1)
C (-5;0)
C=5;1 x T
ce = {cy(o; 1
D-3;-2) = { D,(=3:0)
D,(0; -2)
E (-5;0)
E(-5;, -1 x =
( )= {E 0;-1)

C(4;0)
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Dado P(x; y), chamaremos P, o ponto simétrico de P em
relacado ao eixo das ordenadas. Teremos:

Portanto, se P(x; y), entdo P, (- x; y) € o simétrico de P em
relacdo ao eixo y.

Dai:

A=1;2) = A1;2)

BG, -1 = B,=-3-1

C-2,-2) = Ci(2,-2)

D(=2;5 = D42, 5)

E@;-5 = E[-3-5

a) Se x .y > 0, entdo teremos duas possibilidades, a
saber:

12 possibilidade: x >0ey > 0=
= P(x; y) € 1° quadrante
22 possibilidade: x <0 ey < 0=
= P(x; y) € 3° quadrante

b) Se x .
saber:
12 possibilidade: x >0 ey <0 =
= P(x; y) € 4° quadrante.
22 possibilidade: x < 0ey > 0=
= P(x; y) € 2° quadrante.

y < 0, entdo teremos duas possibilidades, a

c) Sex-y=0ex=y=

P(x; y) € 1° quadrante ou
P(x; y) € 3° quadrante

d Sex+y=0sx=-y=

P(x; y) € 2° quadrante ou
P(x; y) € 4° quadrante

AY

Q(0;2)

XV

0(0:0) " P(2,0)
Os pontos P, A, Q e O sao vértices de um quadrado cujo
lado mede 2. O ponto A é diagonalmente oposto a origem
e tem coordenadas (2; 2).

Resposta: A

MATEMATICA

Meodulo 34 - Distancia entre dois pontos

(2]

(3]

(5]

(6]

dag =V 1432+ (-2-22=
=Vazisa2=Vie+16=V32=V24 2=4\2
dAB—5=>\/ 1-32+(y+1)2=5<

©421y2 42y +1=25<
=y24+2y-8=0ey=20uy=-4

P(x; 0) e Al4; 1) e dpy = V10 = Vix-42 + (0-1)2=V10 &
s XxX-42+1=10 x-4?=9 <

e>x-4=30ux-4=-3 =
e x=70ux=1=P (7,0 ouP(1;0)

P(0; y), A(1; 2), B(3; 8) € dpp = dpg =

=>\/ -1)2

o 1+y2-4y+4=9+y2-16y + 64 =

Fly-22=V0-32+(y-82

-4y +16y=9+64-1-4 <

< 12y =68 <vy= @©y=£=>P(O;£)

12 3 3

AB=dyy=Vie1-224(1-17=
Va2 +22=Vo+4=V13
AC=dyc=VE1+12+-1-22=V07+32=3
BC:dBC=m=

324 =Vo+1=Y10
3<\/ﬁ<\/?3=>AC<BC<AB

AB é o maior lado e sua medida é AB = \/1—3
Resposta: D

Seja M(x; 0), pois M € Bx <y=0

dyp = 5 < Vixy—xp)2 + lyy — yp)2 =5
Assim: V(x-22 +[0-(-3)2=5 «

s (x-22+9=25=

S x-2=16e x-2=24% X5

Portanto, M(6; 0) ou M(- 2; 0)

Determinacéao dos comprimentos dos lados do triangulo.

AB=V(2+52+(-3-1)2 =V65
BC=V4+5?2+(3-1?2 =V85

C=Vi4-22+(3+32=V40=2.V10

Como AB = BC = AC = A escaleno

BC? < AB? + ACZ = A acutangulo
Portanto, o tridangulo é escaleno e acutangulo.




e Se o ponto procurado ¢ do eixo x, sua ordenada é nula,
entdo P(x; 0). Como P(x; 0) é equidistante de A e B, temos:

dpp = dpg

Entdo:V(x — 6)2 + (0-5)2 = V(x + 2)2 + (0 - 3)2
Elevando-se ao quadrado, vem:
X2-12x+36+26=x2+4x+4+9

que, simplificando, resulta: x = 3

Portanto, o ponto procurado é P(3; 0).

Q Sendo P(x; y) o centro da circunferéncia de raio R, temos:
R = dpp = dpg = dc

A(-3;6)

D dpp = dpg <> dPpp = d%pg <
SX-IP+y-62=x-92+[y- (101 <
o x2 +6x+9+y2-12y +36 =
=x2-18x + 81 + y2 + 20y + 100 «
< 6x—-12y + 18x-20y =81 + 100 -9 - 36 <
< 24x - 32y =136 < 3x -4y =17

) dop = dpe < d%py = d%pc
S X-3P2+y-62=x-(BP+(y-4?<
ox2+6x+9+y2-12y +36 =
=x2+10x+ 25 +y2 -8y + 16 =
< 6x—-12y-10x +8y =25+16-9-36 <
o-4x-dy=-4d o x+y=1

Resolvendo o sistema:

3x -4y =17 x=3
g
X+ y=1 y=-2

obtemos o ponto P(3; — 2), que é o centro da circun-
feréncia.

O raio da circunferéncia é

R=dp=VI3- 32+ (-2-62 <R=10

Portanto, o centro é P(3; —2) eoraioé R = 10.

@ Seja P (a; b) o centro da circunferéncia circunscrita ao

triangulo ABC, entao:

1) PA=PB=V(@-12+b-3)2=
=V@-52+b-72<a+b=8 ()
22)PB=PC=V(@-52+b-7)2=

=V@-52+b-12 «b=4 ()

De () e (ll), temos a = b = 4 e 0 centro P terd coordenadas
(4, 4)

O raio da circunferéncia pode ser obtido calculando-se:

r=dpp =V 4-12+4-32 = V10

Resposta: E

Meédulo 35 - Ponto médio de um segmento

0M< Xa+Xg  YatVYg )_( -3-2 5+ (—4) )

2 ' 2

2 2
-7 )
M| ——; —
2 2
Xp + Xg -1 +xg
we T T
® 2 -
Ya + VB _2+yB
Ym = -
M 5 2

T oc
b I
R Q |
. l
3+ | XE |
: I
24 ————fo A |
e
| __ |
T
N N N
1 2 3 4x

E é o ponto médio de AC =

=>E(1+4;1+5>=(i;3>
2 2 2

E é o ponto médio de BD =

=>E(3+2;2+4>=(i;3)
2 2 2

A soma das coordenadas de E é:

5 5+6 11
— +3= = —
2 2 2

Resposta: B
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e Entéo,l\/l(z; i)

2
A3:4) B(5:4) _XatXg —4-2
C) Xy = 2 = =-3
Ya + Vg -2-4
Yum = 2 = 5 =-3

Entéo, M(-3; - 3).

Xpa+Xg  Ya+ Vg
A e Como I\/I( : ) entao:
| 2 2
|
: -2 +Xg
i 3=72 =-2+x3=6=x3=8
|
| > -2 +vyp
5 x —2:T=>—2+y8:—4:>y82_2
Logo, B(8, - 2).
(8 Ay
A — B
6 Vv
- ey
a) Obtencao de E, ponto médio de AC: 2/l 1 X
“\M
E( 5+ (-3) : 4+ (-6) ) — (1)
2 2 (o}
0" |
b) E é o ponto médio de BD: Observando a figura, temos que M(1; — 2) é ponto médio
Portanto: de AC, sendo A(2; 3) e Clxe: ye). Logo:
|- -1 +xp 2 + %
2 2=-1+xp Xp =3 2 =1=22+x.=2=x:=0
<>
: 2+Yp -2=2+yp Yp=-—4
T 3+ve
2 =-2=3+yc=-4=y.=-7
Resposta: E
Assim, C(0; — 7).
@ Considerando o ponto médio Mxy;; yyy), temos: M(1; - 2) é também ponto médio de BD, sendo B(6; 4) e
X + Xg 1+3 D(xp; Yp). Logo:
a) XM = 5 = 2 =2
6 + Xp
=1=06+xy=2=xy=-4
Ya + Yg -7-5
yM = = = - 6
2 2 4 +vyp
=-2=4+ =—4 = =-8
Entao, M(2; - 6). 2 Yo Yo
X5 + Xg _1+5 Portanto, D(- 4; — 8).
b) Xy = > =— = 2 Os pontos C e D séo C(0; - 7) e D(- 4; - 8).
Va + Vs 5_2 3 e No exercicio, temos:
yM = = = —_— b 3 . _
2 2 2 e M| 0; — | porque é ponto médio de AC;
2
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b . —
N < i; — ) porque é ponto médio de BC.
2 2

Vamos provar que MN = A—ZB sendo A0, 0) e Bfa, 0).

dA, B)=V(@-0?+(0-07?=a

2 2
d(M,N)=M<O—i>+<£—B> -2
2 2 2 2

Logo, MIN = A_2IB

@ Como Mlxy, Yy € ponto médio de BC e B(4, 0), C(0, 3),

temos:

4+0
Xpg = =2
M 2
y 0+3 3
M 2 2

3
Logo, M(2; — |.
so.M(2 )

M ¢é equidistante de B e de C, pois é ponto médio de BC.

Dessa forma:

2
d(M'C):\/(O_Z)” (3_ i) _5
2 2
2
diA, I\/I)=/\/(O—2)2+ (i_o) _5
2 2

Logo, M é equidistante dos trés vértices do triangulo ABC.

Médulo 36 - Area do triangulo e
condicao de alinhamento

-1-21
@o={1 0 1]|=2+2+2=56
0 2 1
, 6]
area do AABC = 2 =3

y 1
2 1|=2-3y+6-1=7-3y
11

1
@Do-|o

-3

area do AABC = |2L|=4©|D\=8©|7_3y|=8©

©7—3y=8ou7—3y=—8©y=——;ouy=5
Resposta: A

©o-

-1-31
1T 1 1[=—=1-6+1-2+1+3=
2 1 1

=-4=0= A, B e Cnao estao alinhados.

2 1 1
eD: 3 -2 1|=-4+x,+2x,-3=3x.-7
xe 0 1
A, B e C estdo alinhados =D =0 =

=>3xc—7=0=3x0=7=>><0=—7

3
e .,
3 ©0°
D |
4f-—---- [} |
N |
[N 1
o\ I
[N |
| \ |
7] 1@ !
P :
R — P! i
A !
I >
12 3 5 X

A drea do quadrildtero ABCD ¢é igual a soma das areas dos
triangulos ABD e BCD.

a) Area do AABD:

T 1 1
D=3 2 1|=5b
2 4 1
) 15| 5
dreadoAABD= — = —
2 2
b) Area do ABCD:
3 2 1
D=5 5 1|=7
2 4 1
. 17| 7
dreadoABCD= — = —
2 2

¢) Area do quadrilatero ABCD:

5 7 12
_— 4+ — = — = 6
2 2 2
Resposta: A

e O ponto P, em que a reta AB intercepta o eixo das abs-
cissas, é tal que
a) sua ordenada é nula (y = 0) = P(x; 0)
b) P, A e B séo colineares, portanto:
D =

x 01
10-2 1|=0e-2X+10+2-x=0<
1T 11

< -3Xx+12=0<x=4

Logo, o ponto procurado é: P(4; 0)
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o A partir da representacao do quadrilatero no sistema car- Médulo 37 - Equacio da reta
tesiano e em seguida dividindo-o em 2 triangulos, temos: -
0 a) Equacéo de AB:

2 5 1 Xy 1
711 1T -2 1|=0e-2x-3y+4-6-4x-y=0<
Sipoo 3 -4 1l _41 34 1
a) Syapc = 2 =72 -

& -06x-4y-2=0<3x+2y+1=0

b) Equacao de CD:
x y 1

-1-4 1]|=0e-4x+5y-5+20-bx+y=0<
5 5 1

< -9Xx+6y+15=0<3x-2y-5=0

(2 A(1;2)

M
2 51
3 -4 1 B(54) C(2;7)
-2 3 1| 38
b) Spaco=—5 = l\/|< 1+5 . 2+4 );(3;3)
2 2
A area do quadriladtero representa a soma das areas dos —
triangulos, portanto: Equacéo de CM:
41 38 79 x y 1
S =—+—=—=395
ABCD T2 T2 T 2 2 7 1|=0e7x+3y+6-21-3x-2y=0<«
3 3 1
9 Para que os pontos A, B e C sejam colineares, devemos
impor que D =0 < 4x+y-15=0
Logo:
Xy, 5 1 x—3y+2=0©{2x—6y=—4©
A 9{5x+6y-4=o Bx + By = 4
D=[-3 8 1|0«
9
4 — 1 x=0
2 - {7X=O - __2
27 9 5x + By = 4 y = 3
< 8X, +20- — -32+156- %, =0« ) B )
2 2 O ponto de interseccéo das retas é
< 16X, +40-27-64 +30-9x, =0 < Q(O'2>
e Txpy =21 < x, =3 "3

. Equacgéao de 55:
Q Sendo A(0; 2), B(4; 0), C(~1; - 2) e S a area do triangulo

1
ABC, temos: _X1 _y3 1
D| 0 2 1 5 =0©—3x—%—%x+y=0©
S=——,emqueD={4 0 1|=-18 0 3 1
2 —1-2 1
Dessa forma, S = 9. @ -HX-2-2x+3y=0<
Resposta: C < -11x+3y-2=0«11x-3y+2=0
(@ sendo S a 4rea do triangulo ABC, temos: @ o) Obtencio de b: B(2; b) pertence & parabola
ID| T2 1 y=x2-4x+3,entdob=22-4.2+3=-1eB((2;,-1)
S = T,emqueD: 3 4 1)1=0 b) Equacao de AB:
4 5 1
x y 1
Dessa forma, S = 0 e os pontos ABC estdo alinhados e sdo 1 3 1/=0<
parte do gréfico de f(x) = x + 1, pois f(1) = 2, f(3) = 4 e 2 -1 1
fl4) = 5. o 3x+2y-1-6+x-y=0<4x+y-7=0
Resposta: D
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6 A reta s, simétrica de r em relagdo a reta de equagao
y = 3, passa pelos pontos (3; 4) e (5; b).
A equacao da reta s é:

x y 1
5 5 1|=0«x-2y+5=0
3 4 1
Ay
(5:5).s
(34) -1
\\\\ /,’I” T
y=3 ///: :\I\ti T
T S i
(32) >~ T
L
(5:1)°r
Resposta: C

0 1°) M é ponto médio deAB, entao M (—; 2) .

2°) C(0; c) é tal que AC = BC, entéo:

Vi2-02+-32=VE-02+(-12

<
3
e4+c2-6c+9=9+c?-2c+1ecC= e

Assim, o ponto C resulta C (O; %) .

3°) A reta suporte da mediana CM tem equacéo

X y 1
52 2 1]1=0«2x-4y+3=0
0 3/4 1
Resposta: D
(0:6) y=x+2
B
(2;4)
c(02) i
/ 1 A(6:0)
/ D E(2,0)
X+y=6

y=X+2
1) < B(2, 4)
X+y=6

2) A érea S do quadriladtero A(6; 0), B(2; 4), C(0; 2) e D(0; 0) é
igual a area S, do trapézio EBCD somada com a area S, do
triangulo ABE. Logo:

4+ 2 4.4
S= .2+ =6+8=14
2
Resposta: E

| -
<

N

B
—
A

\
x

N|w+----40
<
I
N
<
I
|oo

x=0

Os veértices A, B e C do triangulo séo:

A(O;O),B(O; i ) eC( E; i ) e a 4rea vale
4 2 4
3 3
' 9
A 2 4 2
2 16

3
A raiz quadrada positiva da area é T .

Resposta: A

Q )y = x2 — 4x + 3 tem vértice V(X,; yo), em que:

b 4
XO:—:—:2
e 28 2 V(2,—1)

YVo=12)=4-8+3=-1

) A pardbola y = x2 — 4x + 3 encontra o eixo das ordenadas
no ponto A(0; 3)

[1) A equacéo da reta AT/ é:

x vy 1
2 -1 1| =0e2x+y-3=0
0 3 1

Esta reta corta o eixo Ox em B(3/2; 0) e, portanto, a drea
do triangulo AOB é:

y
A(0;3)
3.
‘ 5(39)
o| \ %
3 3
. 2 9
T
Resposta: E
O®2=28-2=6
fix)=0ex3-x=0<x=0oux=1oux=-1

A funcdo g(x) = a . x + b passa pelos pontos (2; 6) e

(- 1; 0), portanto,

X y 1
2 6 1 |[=0<vy=2.x+2,daqual se conclui que
-1 0 1

a=2,b=2ea.b=4
Resposta: B
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Meédulo 38 - Posicoes particulares da reta ) 0<y<5:

)
Ay 5,
(0,5)B +
] y=2
2
i o ,
0 X
-]
0 X
-1<x=<3
0-1)A+ 1)
(0-1) { O0=sy<5b
I AY !
Resposta: D I 5 |
_____ :_______________ —
I
|
_v = — I
gl) rﬂsc»{zx y=0 @{X 2:>(2;4) :
2x+y-8=0 y=4 .
[}
I
II) A reta vertical que passa pela interseccdo (2; 4) das i
retas (r) e (s) tem equacdo x = 2. i
! al >
Ay Y 13 X
I I
44-————- 9

e A regido definida pelas retasy = x — 1, y = 2 e 0s eixos
T coordenados é a hachurada abaixo:

1 Ay

y=2

1, > i
0 2 X o i
0 3
Resposta: E 4
y=x-1
Sua érea S ¢ igual a:
) -1 <x<3: 3+1).2
(3 ) x s B8rD-2 _,
2
! AY Resposta: C
[}
L
l .
: 6 As equacdes das retas t e s sdo, respectivamente,
1
! V3
! y=—3 X+2 e y=-2
[}
1
l Se (a; b) é o ponto comum as duas retas, temos:
1
- : > b=-2 b=-
-1 0 2 3 X
] V3 - s 12
= — 2 E—
b 3 a+ \/§
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Dessa forma,

) 12 \° V3 21

ar = _—— = B —— = —
V3 12 48

Resposta: E

e(><—3).(y—1)=0c>><—3=00uy—1 = 0 que séo as
equacoes de duas retas perpendiculares. A reta de equa-
cdo X — 3 =0 « x = 3 é paralela ao eixo y e a reta de
equacdoy—1=0<y =1 & paralela ao eixo x.
Resposta: E

Médulo 39 - Semiplanos

(1 )0

AY 3x-2y-6=0
-] / >
(0,0 (20) x

/ (0-3)

II) Substituindo as coordenadas da origem na equacéao da
reta, temos:3.0-2.0-6 < 0.

|1l) Representando graficamente as solugdes da inequagao

3x—-2y-6=0, temos:

/ (0,3)

Q I} Representando graficamente as solu¢des da inequacéao
X +y—4=0, temos:

AY

©)
G\ (0,4)

0 40N x
x+y-4=0

Il) Representando graficamente as solu¢des da inequacao
x -y =0, temos:

xy

[l) Representando graficamente as solugdes do sistema

x+y-4= 0, temos:
x-y=<0
y
(0,4)
(2,2)

7‘ 0 (4,0)\ X

(30 ‘V
(0,3)

]

/(-2,0) 0 X

A reta que passa pelos pontos (- 2; 0) e (0; 3) tem equa-
¢ao dada por:

x y 1
-2 0 1|=0e3x-2y+6=0
0 3 1

[I) Substituindo as coordenadas da origem na equacéo da
reta, temos: 3.0-2.0+ 6> 0.
Logo, a regiao do grafico pode ser representada por:
3x-2y + 6 <0.

Resposta: E

Q Como (- 2; 2) e (5; b) estdo em semiplanos opostos em
relacédo a reta de equacdo x + 3y—-3=0¢e
(-2)+3.2-3>0,devemoster5+3.b-3<0«

2
@b<-—
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. 3 | . .
Das alternativas apresentadas, somente — —— é menor 0 Os valores reais x e y que representam, respectivamente,
4 as quantidades de peixes vermelhos e amarelos deverao

satisfazer as condicoes:

{5€.x+3€.y53006 é{ Bx + 3y = 300

10g . x + 4g . y = 500g 10x + 4y = 500

a) A regiao do primeiro quadrante do plano Xy, cujos pares
ordenados definem as quantidades de peixes ver-
melhos e amarelos que podem estar no aquério, € a
representada no gréfico seguinte.

AY

Resposta: D \%
100

6 l) A regido R, dos pontos (x; y), definida pelas condigoes
simultaneas é:

50

3y-2x-6=0

XV

y=5

30 50 \
5x+3y=300

10x+4y=500

b) A quantidade de cada tipo de peixe no aquério, de for-
ma a consumirem o total da racdo disponivel e utiliza-
rem o total da dgua do aquaério, e a solucdo do sistema

2y+3x-12=0 { 5x + 3y = 300 {—1 0x — By = — 600
<>
10x + 4y = 500 10x + 4y = 500

) A regido R é limitada pelo trapézio de vértices

A(-4: -2/3), B(0; 2), C(0; 5) e D(- 4; 5). Sua &rea S é tal

@{—2y=—100 ex =30ey =50

10x + 4y = 500
que:
Meodulo 40 - Coeficiente angular e
g_ WD+BOICD equacao reduzida
’ (1
a) AY

(F+2)

—+3/4
=4 S = 3 <= S = E

2 3

e A regiao triangular limitada pelo sistema de inequacoes
[ 3x+by—-15<0

2x +5y-10=0
x=0

é dada pelo grafico abaixo.

Ay
b)
//a//sws =0
A é&rea da regido triangular ABC ¢ igual a:
1.5
= — = - 1-4

A_ 2 _2'5 mz—yA YB= :I’ﬁ:i
X — Xg -1-3 4

Resposta: A

80 MATEMATICA




©) AY
\ 150°
0 \?
m =1g 150° = -tg 30°=m = _@
d)
AY
B
(—1;‘\
F\ .
0 X
A
(5,-2)
m = Ya~VYe _ -2-3 :mz_i
Xp — Xg 5-(-1) 6
g” Ala; - 2)
B(-1; a)
- -2-a -2-a
B T _
Xp = Xg a-(=1 a+1

Il) Para que o coeficiente angular da reta AB seja igual a

3
- 7 devemos ter:

3 -2-a
- = < 33+3=4+2a<a=1
2 a+1

e Dada a reta (r) de equacéo — 3x + 2y + 7 = 0, temos:

I) Equacéo reduzida:
3 7
-3X+2y+7=0=2y=3x-7ey=— X—- —
2 2
II) Coeficiente angular:

3
= — X—-— =M= —
Y 2 2 2

[Il) Coeficiente linear:
3

Y= — X—— = h=- —
2 2 2

9 Seja P(x; y) um ponto genérico da reta determinada por A

e B. A equacéo geral é obtida fazendo-se

x y 1
211
321

=0« Xx+3y+4-3-2x-2y=0<

< x—-y—1 =0 (equacao geral)

Isolando a variavel y, teremos:

y = x{=1), que é a equacgao reduzida.

coeficiente linear (h)

coeficiente angular (m)

Note que tg 8 = m = 1 (coeficiente angular positivo) indica
que a “reta é estritamente crescente”.
—_

h = — 1 indica que a reta "“corta o eixo Oy no ponto de or-
denada—1".
O gréfico é
AY
r
1 0

» x
)

A equacao geral é obtida fazendo-se

x y 1
-1 3 1|=0e3x+4y+2-12+2x+y=0<
4-2 1

< Xx+y-2=0 (equagao geral)
Isolando a variavel y, teremos a equacgédo reduzida:

y = X (+2?
coeficiente linear (h)

coeficiente angular (m)

Note que tg 6 = m = — 1 (coeficiente angular negativo),
entéo a reta é “estritamente decrescente”.

h = + 2, entdo a reta “corta o eixo O_;/ no ponto de orde-
nada + 2.

O gréfico é

AY

r\z
\9
P X

SN
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0 ¢) A equacéo reduzida da reta no plano cartesiano é:

AY =

y=mx+h=y=—x+(-3) «
r 3

| /)x <3y =V3x-9<V3x-3y-9=0
P (50

Resposta: A

0 A mediana é o segmento que vai de um vértice ao ponto

/ Q(0;-3) médio do lado oposto. Inicialmente, devemos obter os
pontos médios dos lados do AABC.
A partir da equacao segmentaria AY
R Y. 1, temos:
5 - B (0, 4)
P
1+L=1©—3x+5y=—15© .
5 -3 P> X
- N
< 3x-by—15 =0, que é a equacao geral. €8.0) A00)
o a) Equacao geral: Assim:
>2< %/ 1 a) M é o ponto médio de AB.
-2-3 1 |=0«5x-6y-8=0
4 2 1 =X Xp + Xg 0+0
X\ = 2 = 2 =
b) Equacao reduzida: = M(0; 2)
5 4 _yA+yB_O+4_2
5x—6y—8=0©6y=5x—8©y=?x—7 Ym = 5 = 5 -

c) Equacao segmentéria:

_ b) N é o ponto médio de AC.
A partir da equacédo bx — 6y — 8 = 0, podemos obter os

interceptos da reta: ( . - Xp+Xc  0+(=8 .
N = =
(0 3 (ﬁ- o) < 2 2 = Ni-4; 0)
3 5’ Ya+tYe 0+0
. . N == =
A partir deles, escrevemos a equagdo segmentdria: L 2 2
2 + y4 -1 c) P é o ponto médio de BC.
- - X=XB+><C=0+(—8)__
. J P 2 2 )
d) Coeficiente angular: Va+Ye 4+0 = P-4, 2)
_2-t3 _ 5 T2 T2 T
BT 42 6

Em seguida, obtemos as equacdes das retas suportes
Obs.: O coeficiente angular pode ser obtido diretamente das medianas:
da equacéo reduzida.

d) Reta suporte da mediana AP.

(8 54
00 1|=0ex+2y=0
AY -4 2 1
e) Reta suporte da mediana BN.
xy 1
04 1|=0ex-y+4=0
P X -4 0 1
f) Reta suporte da mediana CM.
/ x vy 1
-8 0 1|=0ex-4+8=0
Temos: 02 1
Equacoes reduzidas:
a)e=30°=>m=tge=t930°=ﬁ - X
3 y=5y=x+ 4,
b) A reta corta o eixo dos y no ponto de ordenada — 3. x
Indica que o coeficiente linear da reta é h = — 3. y = 7 +2 respectivamente
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Médulo 41 - Posicoes relativas entre duas retas

@) x-4y+2=0=

( a -3 3
m=-—=——=m; =—
b - 4
= 1
c -2 1
h1=——=—$h1=—
L b -4
I) 6x-8y +4=0=
( a -6 3
m,=——=——=m, =
27 p -8 27 4
= 1
h C -4 h 1
= —_—-_—=— = —_—
\2 b _8 2

) m, =m, e h; =h, = paralelas coincidentes

9” x-2y+7=0=

a -3 3
gl
=
o] - 7
h1:——=—2h1——
b -2 2

a -9 3
Mty Te ™
=
h. = c 2 -
27 b -6 27 3

I m,; =m, e h; = h, = paralelas distintas
e ) 3x+4y-1=0=

( a -3 3
m,I:——:—zm,l___
b 4
= 9
o] 1 1
h1:——:—=>h.]_
L b 4
I) 8x -6y +5=0=
( a -8 4
Ma=—m—=— =M, =
27 b - 273
= 9
h c -5 h 5
= —-_—=— = —
& b -6 2
1 .
) m; = - — = perpendiculares
my

el) N3x-2y+7=0=
-3 3

a
> MN=—-———=—=M = —
b r

' -2 2

) (s)6x-ky-5=0=
-6 6

:—:>m5=—

-k k

_a
STy
II) Para que (r) e (s) sejam concorrentes, devemos ter:

m, = mg = — = — = k=4
2 k

e Calculo do coeficiente angular (m;,) da reta r:

a 15 3
m1 = — = —— == —
b 10 2
Calculo do coeficinte angular (m,) da reta s:
a 9 3
m2 = — = — == —
b 6 2

Como m; = m,, entéo r e s s&o paralelas.

e Célculo do coeficiente angular das retas:

(@+3x+4y-5=0=

=>4y=—(a+3)x+5:>y=M+i
4 4
Entdo, m; = ———— (a+3).
4
X 1
x+ay+1=0=ay=-x-1T=>y=- — - —
a a
1
Logo, mzz—?,a¢0.
Como m; = m,, temos:
a+3 1 a+3 1
- = — = = — =
4 a 4 a
=a2+33a=4=3a2+3a-4=0=a=-4¢ea" =1

Portanto, o valordea é -4 ou 1.

o Vamos recordar que trapézio € um quadrilatero convexo
com dois lados paralelos, chamados de bases.
Pelos dados do problema, as bases sdo AB e CD.
Como A e B tém a mesma ordenada (yg = y, = 2), entdo
AB ¢ paralela ao eixo x, 0 que também ocorre com CD.
Assim, a equacéo da reta suporte deCD é 'y = b.

@ A equacao da reta r, paralela a reta de equacéo
3x+2y +6=0,édaforma3x +2y + k=0, comkeR

A reta r passa pelos pontos
3.0+2.b+k=0 {b:1
g

(0; b) e (- 2; 4b) < {
3(-2)+2.4b+k=0 k=-2

queresulta () 3x + 2y -2 =0

Q Nosso problema consiste em resolver o sistema formado
pelas equagdes das duas retas, r e s:

{x+3y+4:0 10 14

=Yy
2x-by-2=0 1M1 11

Logo, o ponto procurado €
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@ Os vértices do triangulo sdo pontos de intersecgao das
retas suportes, tomadas duas a duas.
e Ponto de interseccdo das retas
X+2y-1=0ey-5=0:

{x+2y—1=0 {x+2y—1=0
= =x=-9
y-5=0 y=5
O ponto procurado é (- 9; 5).
e Ponto de interseccdo das retas
x—-2y-7=0ey-5=0:
Xx-2y-7=0 X-2y-7=0
= =x=17
y-5=0 y=5

O ponto procurado é (17; 5).

e Ponto de interseccao das retas
X+2y-1=0ex-2y-7=0:

{x+2y—1=0

3
=x=4ey=- —
x=2y-7=0 2

O ponto procurado é (4; - % ) .
Logo, os vértices do triangulo sao os pontos

(-9;5), (17:5) e (4;-%).

Médulo 42 - Equacao de uma reta
que passa por P(x,; y,)

0 l) A reta passa pelo ponto P(- 1; 2) e tem coeficiente
angular m = tg 60° = V3.
Il) A equacédo da reta é dada por:
y-Yp,=m. (x—xp)sy—Z =V3. x+ 1)<

©y:\/§.x+2+\/§

Resposta: E

Q ) O coeficiente angular da reta r de equagéo
2x-y+5=0¢

I} Como as retas t e r séo paralelas, entdo m, = m_ = 2.

) A reta t passa por P(- 2; 3) e tem m = 2, assim, sua
equacéo é dada por:
y—yp:m.(x—xp)sy—3:2.(x+2)©
y-3=2Xx+4 < 2Xx-y+7=0

9 [) O coeficiente angular da reta r de equagéoy = — 2x + 1

em=-2.

I) Como a reta procurada é paralela a reta r, entdo, seu
coeficiente angular é, também, m = - 2.

Ill) A reta procurada passa por P(- 1; 3) e tem m = - 2,

assim, sua equacgao é dada por:

y—ypzm.(x—xp)=>y—3=—2.(x+1)©

Sy-3=-2X-2<2x+y-1=0
Resposta: B
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9 I) A reta r passa pelo ponto P(1; 3) e tem coeficiente

angular m = tg 150° = —tg 30° = - %

Il) A equacgéo da reta é dada por:
-y . =m.((X=-X)= —3——£ x=-1) =
Y=Yp=m. o=y -8=-—=.

©3y—9=—\/§.x+\/§©\/§.x+3y—9—\/§=0
6 a) Vamos calcular o coeficiente angular m da reta dada:

8x + 2y -1 =0=>2y=—8x+1=>y=—4x+%
Entdo, m=-4

Como a reta procurada ¢ paralela a reta dada e passa

pelo ponto P(1; 2), sua equacao é:

y-2=-4x-1)=y-2=-4x+4=y=-4x+6
b) Vamos calcular o coeficiente angular da reta dada:

X Y
7+?:1=>3x+2y:6=>
3x
:2y:—3x+6=>y:—7+3
3
Logo,m:—T.

A reta procurada é paralela a reta dada. Portanto, seu
3
coeficiente angular é, também, - - Como ela

passa pelo ponto P(2; 5), sua equacao é:

3
y-5=-— (x-2)=2y-10=-3x-2) =

2
=2y-10=-3x+6=2y=-3x+ 16 =
3x g
=y=- > +

¢) Vamos calcular o coeficiente angular da reta dada:
X+y-5=0=y=-x+5
Assim, m = - 1.
A reta procurada tem coeficiente angular igual a
m = -1 (porque é paralela aretax + y—-5 = 0) e passa
pelo ponto P(4; — 4).
Entdo, sua equacéao é:
V+4d=-1x-4)=y+4=-x+4=>y=-X

d) Vamos calcular o coeficiente angular da reta dada:

2x 7
2x=by+7=0=>-by=-2Xx-7T =y = ? +€

B 2
Entdo, m = —.
5

De acordo com o problema, a reta procurada passa pelo
ponto P(- 1; 3) e é paralela a reta dada. Portanto, seu

2
coeficiente angular é m = E Logo:

2
y_3=?(x+1)=>5y—15=2(x+1)=>

17

=by-156=2X+2=0by=2x+ 17 =y = +?

X
5




e) Aretay—2 =0 é paralela ao eixo x, conforme a figura: 1
V) Parat=5,temosd= — .5 < d=25.

4y 2
O numero de desempregados apds 5 meses do inicio da
P(4:2) y-2=0 observacéo ¢, pois, 2500.
> Resposta: D
0 X

Meodulo 43 - Paralelismo e perpendicularismo
A reta procurada passa por P(- 4, 2) e é paralela a reta

dada. Logo, séo coincidentes. Portanto, a equacéo 0 I) O coeficiente angular da reta r de equacéo
procurada éy = 2.

-a 1
f) Areta x = 2 é paralela ao eixo y, conforme a figura: dy-x+3=0em = b 5
y =2 I) Como a reta procurada é perpendicular a reta r, entao,
seu coeficiente angular é m = — 5.
> [Il) A reta procurada passa por A= 2; — 1) etem m = -5,
0 X assim, sua equacéo é dada por
P(2;-5)
Y=yYa=mM.X=X)=y+1=-5.x+2)=
A reta procurada passa por P(2; — 5) e ¢ paralela a reta Sy+1=-%-10<5+y+11=0
dada. Resposta: A
Logo, sdo coincidentes. Portanto, a equacao procurada o
éx=2. 9 I) Coeficiente angular do segmento AB:
A=3; 1)
0 As retas que passam pelo ponto P(2; b) pertencem ao feixe B(5; 7)
de retas de centro P, e, portanto, tém equacéo do tipo:

p quac P Ve = Ya 7-1 6 3
y—-5=m(x-2) = Mpg = = = — = —
Fazendo m = — 2, obtemos a equacgao da reta procurada: X = Xa 5+3 8 4
y-5=-2(x-2)<2x+y-9=0 [} Ponto médio do segmento AB:

- . Xp+Xg —3+5
o O coeficiente da reta sera: Xy = = =1
3n b1 2 2 .
m=tg — =-tg — =-1 = M(1; 4)
4 4 Yat+Yg 147 4
A equacéo da reta que passa pelo ponto P(3; 5) e tem coe- Ym = 2 9
ficiente angularm=-1éy-5=-1x-3) < x+y-8=0 _a
. 1) A mediatriz passa por M(1; 4) e tem m = ——, assim,
Resposta: D P P 3

Sua equacao é dada por:

18]

Y=Yy=m.X=xy)=y-4= T x=1) =

<3y-12=-4x+4<4x+3y-16=0
Resposta: C

@ ) Coeficiente angular do lado AB:

o
N
N
[3; T S
Y

A(0; 0) }
- < 1 B(3; -1
I) o coeficiente angular da reta AB é ? . ( )
ll) o coeficiente angular da reta CD // AB & — = Map = A " = - :
J 7 Xa-x,  3-0 3
III) A reta CD passa por C(4,2) e tem coeficiente angular I) A reta suporte do lado CcD passa por C(5; 2) e tem
% . Representando por d (em mil), o nimero de desem- m = 1 , assim, sua equacéo é dada por:
3
pregados em funcao de tempo t, temos: _
Y=Ye=M.X=X)=y-2=— . (x-5) =
d-2= 3

1
— t-4)e=2d-4=t-4<d= lt
2 2 < 3y-6=-X+bex+3y-11=0
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9 ) Coeficiente angular do lado AC:

Al=2;-1) }
C(0; B)

Ye=Ya 5+ 1 ~

m = = =
AC
Xe = Xp 0+2

II) A reta que contém a altura relativa ao vértice B do
triangulo ABC passa por B(4; 1) etemm = % assim,

sua equacao é dada por:

y=yg=m.KX=-xg)l=y-1=— . (x-4) =

< 3y-3=-x+4<x+3y-7=0

6 Se os pontos A(1;4), B(3;2) e C(7;y) sdo vértices con-
secutivos de um retangulo, entdo os lados AB e BC s&o
perpendiculares, portanto:

-1 y—-2 -1
m = = = =
T mug 7-3 2-4

3-1

=ley=06
4

As medidas dos lados AB e BC sao:
AB=+(4-22+(1-32=V8

BC = A (7-3)2+(6-2)2 = V32, e a 4rea, em unidades

de superficie, é igual a: S=AB . BC = V8.V32 =16

Resposta: C

e ) Searetadeequacdo Bk—-k?) .x+y+k?-k-2=0¢
perpendicular a reta de equacdo x + 4y — 1 = 0, entao:
-(Bk-k? 1)
1 -4
=k?-3k-4=0=k=40uk=-1
l) Se a reta de equacao

=-1<

Bk -k?) . x +y + k? -k — 2 = 0 passa pela origem, ent&o:
k2-k-2=0«k=2o0uk=-1.

Para que as duas condicdes sejam satisfeitas, temos:

k =-1, e portanto, k? + 2 = (-1)2 + 2 = 3.

Resposta: D

e Ay

C (-12;40)

B(0;4)

XV

A(-12;0) 0

86 MATEMATICA

O coeficiente angular da reta r:

3x+y-4=0¢ém_ =-3 e, portanto, o coeficiente angular
— 1 .

des=ABeéem, = 5 pois rls.

Como B €ré tal que B(0; 4) e BE S, a equacdo de s é

y—4 = % .x-0) e x-3y+12=0.

Assim, A€s é A(-12;0), e Ceré C(-12; 40).
Logo, a érea do triangulo ABC é dada por
AC .12 40 .12

S= = =240
2 2

Resposta: A

6 Seja o triangulo ABC abaixo.

(O;O)A‘ 3 C(8;0)
(n

I) A equacéo da reta (r), suporte da altura relativa ao lado
AC, é x = 3.

6
l) Se mg. = ——, a equacéo da reta (s), suporte da
5
altura relativa ao lado BC, é:

5
y-0= .(x—O)c»y:?x

6
[1I) O ortocentro do tridngulo ABC é obtido a partir da in-

terseccao dessas alturas, entdo:

Xx=23 x =3
5 < 5 cuja soma das coorde-
= —_X e pp—

=% =5

nadas é
5 11
3+ — = —
2
Resposta: B

Q I) A equacao da reta r que contém os pontos (2;0) e (0;3)

X
é da forma T3 + % =1<3x+2y-6=0e€ seu
. , 3
coeficiente angular é m, = - -




I) Areta s, que contém o ponto O(0;0), é perpendicular a
reta r e tem coeficiente angular igual a
1 2
m. =- —— = ___

m, 3

IIl) As coordenadas (x; y) do ponto P, interseccédo entre as
retas r e s, sao tais que:

2
2 y=+X
yZEX == 3 =
3X+2y-6=0 3x+2.—x%x-6=0
18
X =—
= 13
12
LT
18 12
Portanto, P _— —
13 13
Resposta: C

@ Se Al-1; 4) e B(3; 6) sdo simétricos em relacao a reta (r),
entdo (r) € a mediatriz do segmento AB.

r

A(-1:4) M B(3:6)
Portanto:
-1 -1 -1
e =64 - 1 7
M - 1
3+ 1 2
Resposta: B

Meodulo 44 - Distancia de ponto a reta

od— la. xg+b.yy+c] ~
a +b?

3.0-4.0-15] |-15] 15

V32442 \Vas 5

=3

9d= la. % +b.yp+c

Va? + b?
3.5 +1-6 |20
V32412 V1o

20
2010, o

vio 10

Resposta: E

la.x +b.y +c| [2.3-5-11] I- 10|
gd: £ e = = =
Va? +b? V22 +12 Vs

9 ) Na reta () x + 2y = 3 = 0, fazendo y = 0, obtemos
x = 3, assim P(3; 0) é um ponto da reta r.

[I) A distancia do ponto P(3; 0) a reta s é:

la.x,+b.y,+cl

Va? + b?

[2.3+4.0-1] 5]
V22 4 42 V20
5 5.V5 B
2.\V5 2.5 2
a.x,+b.y +¢c 3.-2)+4.1+k
@i POt | .
Va2 + b? V32 + 42

-2 + K|
5

<4 =

< |-2+k=20=-2+k=20

ou-2+k=-20=k=220uk=-18

Resposta: C

@ X 4 L:]@ZX—V+2=O
-1 2

2(-1 -1).2+2
S |20+ 1) .2+ 2]

2
V 22 + (-1)2 Vs
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Resposta: A

o As retas paralelas a reta de equacgdo x + y — 4 = 0 sédo do

tipox +y +k=0.

Destas, as que distam 3V2 do ponto P = (2; 1) s3o tais que
[2+1+k]|
——————— =3V2< |3+k|=6<k=30uk=-9

12 412

As retas paralelas a reta dada e distantes 3V2 do ponto
P(2; 1) tém equagbes x + y + 3=0o0oux +y—-9=0.
Resposta: A

A partir do enunciado, temos:
3. m+4.1+4]

V 32 + 42

=6« [3m+8 =30«

+30-8
©3m+8=i30©m=T@
22 38
sm=—oum=—- —
3
Assim, a soma dos valores de m é:
_ 38 22 16
3 3 3
Resposta: A

Se P é o ponto do 19 quadrante e pertencente a reta de
equacaoy = 3. x, entdo P (x; 3x), com x positivo.

Sabendo que a disténcia de P (x; 3x) a reta de equacéo
3x + 4y = 0 é igual a 3, temos:
3.x+4.3. x|

V 32 4 42

O ponto P tem coordenadas (1; 3), cuja soma é 4.
Resposta: D

=3« |15.x|=15<x =1 (pois x > 0)

a) Senmx+2y+4=0c¢e
(s) mx —4y + 5 = 0 sdo perpendiculares, entao:
m.m+2.-4=0em?=8<
em=+V8=1+2V2

b) A distancia entre as retas
(t)3x+4y =0 e (v)3x + 4y + 5 =0 é igual a:

5-0
go -0 5 .

V32 + 42 5
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Meédulo 33 - Paralelepipedo e cubo

(2]

(3]

o

(5]

(6]

c=5cm

a=3cm
) Ar=2.(ab+ac+bc)=2.(3.4+35+45)=A;=94cm?
) V=a.b.c=345=V=60cm3

D =Va2+b?+c?=V324+42 452 =
=V60 =D =5V2cm

) V=125cm3 < aS=125<a=5cm

) A;=6.a2=6.52=6.25 < A; =150 cm?

[) D=5V3cmeaV3=5V3<a=5cm
1} AT=6a2=6.52=6.25<1>AT=1500m2
Resposta: D

D=Va2+b2+c2=V\324+424122=

=V9+16+ 144 =V169 & D =13 cm

Resposta: C

50 cm

G

?

I

|

I

|

I

|

I

:

|
y

C

Seja x 0 menor comprimento de tecido necessério para a
forracdo da base do cesto e da parte lateral externa. Como
a largura do tecido é de 50 cm, devemos ter:
Xx.50=(25)2+4.(25.50) & x=1126cm < x=1,126m
Resposta: E

Em cada caixa de 40 cm x 40 cm x 60 cm, a transportadora
consegue acondicionar 8 pacotes de 20 cm x 20 cm x 30 cm,
conforme ilustra a figura seguinte.




' I
00
1 . !
(i T 30cm
1 4 1 1
I Lo ! 1 I
] - 1 I 1 ]
] L
1
[ S M daly minly AT
1 |// 1 1 Rl 1 Rd
[ ! - . -
e v Lo
S
T j 30cm
e [ ! 1
LA AN !
i e imeodi=o| S
1 s 1 -
1 Id 1 e
[ 0 o 20cm
o P S D
/,/ ,//
e L 20cm
20cm 20cm

A quantidade de caixas desse tipo necessaria para 0 envio

100 - -
de 100 pacotes é e = 12,5. Portanto, sdo necessarias
no minimo 13 caixas.

Resposta: C
i
i X
I
I
|
P R
X ///
7 10 - 2x
20 - 2x

A caixa retangular sem tampa obtida é um paralelepipedo
reto retangulo, cujas dimensdes, em centimetros, sédo
20 - 2x, 10 — 2x e x. Assim, o seu volume V(x) é dado por
V(x) = (20-2%) . (10 - 2x) . x <

< V(X) = (4x%2 — 60x + 200) . x < V(x) = 4x3 — 60x2 + 200x
Resposta: A

Modulo 34 - Paralelepipedo e cubo

(1 ) D=VaZ+b2+c? =V12422 452D =V30cm
MA;=2.(ab+ac+bc)=2.(1.2+1.5+25)=
= A; =34 cm?
V=abc=125=V=10cm3

@ Vv-abc336=67cec=8cm
Resposta: A

@© ) A =-288m?<6a2=288 <
ea2=48=a=4V3m
) D=a.V3=4.V3.V3=D=12m
Resposta: D

e Sendo x, x + 1 e x + 2 as medidas das arestas, temos:
4 . X+4x+1)+4.(x+2) =48 <

SAX+4X+4+4x+8=48<12x=36<x=3m
Assim, as arestas medem 3 m, 4 m e 5 m, logo:
V=abc=345=V=60m3

Resposta: E

e Em cada camada da caixa clbica, de 10 cm de aresta,
podem ser colocadas 10 . 10 = 100 bolinhas de gude, de
1 cm de didmetro.
Nessa mesma caixa cubica, uma pessoa arrumou as bo-
linhas em 10 camadas superpostas de 100 bolinhas, tendo
assim empregado, ao todo, 1000 bolinhas de gude.
Resposta: C

e Sendo “a” a medida de cada aresta do cubo, tem-se

1 a a
v — . —.—.a
BMNFPQ 2 2 2 1
V ABCDEFGH a.a.a 8
Resposta: E

Admitindo-se que os pontos B, C, N, G, K, J, | e H da figura
estejam no mesmo plano, paralelo a base do prisma inicial,
e que as partes retiradas sejam prismas retangulares
retos, tem-se que o volume do sélido é

V=2.70.X+X.x.8=20x + 8x2 < V = 4x(2x + 5)
Resposta: A

Médulo 35 - Piramide

Na figura, temos:

(VM)2 = (VO)2 + (OM)?
(VM)2 = 122 + 52
VM =13 cm

O apdtema da piramide mede 13 cm.
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) No triangulo VOM, temos:
(VM)2 = (VO)2 + (OM)2
172 = 152 + (OM)2
OM =8cm

[) Como AB = 2.0M, temos AB = 16 cm.
Assim, a area da base (Ag) da piramide ¢ dada por:
Ag = Apgep = 16% < Ag = 256 cm?

lll) Sendo A a area lateral da piramide, temos:

(BC) . (VM) 4 16.17

AL=4 . Apypge =4 2 = 2

=

= A =544 cm?

IV) A érea total (A;) da pirdmide é:
A;=Ag + A_ =256 + 544 = A; = 800 cm?

) No triangulo ABC, temos:

AC=2V2m (diagonal do quadrado ABCD) e, portanto:

2V2

po= A8 . 22
2 2

[1) No triangulo VOA, temos:

(VA2 = (VO)? + (AO)2 =22 =h2 + (V2)2=>h=V2m

e ) Apase =6 Atriémgulo equilatero =

6472\/5662\/5
=6.—— =6.—

=A0=V2m

= 54V3 cm?

6 cm

10

' A
Pelo Teorema de Pitdgoras no triangulo retangulo VOA
da figura, temos: h? + 62 = 102 & h = 8 cm.

[1) O volume da piréamide é dado por:

1 1
V= g.AB.h©V=§.54\/§.8©V=144\/§ cmd

6 15

17

7] N

: N
X \l
2
De acordo com o Teorema de Pitdgoras, tem-se
2 2

(%)+152=172©(%)=64©x=16

Resposta: B

h2+12=(V22=>h2=1=h=V1
Resposta: A

h2+32=42h2=7<h=V7

I. Verdadeira, pois A, = 4 . 62—4 =48

90 MATEMATICA



Il. Verdadeira, pois: A, = A, + A, =
<A =48+36<=A =84

1

ll. Falsa, pois: V= —— 36 V7

A, .heV=

< V=12V7

Resposta: C

I} No triangulo VOM, temos:

262 =242 + x2 = x=10cm
) AB=2x=2.10 = AB=20cm
 Ag =A, = 202 = Ag =400 cm?

20 .26

V)A =4 . Aypc=4. = A =1040 cm?

V) Ap=Ag+ A =400+ 1040 = A; = 1440 cm?

Resposta: A

Q Seja aa medida, em centimetros, de cada aresta do octae-
dro regular. Esse octaedro é composto por duas piramides
congruentes de mesma base (um quadrado de lado a) e
mesma altura

aV2
T2
Assim: V3
aV2
2.%.a2. > =7V2 &

3
< a’=216<a=V216<a=6
Resposta: D

Meodulo 36 - Piramide

0 No tridngulo VMA, temos:
(VA)Z = (VM) + (AM)2
132 = 122 + (AM)?
AM =5 cm
Assim, a aresta da base AB ¢é dada por:
AB=2. AM=2.5< AB=10cm

@ ) No triangulo VMA, temos:

(VA2 = (VM)? + (AM)2 =
= 132=122 + (AM)2 =AM =5 cm

) AB=2.AM=2.5=AB=10cm

_BC _AB_ 10
I|I)Ol\/|_2_2_2:>

= OM =5cm

IV) No triangulo VOM, temos:
(VM)Z = (VO)2 + (OM)2 = 122 = h?2 + 52 =
=h=V119cm

e ) No tridangulo VMA, temos:
(VA)? = (VM)? + (AM)? =
=132 =122 + (AM)2 = AM = 5 cm
) AB=2AM=25= AB =10 cm
) Sendo A, a area lateral da piramide, temos:

(AB).(VM)
AL:4'AAVAB:4' f =

= A =240 cm?

. 10.12
=4 5

@ ) No triangulo VMA, temos:
132 =122 + (AM)?2 < AM = 5 cm
) AB=2.AM=2.5=AB=10cm

_BC _AB_ 10
III)OM_2_2_2=>

=O0OM=5cm
IV) No triangulo VOM, temos:
(VM)Z = (VO)? + (OM)2 =
=122=h2+52=h="119cm
1

VIV= L Ag = Agep . h=
100 . V119
=4 102.VI18 V= OOT cm?

[)  No triangulo ABC, temos:
(AC)? = 182 + 182 = AC = 18V2cm

) AO = AZ_C - %5 — AO = 9V2em

[1) No triangulo VOA, sendo h a medida da altura da pira-
mide, em centimetros, temos:
(VA)2=(VO)2+ (AO)2= 152 = h2 + (9V2)2 =
=h2=63=h=3V7

Resposta: B
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a

Sendo a a medida da aresta da base da pirdmide, em

centimetros, tem-se:
BRI P

3 ’ 4

V= ).12:96\/5

Assim: 6a2V3=96V3 « a2=16<a=4
Resposta: C

o O volume, V, do s¢lido é a diferenca entre o volume do
cubo de aresta 2 e o volume da pirdmide ABCD.
A base da pirdmide é o triangulo BCD e sua é&rea é
22
7 = 2. A altura da piramide é 2.

Assim sendo:

De acordo com o enunciado, pode-se concluir que a érea

3
da base (A,) da piramide AMCDV & T da area da base

(Ag) da piramide ABCDE e que a altura h da pirdamide
AMCDV é metade da altura H da piramide ABCDE. Assim,
sendo v o volume da piramide AMCDV, tem-se:

1
S Ay — .H=

1
V= A, . h=—
3 4 2 8

1
3

1
Poroutrolado:?.AB.H=4©AB.H=12

L 12 1,5
ogo:v=—=1,
E 8

Resposta: B
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10
Seja x cm a distancia dos pontos A e B até o ponto P.
O volume do cubo, em metros cubicos, é:

Voo = 108 = 1000
O volume da piramide, em metros cubicos, é:
1 X . X B5x2
Vpirémide = ? : 2 10 = 3
Como Vi amige = 0.375% . Vg 0, temos:
5x2 0,375 225 )
—— = —— 1000 ®x2= —— =x=1,5, pois x é
3 100 10
positivo.
Resposta: D

Meodulo 37 - Tetraedro regular

0 Sendo a = 4 cm a aresta do tetraedro regular, a area total
6 Ar=a2.\V3=42 V3= A, =16.V3cm?

Q Sendo a = 4 cm a aresta do tetraedro regular, a altura é:

aVe  4.Ve 4 Ve
h= = = h=
3 3 3

cm

6 Sendo a = 4 cm a aresta do tetraedro regular, o volume é:

ad. V2 432 16 V2
= =

= = = 3
12 12 3 M
D) A=a2V3=>93=2V3a2=9=>a=3
"y a3V2 332 y 9.V2
W= = = V=3

No triangulo retangulo EBF, tem-se: (EF)2 + (EB)? = (FB)?

Assim: )
2
a aV3 ) 2a2 aV2
2 _ 2 _ _
(EF)+(2)_( 5 < (EF)? = 1 < EF = 5
Resposta: B




Sendo G o baricentro do triangulo ABC equilatero cujo lado
mede a cm, tem-se:

) 2

Areatotal:At=4.#cm2=6\/§cm2:a=\/€
2 2

o2y 2 2V3 _ V3 _VENE ;5
3 3 2 3 3

No triangulo VGA, retangulo em G, e, de acordo com o
Teorema de Pitdgoras, temos:

VG2 + AG? = VAZ = H2 + (V2)2 = (V6)2 = H =2 cm
Resposta: A

w
N
(o))

3) (AO)?2 + (OM)2 = (AM)? < h? =

( aVs3 )2 ( aVa )2© Q Sendo a a medida da aresta e V o volume do tetraedro
regular, temos:

2 2 3 3
©h2:24_a©h2:673©h: aV6 aﬁzﬂcms

V=
36 3 12 12

2V2 4
3 cm

V=

Resposta: D

© A

I) Célculo da altura h do tetraedro em centimetros

L_1Ve Ve
TT3 ThTT3 B D
I} Célculo da area da base A, do tetraedro, em centi- Q°
metros quadrados P ‘
12.V6 V3
Aj=—— <A = T c

a) Para que PA + PD tenha o menor valor possivel, o ponto

[Il) Célculo do volume V do tetraedro, em centimetros L .
P tem de ser o ponto médio da aresta BC, pois nesse

cubicos ;
caso temos:
Vel A hayol V3 Ve Bt
3 oo 3 4 T3 PA 1L BC e PD 1L BC
CB PB 1
3.V2 V2 Assim: PB = —— —=—
V= V== : <
- 6 12 2 ceB 2
Resposta: D

b) PAe PD séo, respectivamente, as alturas dos triangulos
equildteros ABC e DBC cujos lados tém medida 1.

1.V3 V3
2 2

Assim: PA = PD =

Logo:PA+PD=T3 +% =V3

Meodulo 38 - Cilindro

0 A @rea lateral A do cilindro é:
A =2nR.h=2125< A =20rcm?

Resposta: A
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Sendo Ag a area da base, A_a érea lateral e A a area total
do cilindro, temos:

) Ag =nR? =n22 = Ag = 4n cm?

I A =2aR.h=2n.2.5=A =20mxcm?

) Ar=2.Ag+A =2.4n +20n = A; = 28x cm?
Resposta: C

Sendo Ag a area da base e V o volume do cilindro, temos:
) Ag=nR?=m.22=Ag=4ncm?

) V=Ag.h=4x.5=V=20mcm3

Resposta: B

Asec merDiana = 20cm? <2 . R . h =20

Aprera, =2 . m.R.h=2 . R.h.ne

20
< AareraL = 20m cm?

A
\

2R=av2

Se 2R & o diametro do cilindroe a . V2 a diagonal da face

aV2
B

do cubo, entdo 2R = aV2 e, portanto, R =

Sendo V o volume, Ag a area da base e h a altura do
cilindro, temos:

2
V=AB.h=n.R2.h=n.<ﬂ> La=
2

Para calcular o volume do liquido contido na garrafa,
precisamos conhecer o raio R da base do cilindro reto e a
sua altura h, pois esse volume é dado por ntR?h.

Logo, o nimero minimo de medicdes ¢é igual a 2.
Resposta: B

MATEMATICA

— Liquido

==
e

Virando a garrafa de cabeca para
baixo, sua capacidade total é
igual ao volume do liquido mais
o volume da parte ndo ocupada
por ele.

Assim, além das duas medidas
anteriores, basta medir apenas a
altura h' da parte ndo ocupada
pelo liquido. Logo, o nimero mi-
nimo de medicoes ¢é igual a 3.
Resposta: C

© Vv=x.(1dm?. 3dm =3rxdm3 = 3n litros
Resposta: B

o

30

R
N

80
®.52.h=2000<h= —
n

Como 15m < 80 < 30m, tem-se:

80
15< — <30« 15<h<30
7

Resposta: B

@ A massa m do produto a ser misturado a 4gua é dada por:

m =

m. (25)2.16

500

= 15509 = 1,55kg

Resposta: B

Médulo 39 - Cilindro

0/\

59 = 20

3,1.25.16
—— — 25g=




(3]

I} Como o cilindro é equilatero, temos:
h=2R=2.2=h=4cm

) Ag=nR?=mn.22= Az = 4n cm?

MA =2rR.h=2rn.2. 4= A = 161 cm?

V) Ar=2 . Ag+ A =2.4n + 16n = A; = 24 cm?

m\r

o— —

-

) Al=2rR.h=2xR.2R=A =4xnR?
Ay =2.Ag+A =2nR? + 4nR? = A; = 6 R?
Ar 67 R? 3

i — = = —
A|_ 4n RZ 2

F 6 D

1< 6 >l
I} No triangulo BMO, temos:
R V3 R
1930°= — < — = — =R=V3cm
3 3 3

) Ag=m.(V3)2= Ag = 3ncm?
I A_=2xR.h=2x.V3.10=20xV3cm?
V) V=Ag . h=3rn.10=V =30x cm®

V)A; =2 Ag+A =2 .3t +20nV3 =
= A;=27. (3 +10V3) cm?

9 Um quadrado de 48 m de perimetro tem 12 m de lado.
Como o raio do circulo inscrito no quadrado é a metade do
lado, entéo, o raio do cilindro € 6 m. Se o raio da base é o
triplo da altura, entéo
R=3h<6=3h<h=2m.

O volume do cilindro é
V=Ag.h=n.R?. h=n.62.2=72amd

Petréleo

12

» o
<

12-x

Sendo x a altura do petréleo no tanque, R o raio da base, e
Vp e V,, respectivamente, os volumes, em m?, de petréleo
e agua no tanque, tem-se

VP=nR2.x=42
=
Vy=m.R2. (12-x =30
7t RZ x 42 X 7
<R22-x 30 T Ta—x T 5 wx=7
Resposta: B
e \js
10 )
h
10
10 D
1.5 h=103eh= 1000 L\ _ 40
26 x T

Resposta: B

MATEMATICA




Ov

100 . 100 . (100 - x) = 7 . 22 . 5000 <
< 100-x=2n< x=100-2n <
< x=100-6 < x=94
Resposta: C

_360°-60°
360°
Resposta: E

.1.62.3 < V=90n

Meédulo 40 - Cone

2]

96

[)  No tridangulo VOA, temos:
132=h2+52=h=12cm

) Ag =nR? =mn .52 = Ag = 25x cm?

1 v = % .Ag.h= % .25 .12 =V =100 x cm?3

[} Como o cone é equildtero, temos g = 2R e, portanto:
A =2dnenRg=24n<
en.R.2R=24n<R2=12=R=2V3cm

) Ag = nR? = 7.(2V3)2 = Ag =127 cm?

A=Az +A = 12n+24n=>AT:36ncm2

2h

cone inicial 1 28
cone final

Sendo V; o volume do cone inicial e V; o volume do cone

final, temos:
NV, = nR2 . h

2 nR2h
N Vi=m. | — 2h eV, = 5

V.
Como V; = 7’ o volume se reduz & metade.

Resposta: B

216°
360°

A érea total do cone é a soma da 4area da base e da &rea

.2.1.10=2.n.R<R=6cm

lateral do cone. Dessa forma, tem-se:
_ _ 2 _ 2
Atotal = Pease + AlaTERaL =T 6%+ . 6. 10 =96 wcm

1) 2aR=8xcm=R=4cm

2) h=3R=3.4cm=12cm

7 R2h
3) V= 3 =
[¢]
. (4cm)?2.12cm
3 =
=64t cm3
Resposta: A
A




Sendo V o volume do liguido que ocupa o recipiente até a

metade de sua altura, temos

V= 7 'Vcilindro_vcone <
eV= x.32.10- % m. 12 3V = d4x
Resposta: E

g=2v3,

) ?=r2+h?2 < 2V3)2=(V3)2+h2 <

< h?2=9=h=3m

V= ! m.r?. h=

n.(V3)?2.3=V=3rm3

[) No A AEF, retangulo em F, tem-se
AF2 4+ FE2 = AE2 = 12 + FE2 = (V10)’ = FE = 3

[I) O volume do cilindro é
Vagep =7 -AF2 . AD=n.12.2=2xn

[I1) O volume do cone é

Vage = % . AF? FE = % .12 .3=n

IV)O volume do sélido AEBCD considerado &
V' =Vagep + Vage = 2t + m = 3m
Resposta: E

Médulo 41 - Cone

@) A,=16. 1 R2=16. 1<R2=16=R=4
[I) Como o cone é equildtero, temos g = 2R =8
A =n.R.g=n.4.8=32.x
Resposta: A

@D A =-0r=>A;+A =90 1o
<n.R2+n.R.g=90.n<

<RZ+R.13=290< R2+13.R-90=0 <
< R =-18 (ndo convém)ou R =5

Resposta: C

©) 2=12+R2=102=82+R2=>R=6cm
1) AB:n.RZ:n.62:36.ncm2
A =n.R.g=mn.6.10=60. mcm?
IV) Ay = Ag + A_ =36 .+ 60 . 7 = 96 . & cm?
Resposta: D

@) 29+2R=50=2g+24=50=g=13m
) g2=h2+R2=132=h2+122=h=5cm

1 1
III)V=§ Ag.h=— .n. R>.h=

1
=3 .m.12%2.5=240. wcm®

Resposta: A

8n

8n )
= ? radianos = 288°

Resposta: D
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No AABC, temos:

) sen30°= — @%: L L r=3V3cm
6V3 6V3

II) cos 30° = _h < @ = _h =h=9cm
6V3 6V3

Assim, sendo V o volume do cone, temos:

V=l Ay h= 7. (3V32 9=V =8lmom?

Resposta: D

0 Uma hora tem 60 min. Em 4 horas, h& 4 . 60 = 240 min. Se
é¢ ministrado 1,5 m{ de medicamento por minuto, o
volume de medicamento ministrado é de
1,5 m€ . 240 = 360 m¢.

O recipiente é constituido de um cilindro circular reto com
9 cm de altura e um cone, também circular reto, e de 3 cm
de altura. Sendo o raio da base de ambos de 4 cm, o
volume do recipiente & igual a:

1
V=n:.42.9+g.n.42.3=160ncm3©
<V =160.3cm3 =480 cm3 = 480 m¢

Descontada a quantidade ministrada, restaram

(480 — 360)m¢ = 120 mf€ de medicamento.
Resposta: A

Meoédulo 42 - Esfera e suas partes

4 4
(1 ) V= aRi= — 1.3 =>V=36mcm’

) A=4nR2=4x.32= A =36xcm?

12

98 MATEMATICA

Sendo r o raio do circulo determinado pela interseccdo do
plano o com a esfera, temos:

) +32=52=r=4cm

mn A =n.rr=x.42=A = 16m cm?

circulo circulo

4
(30 V=2887 < — nR= 2881 < R?=216 >R =6cm

) A=4nR2 = 4562 = A = 144x cm?

Resposta: B

Q O volume da esfera é dado por

47R3 4733
= T; < V= %:36ncm3
Resposta: A

e A = 4 nR? sdo numericamente iguais

6 SeV = 4753R3

47R3
entéonT =47R? < R=3

Resposta: B

e A maior fatia (adotando-se espessura zero) é a que contém
o circulo maior da esfera (laranja).
Descontada a seccéo transversal do cilindro, cuja area é de
7. 12, esta fatia tem &rea, em cm?, de . 32— x . 12 = 8,
equivalente a oito vezes a area da seccao transversal do

cilindro.
Resposta: E
_{R=10cm
- o_ ----
5+3cm 10cm
S __.I'C-~ A
20cm

No tridngulo retangulo AOB, da figura, temos:

(rem)2 + (53 cm)2 = (10cm)2 =r =5cm

Assim, o volume V do cilindro, em centimetros cubicos, é:
V=n.52. 20 =500n

Resposta: D




R=13,d=12eR2=d2 + 2
Assim: 132 =122+12=r=5

Resposta: E

(8]
C

Meédulo 43 - Esfera e suas partes

V 45° 1
i cunha _ - chnha - — = 23 -
esfera 360° 8
4
= Vounha = — mem?
3
A 45° 1
I Mo - A= — 4n.22=
Aesfera 360° 8
= Ao = 2T cm?
o o
\Y = — .V =1 = . 48 =
9 cunha 360° esfera 360°
360°
=0 = = o =75°
Resposta: D
) h=R-d<h=10-8=h=2cm
) R2=12+d2 < 102=r2+82=r=6¢cm
) Ay = 27R. h =2 .10 . 2 = A, ., = 40 cm?
wth 7.2
V) Vsegmento esférico = ~ . - [Br2+h?]= — . [3.62+ 22 =
6 6
112xn
=V cm3

segmento esférico —

9 Sendo S a area do fuso, em metros quadrados, temos:

o

360°
Resposta: A

(5]

S: .47[.52:203'[

N >

a) Como a melancia foi dividida em 12 fatias iguais, a area
Sc, em centimetros quadrados, da casca de cada fatia,
é: ,

L 4nR? = SC = i

3

b) Para embalar cada fatia, serdo necessarios dois se-
micirculos de raio R e um fuso esférico de éarea Sc.
Assim, a area S, em centimetros quadrados da super-
ficie total de cada fatia, é:

Sc

nR?
S=SC+2. =
2
2 2
es= R iR es- R

3

e O numero “n” de bolas de sorvete que poderdo ser
servidas é dado por:
n.R?.h 3R%. h

n = —/—"——— <& Nn =

,em que R e h
r3 4['3 q

wla

LTU .

expressam, respectivamente, o raio da base e a altura do
cilindro, em centimetros, e r é o raio de cada esfera de
sorvete, também medido em centimetros.

3.10%.36

T3 =102=100

Assim: n =

Resposta: E

e ) Volume, em centimetros cubicos, do cilindro:
Vo=12r.12 « V= 144n

[1) Volume, em centimetros clbicos, da esfera:

4 3
V., = T .. 3 @Ve=36ﬂ$

e
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[Il) Fracéo do volume do cilindro, da dgua que vazara: 9
\/_C 144w 144 4 v
Resposta: D | ‘ |

@ Sendo r o raio, em milimetros, da esfera, tem-se:

Do enunciado, tem-se:

i 23 =18 n. 122 3« 3= M - )" Vsemiestera = Veone
4 14 )
Assm: — . — .= — .wn (2N . h<r=2h
©3=18.3.12. 32 3=23 3 2 3 3
2
_ 2 _
®r=2.3"«r=18 " Vsemiestera = Veilindro < ?nrs = nx%h
Resposta: A )
Assim: 3 (2h)3 = x2h « 16h3 = 3x?h <
Meodulo 44 - Esfera e suas partes x2 16 X 4
ST T — = &
h2 3 h V3
o Sendo h a altura, em centimetros, da casquinha conica, « /3
que sera preenchida com o sorvete derretido, tem-se: <=3 poisx>0eh>0
1 3.36
— 7.32 h=36reh= T eh=12 Resposta: E
3 n. 32

Resposta: E

(5]

Q O volume de cada alvéolo, em cm?, é igual a

A 1 (0,013 =4.10-5 poisx = 3.

O numero aproximado de alvéolos da pessoa é

1618 cm3
n= ————— =404,5.106 = 4045 . 105
4 .10%cm3
Resposta: E

9 O balao |, de 20 cm de raio, tem volume, em cm?, igual a

100 MATEMATICA

4
V1 = ? T . 203
O balao Il, de 30 cm de raio, tem volume, em cm?3, igual a a) Sejara medida, em quildbmetros, do raio do paralelo de
4 60°. No triangulo retangulo POA, tem-se:
Vo= & m. 303,
3 PA
= . sen 30° = —
Para o baldo Il flutuar durante uma hora, a quantidade x de OA
combustivel necesséria e suficiente é tal que 1 r
A 009 , ASSlm:T:mc»r:SZOO
Vi 01¢ 3 0,1¢ 2 0,1¢ _ , .
— = e = < \—= = b) A menor distancia x entre os pontos A e B, medida em
v, X 4 3 X 3 X A 0 4 .
3 w. 30 quildmetros, ao longo do paralelo de 60°, é dada por:
. 2,7¢ 15°45" + 56° 15°
= —8 X = 2. =
360°
Para este baldo Il flutuar por meia hora, a quantidade de 90 29
combustivel necessaria e suficiente é © X =700 2.7 .3200 <
X 2,7¢
5 = B TS =0,16¢. 1 22 28160
< X = 5 2. 7 3200 < x = E
Resposta: E






