MATEMATICA E SUAS TECNOLOGIAS OBJETIVO

MATEMA® up

Geometria Analitica = Médulos
45 — Equacao da circunferéncia

46 — Equacio da circunferéncia

47 — Determinacao do centro e do raio

48 — Posicao relativa de um ponto e uma circunferéncia
49 — Posicao relativa de reta e circunferéncia
50 — Tangentes a uma circunferéncia

51 - Elipse

52 — Elipse

53 — Hipérbole

54 — Hipérbole

55 — Parabola

56 — Parabola

Esta foto mostra as quatro secoes
conicas: circulo, elipse,
parabola e hipérbole

Modulos

Palavras-chave:
e Lugar geométrico

.. 7Y.75 Equacao da circunferéncia

* Distancia entre dois pontos

1_ Definisao Se A for uma circunferéncia de centro C(a; b) e raio

. , r e P(x; y) um ponto qualquer de A entao:
Seja C um ponto de um plano a e r um numero real y P qualq

. " 2

estritamente positivo. PEL @ dpc=red =rek-2a+y-b’=r
Circunferéncia de centro C e raio r é o lugar Assim sendo, a equacao reduzida da circunferén-

geométrico dos pontos de o que distam r de C. cia de centro C(a; b) e raio r é

(x-a)P?+(y-bP=r
Se o centro da circunferéncia for a origem do sis-
tema cartesiano, portanto se C(0; 0), entdao a equacéao
o

reduzida serd x2 + y2 = r2.

2. Equacao reduzida 3. Equacao geral
AY N A equacdo (x — a)2 + (y — b)2 = r2 é equivalente a
x2 +y2-2ax-2by +aZ+b?2-r2=0.

Substituindo os coeficientes — 2a, — 2b e a2 + b% - r2

bé - por m, n e p, respectivamente, obtemos uma equacédo
do tipo

P(xy) X+y2+mx+ny+p=0

\ 4

chamada equacao geral da circunferéncia.
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2 MATEMATICA

Exemplo

A equacgdo reduzida da circunferéncia de centro
C(2;1) eraio 3¢ (x=-22+(y-172%=9 e aequacio
geral é x2 — 4x + 4 + y2 -2y + 1 = 9, ou seja,
x2+y2-4x-2y-4=0.

=3 No Portal Objetivo

Para saber mais sobre o assunto, acesse o PORTAL
OBJETIVO (www.portal.objetivo.br) e, em “localizar”,
digite MAT2M401

Exercicios Resolvidos - Modulos 45 e 46

0 Determine a equacgéo da circunferéncia cujo centro coincide com
a origem do sistema cartesiano e cujo raio mede 3 unidades.
Resolucao

A equacao da circunferéncia de centro C(a; b) e raio r é:

(x—a)2+ (y—b)2=r2

Como C(0; 0) e r = 3, teremos:

AY

x-02+(y-02=32 & x2+y2=9

Resposta: x2 + y2 = 9

g

9 Determinar a equacao da circunferéncia de centro C(2; — 3) e raio
r = 5 unidades.
Resolucao

A equacéo da circunferéncia de centro C(a; b) e raio r é:
(x—a)2 + (y—b)2 =r2

Como C(2; - 3) e r = 5, teremos:
(x=22+[y-(-3)12=06B2 <= (x-22+(y+3?2=25<
e x2+y2-4x+6y-12=0

Resposta: x2 + y2-4x + 6y -12=0

Exercicios Propostos - Médulo 45

0 Determinar a equacao da circunferéncia de centro C (0,0)
eraior=7.

RESOLUCAO:
(x-a)2+(y-b?2=r?
(x = 0)2 + (y-0)2 =72
x2 +y2=49

e Determinar a equacéo da circunferéncia de centro C(- 4,6)
eraior = 8.

RESOLUCAO:

(x—a)?+ (y-b)2=r?

(x + 4)2 + (y - 6)2 = 64 (equacio reduzida)
oux2+8x+16+y2-12y +36-64=0 <

< x2 + y2 + 8x - 12y - 12 = 0 (equacéo geral da circunferéncia)

e Obter a equacéo da circunferéncia de centro C(- 3;5) e que
passa pelo ponto P(1;2).

RESOLUCAO:

C (-3;5)

Xy

CP é o raio da circunferéncia.

dep= V(1+32+(2-52 =V16+9 =5=r
(x+3)2 +(y-5)2=25




e Determinar a equacédo da circunferéncia, sabendo-se que
um didmetro é determinado pelos pontos A(=3; 7) e B(5;1).

RESOLUCAO:

1)I‘= ﬁ
2
ro VB+32+(1-772
2
V 64 + 36 V 100
r= =r= =r=5
2 2
2) Clxg: y)
-3+5
Xc = =xc=1
7+
Yo = :yc=4

x-12+(y-42=25

e Obter a equacgéo geral da circunferéncia de centro C(-3;5)
e tangente ao eixo das abscissas.

RESOLUCAO:

Xy

O raio r é a distancia de C ao eixo x, logo, r = 5.
(x +3)2 + (y - 5)2 = 52

X2 +6x+9+y2-10y +25-25=0
x2+y2+6x-10y +9=0

Exercicios Propostos - Modulo 46

o Determinar as equacdes das circunferéncias de centro no
eixo y, tangentes ao eixo das abscissas e raio igual a 3.

RESOLUCAO:

C,(0; 3) e C,(0; - 3) y

r=3 (0:3)

(x-0)2 + (y-3)2=32

x2+(y-32=9

ou
x2+(y+32=9 >
X

(0;-3)

9 Determinar a equagdo da circunferéncia, tangente aos
eixos cartesianos, de centro no 4° quadrante e raior = 5.

RESOLUCAO:

A (x=-5)2 + (y +5)2 = 52
(x-5)2+(y+5)2=25

MATEMATICA 3



e Determinar a equacao da circunferéncia circunscrita ao MWr=V(4-324+0-42 =Va9+16 =V65

quadrado ABCD em que A(2;0); B(4;2); C(2;4) e D(0;2). Logo, a equacao da circunferéncia é:

- (x +4)2 +y2 =65
RESOLUCAO:

Y4

D (0;2) ¢ B (4;2)

v

A (2:0)

Centro da circunferéncia: (2, 2)

Raio: 2 e (FGV - MODELO ENEM) - Uma circunferéncia de raio 3,
situada no 19 quadrante do plano cartesiano, é tangente ao eixo
y e a reta de equacdo y = x. Entao, a ordenada do centro dessa
circunferéncia vale:

x-22+(y-22=4

a) 2V3+1 b) 2V3 + 3 ) 3V2+2
d 3V2+3 e) 3V2-1
RESOLUCAO:
YA
y=x
yob---§
i
I
1
1
I
| N
o Obter a equacéo da circunferéncia que passa pelos pontos 3 X

A(3;4) e B(0;7) e que tem centro no eixo das abscissas.
A distéancia do ponto C (3; y,) aretay = x, ou seja, x -y =0 é 3.

RESOLUCAO: Assim:

13- vl
yA _— =3=>|3—yc|=3\/5=>yc=3\/5+3,

» B (0;7) V12 4+ 12

pois C pertence ao 1° quadrante.

Resposta: D

b 4

C (a:0)

|) r=dCA=dBC

Via-32+0-42 =Via-024+(0-772

a2-6a+9+16=2a2+49
-6a=24<a=-4
Centro da circunferéncia: C(- 4; 0)

4 MATEMATICA



Detel‘minagﬁo Palavras-chave:

= ¢ Centro
do centro e do raio -
A equacdo (x — a)?2 + (y — b)2 = r2 é equivalente a Exemplos
xZ2 + y2 — 2ax — 2by + a2 + b2 — r2 = 0. Esta Ultima, por 1. A circunferéncia de equagdo (x — 5)2 + y + 3)2 = 16
sua vez, serd equivalentea x2+y2+mx+ny+p =0 tem centro C(5; — 3) e raio 4.

se, e somente se: ) . . .
2. Determinar o centro e o raio de uma circunferéncia

r r m de equacdo x2 + y2 + 4x— 10y -7 =0
—-2a=m a=—-—
2 Resolucao
n a) O centro da circunferéncia é C(-2; 5) pois
{ —2b=n @{d b=-—
2 m 4 2
\/m2+n2_4 a=—-—=——=-
a2+b2-r2=p Lr:\/a2+b2—p=2—p 2 2
.
n -10
5 b=-—==-——=5
Conclusoes 2 2
PRy _h)2 — 2 & = ;
a) _(x a) + (_y b =r‘¢a equacao reduzida de b) O raio & 6, pois
uma circunferéncia de centro C(a; b) e raio r.
b) x2 + y2 + mx + ny + p = 0 é a equacao geral de Vm?2 + n? - 4p
r=——mo 00 o ———— =

. a” m n .
uma circunferéncia de centro C _T;_7 € ralo

Vm? + n? - 4p Va2 (<102 - 4.7 V144

2

r=

2 =T > . =
c) A condicdo necessaria e suficiente para que Pode-se também calcular o raio pela féormula
9 5 . -
X + + MX + ny + = m
y y + p = 0 seja a equagdo de uma r:‘/—a2+b2—p.

: Anpin & 2, 02
circunferénciaé m< +nc-4p >0 Assim: r = V(212 + 82— (7) = \/% _5

Exercicios Resolvidos

0 Determinar as coordenadas do centro e o raio de cada uma das 9 Dada a circunferéncia:
circunferéncias abaixo. X2 +y2-3x+5x-14 =0,
a) (x=52 + (y—7)2 = 64 :eterlmlrlar 0 centro e o raio.
b)x2 +y2—-12x+ 16y —-1=0 esolugao
i y~ v A partir da equacdo x2 + y2 - 3x + by — 14 = 0, temos:
Resolucao
a) Comparando a equacdo dada com a equacdo da circunferéncia 9) @i
(x—a)? + (y—b)2 = r2, de centro Cla; b) e raio r, de imediato conclui-se a=- ? =a= % 3 _5
que o centro é C(5; 7) e o raio, r = 8. . 5 5 5 =C <T; 2 )
b) A partir da equacéo geral da circunferéncia, de centro Cla; b) e raio r, =TT TPT T
2 o o2 _ .
X2+ Y4+ mx +ny +p =0, temos: b) raio:
Centro: r=Va2+p2-p >
a=_£=>a=— 2 <a=6 2 2
? ? - Cl6;-8) =>r:/\/(%) +(—i)—(—14)©
n 16 '
b == — b = - b == 8
7 2
Raio: == i—oc»r: 3'210
r=VaZ+b2-p =r=V62+ (82— (- 1) = V101
Resposta: a) C(5;7) e r=8 Resposta: C(%; _2—5) er= %

b) C(6;-8) e r=V 101
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6 MATEMATICA

> ExeridosProposts

Determinar o centro e o raio das circunferéncias nas

questées de @ a2 ©@.

O 2+y2=16

RESOLUCAO:
C(0; 0)
P=16—>r=4

©® x-32+(y-22=25

RESOLUCAO:
C(3;2)
2=25->r=5

€O x+1)2+(y-32=5

RESOLUCAO:
C(-1;3)

r2=5—>r=\/g

O 2+y?-4x-6y-11=0

RESOLUCAO:
xX2-4x+y2-6y=11
Xx=-22+(y-32=11+4+9
x-22+(y-32=24

C(2;3)

r=2\/€

O 2+y?-4x+8/-5=0

RESOLUCAO:

¥ -4x+y?+8y=5
(x-224+(y+42=5+4+16
x-22+(y+42=25
C(2; - 4)

r=5

@ (FGV-SP - MODELO ENEM) — Dada a equacéao

x2 +y2 = 14x + By + 6, , se p é o maior valor possivel de x, e
g € o maior valor possivel de y, entao, 3p + 4q € igual a

a) 73. b) 76. c) 85. d) 89. e) 92.

RESOLUCAO:

Da equacao da circunferéncia x2 + y2 - 14x — 6y — 6 = 0, temos como
centro o ponto de coordenadas (7; 3) e raio igual a 8.

Assim, sendo q o maior valor de y e p, o maior valor de x, temos:
q=3+8=11ep=7+8=15

Portanto,3p +4q=3.15+4.11=89

Resposta: D




Posicao relativa de um Palavra-chave:
ponto e uma circunferéncia « Distancia entre dois pontos

Seja A uma circunferéncia de centro C(a; b) e raio r e seja P(x; y) um ponto qualquer do plano cartesiano.
Observe que:

a) Se P for exterior a circunferén- b) Se P for um ponto da circun- c) Se P for interior a circunferén-
cia, entao dPC > r e, portanto, feréncia A, entéo dPC =re, portanto, cia, entao dPC < r g, portanto,
(x-al +(y-bP>r (x-aP+(y-bP=r (x-aP+(y-bP<r
Ay P Ay p Ay
be — be - be —
s » d > d »
a x a X a X

Ficam, entdo, caracterizadas quatro regides do plano cartesiano. Séo elas:

AY AY
/”——~\\\
/// N
/ ‘/p/’ \
i \
! \
SR + . be--
\ | 1
\ | /
\ 1 /
\ 1 A
\\ : //
\‘_I__”
| |
'y ; 'y >
a X a X
(x-a)?+(y-by>>r? (x-a)?+(y-by=r?
AY AY
///———-\\\
/ AN
’ K}/ﬂ Ny
/ \
h \
i ~ | b¢- -~
1 I 1
\ I /
\ | /
\ 1 y
A 1 -
~ I i
~-q--
| |
'y A - 'y A -
Ll Ll
a X a X
(x-a)?+(y-by<r (x-a)?+(y-by*sr?

MATEMATICA 7



8 MATEMATICA

K
c (UNIRIO - MODELO ENEM) - Considerando uma circunferéncia
de centro (2,1) que passa pelo ponto (2, — 2), assinale a opgédo correta:
a) A equacao da circunferéncia é (x=2)2 + (y—1)2 = 3.
b) O interior da circunferéncia é representado pela inequacao
X2 +4x +y2+2y-4<0.
c) O interior da circunferéncia é representado pela inequacéo
X2 —4x +y2 -2y -4 <0.
d) O exterior da circunferéncia é representado pela inequacao
x2—4x +y2 -2y +2>0.
e) O ponto (5, — 1) pertence a circunferéncia.
Resolucao
centro: C(2, 1)
raio:r=V(@2-22+(1+22=3
A equacao da circunferéncia é:
x=22+(y-12=9ex2+y2-4x-2y-4=0
Os pontos internos da circunferéncia sao representados por:
X2 +y2—4x-2y-4<0
Resposta: C

9 (FATEC - MODELO ENEM) - Considere que R € a regiao do plano
cartesiano cujos pontos satisfazem as sentencas (x — 2)2 + (y — 2)2 < 4
e x—y =< 0. Adreade R, em unidades de superficie, é:

a) @ b) 2x c) m? d) 4x e) 4n?
Resolucao

Os pontos do plano que satisfazem as sentencas estao representados

K
o Representar graficamente o conjunto dos pontos do
plano tais que x2 + y2 < 25.

RESOLUCAO:

VA

5

-5 5 4y
5

x2 +y2=25
C(0; 0)
r=5

Exercicios Resolvidos

nas figuras abaixo:

D(x=22+(y-22<4 Hx-y=<0
YA (x-2+(y-272=4
y
r=2 =
) 4—x=y
\ r=2 X
» X
2

As duas condicoes simultdneas representam um semicirculo, cuja area
w. 22
2

é: A= =2n

Resposta: B

Exercicios Propostos

e Representar graficamente o conjunto dos pontos do
plano tais que (x —3)2 + (y —2)2= 9.

RESOLUCAO:

7

(x=-32+(y-22=9
C(3;2)
r=3




€@ (UNESP) - Seja S = {ix, y) € RZ x2 + y2 < 16 e
xZ + (y = 1)2 = 9} uma regido do plano. A 4rea de S é:
a) b. b) 7. c) b d) 7x. e) 7n2.

RESOLUCAO:
) A={lx;y) €RZ x2 + y2 < 16}, em que x? + y2 = 16 é a equacdo
de uma circunferéncia de centro C,(0; 0) e raio r, = 4.

4

N B={xy)EREZXx2+(y-12=9, emquex?+(y-12=9¢éa
equacao de uma circunferéncia de centro C,(0; 1) e raior, = 3.

lll) Dos itens (I) e (Il) temos: S={(x;y)ER%Zx2+y2<16e

x2 + (y - 1) = 9} = ANB como sendo a regiao entre as 2 circun-

feréncias. Portanto:

2 _
2=

Area:n.rf—n.r n.42-7.32=7xn

y

4

Resposta: D

0 (FUVEST — MODELO ENEM) - Das regides hachuradas
na sequéncia, a que melhor representa o conjunto dos pontos
(X; y), do plano cartesiano, satisfazendo ao conjunto de desi-
gualdades
x=0;
y=0;
x-y+1=20;
x2 +y2 <09,

é:

a) Y4

b)
c)
RESOLUCAO:
) x=0ey=0 N x-y+1=0
yA y A&
T —x-y+1=0
1 /
-1
> >
4 4‘74 X
mx2+y?<9 IV) A regido dos pontos do

plano que satisfazem ao
conjunto das desigualda-
des é:

/X2+y2=9

X vy

v

Resposta: A
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Posicao relativa

de reta e circunferéncia

1. Reta e circunferéncia

Palavras-chave:
e Distancia de ponto a reta

e Secante * Tangente - Exterior

A reta s de equacdo Ax + By + C = 0 e a circunferéncia A de equacéo (x —a)? + (y — b)2 = r2 séo:

a) Secantes, se d < r ou se o
Ax+By+C=0
(x-a)?+(y-b)?=r2

tiver duas solugées, as quais cor-

sistema {

respondem os pontos P e Q.

b) Tangentes, se d = r ou se o
Ax+By+C=0
(x-a)+(y-b?=r?

tiver uma unica solucao, a qual

sistema {

corresponde o ponto P.

A

c) Exteriores, se d > r ou se o sis-

{Ax+By+C=0
tema
(x-a)2+(y-b)2=r2

nao tiver solugcao, o que significa

que nao existe ponto de intersecgao.

A

2. Circunferéncia e circunferéncia

As circunferéncias A, de equacéo (x — a)? + (y - b)? = r?, e A,, de equacdo (x — A)? + (y - B)? = R, sdo:

a) Secantes, se o sistema
{(x—a)2+ ly-b2=r2
(x-A)2 + (y-B)2=R2
tiver duas solugoes, as quais cor-
respondem os pontos P e Q.

b) Tangentes, se o sistema
{(x—a)2+ (y-b)2=r2
(x - A)2 + (y - B)2 = R2
tiver uma unica solucao, & qual
corresponde o ponto P.

ou

c) Disjuntas, se o sistema
(x-a)2+(y-b)2=r2
(x - A)2 + (y - B)2 = R?
nao tiver solucao, o que significa
que nao existe ponto de interseccéao.

>

ou

10 MATEMATICA




v ry m -
Exercicios Resolvidos

c Determinar a posicéo relativa entre a reta (s) e a circunferéncia (A), 9 (MACKENZIE - MODELO ENEM) — Com relacéo a reta que passa
NoS Casos: pela origem e é tangente & curva (x — 3)? + (y — 4)2 = 25, considere as
1 s:x+y=0 AxZ+y2=1 afirmacoes:

|. & paralela a reta 3x — 4y = 25.

e tlues Il. & paralela a bissetriz dos quadrantes pares.
{x+y=0©y=—x (0 ll. & perpendicular & reta 4x — 3y = 0.

X2 +y2=1 () Dessa forma,

o a) somente | esta correta. b) somente Il esta correta.

Substituindo (I) em (ll), tem-se: , _

) ) ) c) somente |ll esté correta. d) somente | e lll estao corretas.
X+ (ExT=1e2x-1=0 e) I, Il e Ill estao incorretas.
A=b2-4ac=>A=02-4.2.(-1)=8. Resolucdo
Como A > 0, a reta (s) é secante a circunferéncia (\). A circunferéncia (x — 3)2 + (y — 4)2 = 25 tem centro C(3; 4), raior =5 e

passa pela origem.

2) six-y-V2=0 Mx2+y?=1 Y4
Resolucao
x—y—\E:O < y=x—\/§(l)
x2 +y2 =1 (1)

Substituindo (I) em (Il), tem-se:
X2+ (x-V2P2=1e2x2-2V2x+1=0
A=b?2-dac=A=(-2V22-4.2.1=0.

» X
Como A = 0, a reta (s) é tangente a circunferéncia (A). 0
3) sx-y-9=0 Ax24+y2=1
Resolucao Sendo mg. = 4—_0 = i temos m, = = € a reta tangente a
X-y-9=0<y=x-9 () 3-0
{ x2+y2= (1) _ ; ; -3
circunferéncia, passando pela origem, tem equacéoy = —— . X <
Substituindo (I) em (Il), tem-se: @ 3x+dy=0 4
X2+ (x-92=1<2x2-18x+80=0 « Portanto, as afirmativas (1) e (I) sdo falsas. A afirmativa (Ill) é verda-
< x2-9x+40=0 deira, pois 4x — 3y = 0 e 3x + 4y = 0 sdo perpendiculares, visto que o
A=b?_dac—A=(92-4 1.40=—79. (r:eczﬂmente angular de uma das retas é o oposto do inverso da outra
Como A < 0, a reta (s) é exterior a circunferéncia ()). Res.posta: c
N~ 7y o
‘/ Exercicios Propostos
o Determinar a posicao daretax—y—2 =0 em relacao 9 Obter o comprimento da corda que a circunferéncia
a circunferéncia x2 + y2 = 2. de equacédo x? + y2 — 2x + 4y — 3 = 0 determina no eixo
das abscissas.
RESOLUCAO:
clo;0er=V2 RESOLUCAO:
Vamos calcular a distancia de C a reta dada: x2+y2-2x+4y-3=0
d= [1.0-1.0-2] _ |-2| _ _2 Fazendo y = 0 (ponto no eixo das abscissas), temos:
m V2 Va2 x2-2x-3=0=>x=-1oux=3
Logo, a circunferéncia determina no eixo das abscissas uma corda
d= 2 ﬁ - \/;= r com extremidades nos pontos (- 1; 0) e (3; 0) e, portanto, com

\/E \/E comprimento igual a 4 unidades.

Logo, a reta dada é tangente.

MATEMATICA 1




e Calcular o comprimento da corda determinada pela 0 Determinar a posicao relativa das circunferéncias A,
reta x —y = 0 sobre a circunferéncia (x = 1)2 + (y + 1)2 =4 de equacdo x> + y2 -2y =0 e A, de equacao
x2+y2-2x-8=0.

RESOLUCAO:
1) Vamos determinar os pontos de interseccao entre a reta e a RESOLUCAO:
circunferéncia, resolvendo o sistema: Mix2+(y-12=1—-C,(0; 1) er, =1
{x—y:O {y:x i x=12+y2=32->C,(1;00er,=3
=
x-12+(y+12=4 x-12+(x+12=4

Ay

y=Xx y=Xx
:{ :{ =P(1;1)eQ-1,-1)
2x2 =2 XxX==z=1

Logo, a circunferéncia determina na reta y = x uma corda com
extremidades nos pontos P(1; 1) e Q(-1; - 1).

) dpg=V22+22=2V2

b 4

A, esta no interior de A,

Modulo Tan g entes a Palavras-chave:

¢ Coeficiente angular

uma circunferencia

* Distancia de ponto a reta

1. Tangente por um
ponto da circunferéncia

AY
Se a reta t é tangente a circunferéncia de centro T y)
Cla; b) em Tlx; ) entéo: v
L. =
a) O coeficiente angular da reta CT é
t
yt -b
m =
CT X, -a >
X

b) O coeficiente angular daretat L C<3_% é

2. Tangente por um ponto

1 - - n -
m, = - externo a circunferéncia
m
cT A equacédo da reta t tangente & circunferéncia, de
c) A equacdo dareta t é centro C(a; b) e raio r, e que contém o ponto Plx,, yg) €
y-v,=m,. (x-x,) y-yY.=m. (x-x,)

O coeficiente angular m é obtido impondo que a

Se areta t for vertical a equagao serd [ distancia do centro C a reta t seja igual ar.

12 MATEMATICA



Sempre existem duas retas tangentes. Se uma delas

for vertical, sua equacao sera X = X, -

ty

P(Xei Vo)

=<V

3. Tangente paralela
a uma reta dada

Seja a circunferéncia de centro C(a; b) e raior e a
reta s de equacao Ax + By + C = 0.

A equacao da reta t, paralela a s e tangente a
circunferéncia, é

Ax+By+ k=0

O numero k é obtido impondo que a distancia do
centro C a reta t seja igual a r. Sempre existem duas
retas tangentes.

ta
AY

ty S

<V

Exercicios Resolvidos

0 Dada a reta (s) 3x + 4y — 1 = 0 e a circunferéncia (\) xX2 + y2—1 =0,
determinar as equacdes das retas tangentes a (A) e paralelas a s.
Resolucao

ty /s

ty/l's

A equacao do feixe de retas paralelas aretas é: 3x + 4y + k=0 (I
As retas procuradas pertencem a esse feixe e sao tais que a distancia
do centro a elas ¢é igual ao raio.

Como x2 + y2 = 1 tem centro C(0; 0) e raio r = 1

3.0+4.0+Kk|

V32 4 42
Retornando em (I), obtemos as retas tangentes:
se k =5, resulta: 3x + 4y + 5 =0 (t,)

K
c (FGV-adaptado) — No plano cartesiano, a reta de equacao
x = k tangencia a circunferéncia de equacao (x—5)2+(y—3)2 = 4.
Os valores de k sao:

a) —20u0
d 7o0u3

resulta: 1 = o lkl=5<k=2x5

b) -5 o0ub
e) 8ou4d

c) 9ou

se k=-05, resulta: 3x + 4y =5 =0 (t,).
Resposta: t;:3x +4y +5=0
t):3x+4y-5=0

9 Determinar as equacoes das retas tangentes a circunferéncia
x2+y2 +2x -8y + 12 = 0 tracadas pelo ponto P(- 2; 7).

Resolucao

A equacéao da familia de retas que passam pelo ponto P(- 2; 7) é:
y=-7=m.X+2) © mx-y+7+2m=0 (),

em que m é um parametro a ser determinado.

A circunferéncia tem centro C(- 1; 4) e raio r = Ve,

Para que a reta que passa por P seja tangente a circunferéncia, a sua
distancia ao centro deve ser igual ao raio. Portanto:

=Vs

|m. 1) —-4+7+2m| A [m + 3]

V. m?+ 1 m? + 1

Elevando ao quadrado e simplificando, a equacéo resulta

2m?2 - 3m - 2 = 0, que, resolvida, apresenta como solugdo: m = 2 ou
m =-1/2.

Retornando a equacéo (l), com os valores obtidos de m, temos as
equacoes das retas tangentes: 2x—y + 11 =0 ou X +2y-12=0
Resposta: 2x-y+11=0 ou x+2y-12=0

Exercicios Propostos

RESOLUCAO:

A circunferéncia (x — 5)2 + (y — 3)2 = 4 tem centro C(5;3) e raio 2. A
reta x = k é vertical e tangente a circunferéncia, portanto com
equacaox =7 ou x = 3.

MATEMATICA 13




0

Wt ———————————
N ===

Entao: k=7 ou k=3
Resposta: D

e Escrever a equacado da circunferéncia de centro
C(2;5) e que é tangente aretax + y—3 = 0.

RESOLUCAO:
s:x+y-3=0
reds lax, + by, + ¢l
Vatso?
1.2+1.5-3 |4
Vi, Va2
-4 ﬁ:zx/i
V2 V2 ,
(x =22+ (y-5)2=(2V/2)2 S "

(x-22+(y-52=8

e O ponto P(2;3) pertence a circunferéncia
(x = 12 + (y = 1)2 = 5. Determinar a equacao da reta
tangente a circunferéncia e que passa pelo ponto P.

RESOLUCAO:
m = 3;1 = 2 - m. = i
cP 2-1 r 2 Ay

xXv¥

@ Dada a reta (s) 3x + 4y — 7 = 0 e a circunferéncia de
equacao (x — 3)2 + (y + 2)2 = 4, determinar as equacoes
das retas tangentes a circunferéncia e paralelas a reta s.

RESOLUCAO:

s:3x+4y-7=0

r3x+4y+c=0 I
t:3x+4y+c'=0

E a distanciaderedetaC

é igual a 2

(raio da circunferéncia).

lax, + by, + ¢l

d=
Va2 + b2

o 13:3+4.c2+kl _ f9-8+kl _ 14K
V 32 ;42 V25 °

[1+k]=10

k=9ouk=-11

Logo, asretas sao: 3x + 4y +9=0 ou 3x+4y-11=0

e Determinar as equacdes das retas que passam pelo
ponto P(- 3;2) e sédo tangentes a circunferéncia de
equacao x2 + y2 = 4.

RESOLUCAO:

Y4

mx-y+3m+2=0

y—2=m(x+3) \P(32)
Im.0-1.0+3m+2| )

r
f N
cs = X
Vm2 4+ (-1)2

[3m+2|=2Vm2+1 -2

W
N
N
x

IM2+12m + 4 =4m? + 4
5m2 + 12m =0

m=0oum= ﬁ
5

ry-2=0

s —12 x-y+3. [ 212 ) +2=0
5 5

12x + 5y +26 =0
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Modulos

1. Definicao

Sejam F, e F, dois pontos distintos tais que
F,F, = 2f e 0 nimero real 2a tal que 2a > 2f.

Elipse é o lugar geométrico de todos os pontos
do plano tais que a soma das distancias a F, e F, é
constante e igual a 2a. Simbolicamente:

P € elipse <> PF, + PF, = 2a

2. Elementos da elipse

a) O ponto O, médio de F,F,, € o centro da elipse.
b) Os pontos F, e F, sdo chamados focos.

c) A distancia entre os focos é a distancia focal.
Assim: F1F =2f

d) Os pontos A, e A, sdo chamados vértices da
elipse.

e) O segmento A;A,¢é o eixo maior da elipse e sua
medida ¢ 2a, pois: A, E elipse < AF, + A/F, =2a =
< AF, +AF,=2a e AA,=2a

f) Os pontos B, e B, sdo chamados polos da elipse.
g) O segmento B,B,, cuja medida representaremos
por 2b, € o eixo menor da elipse. Assim:  B,B, = 2b

Palavras-chave:
¢ Eixo maior

¢ Eixo menor ¢ Distancia focal

3. Relacao entre a, b e f

Sendo B, ponto da elipse e notando, por simetria,
que B,F; = B,F, temos: B, Eelipse < B,F, + B;F, = 2a =
< BF, +BF, =2a« 2B,F, =2a<BF, =a

Utilizando o tridngulo retangulo OB,F, concluimos,

entdo, que:
a=b+f

~ -
4. Equacao da elipse
a) Com centro na origem e eixo maior contido no
eixo das abscissas.

Se a origem do sistema cartesiano for o centro O da
elipse e o eixo maior A;A, estiver contido no eixo das
abscissas, entao:

F.(f: 0) ; Fyl-£0)
A,l(a; 0) ; Ayl-a; 0)
B,(0; b) ; B,(0; - b)

Neste caso, sendo P(x; y) um ponto genérico da
elipse, temos: PF; + PF, = 2a <

S Vix=f2+y-02+Vix+H2+(y-02=2a

Desta igualdade, apés simplificacdes convenientes,
resulta

MATEMATICA 15



b) Com centro na origem e eixo maior contido no
eixo das ordenadas.

Se a origem do sistema cartesiano for o centro O
da elipse e o eixo maior A;A, estiver contido no eixo das
ordenadas, entao:

F100; 1) ; F,(0;-1)
A,(0;a) ; Ayl0;-a)
B,(b; 0) ; By,(-b; 0)

Neste caso, a equagao da elipse sera: d) Com eixo maior paralelo ao eixo das ordenadas.
yz X2 Se a elipse tiver eixo maior paralelo ao eixo das
2 s —— =1 ordenadas e centro no ponto C(g; h), entédo:
aZz b2

F,(g; h+1) ; F,lg; h-1)

A,lg; h+a) ; Ayg; h-a)

B,(g + b; h) ; B,(g-b;h)
Neste caso, a equacéo sera:

(y - h)? ) (x - g)? _

1
a? b?
A1
YA
N\
h______2 B,
¢) Com eixo maior paralelo ao eixo das abscissas.
Se a elipse tiver o eixo maior paralelo ao eixo das 1A,
abscissas e centro no ponto C(g; h), entao: | >
9 X
Fi(g +f: h) ; F,g-f: h) L )
A,lg+a:h) ; Aydg-a;h) 5. Excentricidade da elipse
B1(g; h+b) ; Bz(g; h-b) A excentricidade da elipse, representada por e, € a
razdo entre f e a. Sendo, na elipse, 0 < f < a, resulta
O<ex<1.

Neste caso, a equacao sera:
(X - g)z (y - h)Z 1 f
+ = =
az bz e= ; e O<e<1

Simbolicamente:

IS
No Portal Objetivo

Para saber mais sobre o assunto, acesse o PORTAL OBJETIVO (www.portal.objetivo.br) e, em “localizar”, digite
MAT2M402
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v V' éd - - v é
‘/ Exercicios Resolvidos - Médulos 51 e 52

0 Determinar a equacdo da elipse de

centro na origem, com eixo maior horizontal

medindo 10 unidades e eixo menor medindo

8 unidades:

Resolucao

Temos: Centro (0; 0)
eixo maior:
eixo menor: 2b =

2a=10<a=5
8<b=4

Se o eixo maior é horizontal, entdo a equacao
da elipse é do tipo:
& y2

A

+
a? b2

Substituindo, pelos valores, resulta:

2 y2 o y2
e — + ——

+ =
52 42 2 16

— s =

=1

x2 y2
Resposta: —— + —— =
25 16

1

e Determinar a equacdo da elipse cujos
focos estdo no eixo das ordenadas e sao
simétricos em relacdo a origem, sabendo que
seu eixo maior mede 10 unidades e que a
distancia entre seus focos € de 8 unidades.
Resolucao
Temos: Centro (0; 0)
eixo maior: 2a=10<a=>5
distancia focal: 2f =8 « f = 4

Da relacdo fundamental da elipse a2 = b2 + 2,
temos:
52=p2 +4225-16=b2<=b?2=9<=b=3
Se o eixo maior é vertical com centro na
origem, a equacao da elipse é do tipo:

x2 y

PN 2 =9

b2+ a?

Substituindo, pelos valores, resulta:

X2 y2 X2 y2
—t— =1 — + — =1
82 52 9 25
2 y2
Resposta: — + =1
25

Exercicios Propostos - Moédulo 51

o Os pontos A, e A,, representados no sistema cartesiano,
séo os vértices de uma elipse e F; ¢ um de seus focos.

g)

YA

25 16
A2 F2 F1 A1 > X

Pede-se:
Ay
I T R T T T T T T
L I
S reToTTATAT o roToT oA
N o o
it el el Bk Bl ol e bl il el St e Bl B B
[ N T R o [
——t—t—t-dA-A--——f—F-f-t-—t-d—A————
[ N T R o [
B e e B e e e s s e e
[ N T R o [
R g A N O B [P R RS N ~
[ T T T B o [ RESOLUCAO:
b4 444
N

a) as coordenadas dos vértices
b) a medida do eixo maior (2a)
c) as coordenadas dos focos
d) a distancia focal (2f)

e) a medida do eixo menor (2b)
f) as coordenadas dos polos

g) desenhar a elipse

h) a equacao da elipse

i) a excentricidade da elipse

RESOLUCAO:
a) A,(5;0) e A,(-5;0) b) 2a=10
c) F,(3;0) e Fyl- 3;0) d) 2f=6

e) a2=b2 +f2
52-p2+32=b=4=2b=8
f) B,(0;4) e B,(0;- 4)

| 1)
X m e=_f
a

I
I
|
l f
:
1
I
1

9 O eixo maior de uma elipse mede 20 e a excentricidade é

-- 08=__ =f=
10

0,8. Obter a medida do eixo menor.

2a=20<«a=10

) a2 = b? + f2
102=b%2+82=b=6
8 Logo, 2b = 12

e Determinar a equagao da elipse cujos vértices sao

! (13; 0) e (- 13; 0) e cuja distancia focal é 10.

RESOLUCAO:
|) a=13 e f=5
) a2=b?+f

RESOLUCAO:
) a2=b?+f2

2 2
m X+ Yo
a2 b2
2 2
RS A
169 144

132=b%2+52=b =12

1

0 Determinar a equacgao reduzida da elipse cujos focos sado
(0; 3) e (0; — 3) sabendo que o eixo maior mede 8.

42=p2+32=b%2=7

MATEMATICA
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Propostos - Modulo 52
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o (UEL - MODELO ENEM) - Existem pessoas que nascem
com problemas de saude relacionados ao consumo de leite de
vaca. A pequena Laura, filha do Sr. Anténio, nasceu com este
problema. Para soluciona-lo, o Sr. Anténio adquiriu uma cabra
que pasta em um campo retangular medindo 20 m de
comprimento e 16 m de largura. Acontece que as cabras
comem tudo o que aparece a sua frente, invadindo hortas,
jardins e chéacaras vizinhas. O Sr. Antdnio resolveu amarrar a
cabra em uma corda presa pelas extremidades nos pontos A e
B que estdo 12 m afastados um do outro. A cabra tem uma
argola na coleira por onde a corda é passada, de tal modo que
ela possa deslizar livremente por toda a sua extensédo. Observe
a figura e responda a questao a seguir.

16 m

> ¢
@ ¢

20m

Modulos

53e54 Hipérbole

1. Definicao
Sejam F, e F, dois pontos distintos tais que
F,F, = 2f e 0 nimero real 2a tal que 0 < 2a < 2f.

Hipérbole é o lugar geométrico de todos os pon-
tos do plano tais que a diferenca das distancias, em
modulo, a F, e F, é constante e igual a 2a.

Simbolicamente:

P € hipérbole <> | PF, - PF, [ = 2a

2. Elementos da hipérbole

a) O ponto O, médio de F,F,, é o centro da hipér-
bole.
b) Os pontos F, e F, sdo chamados focos da hipér-

Qual deve ser o comprimento da corda para que a cabra possa
pastar na maior area possivel, dentro do campo retangular?
a) 10 m. b)15m. ¢)20m. d)25m. e)30m.

RESOLUCAO:

Os pontos A e B serao os focos da elipse, com eixos maior e
menor, respectivamente, 2a =20 m e 2b = 16 m.

Para que a cabra possa pastar na maior area possivel (interior da
elipse de focos em A e B), o comprimento da corda é tal que

PA + PB = 2a (definicao de elipse)

Assim: PA + PB =20 m

Resposta: C

Palavras-chave:
¢ Eixo transverso

e Eixo conjugado e Distincia focal

bole.

c) A distancia entre os focos é a distancia focal.
Assim: F1F =2f

d) Os pontos A, e A, sdo chamados vértices da
hipérbole.

e) O segmento A;A, € o eixo transverso da hipér-
bole e sua medida & 2a, pois: A; € hipérbole <
<> AF,-AF =2a<AF,-AF,=2as AA,=2a

f) Os pontos B, e B, sdo chamados polos da hipér-
bole.

g) O segmento B;B,, cuja medida representaremos
por 2b, ¢ o eixo conjugado da hipérbole. Assim:
B,B,=2b
h) Os pontos B, e B, sdo escolhidos de tal modo
que OF, =0C =f

i) Asretas d, e d, sdo chamadas assintotas.
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i) Se a =b, a hipérbole é chamada equilatera.

3. Relacio entre a, b e f

No tridangulo retangulo OB, C, temos:

f2=a2+b2

4. Equacao da hipérbole

a) Com centro na origem e eixo transverso con-

tido no eixo das abscissas.

Se a origem do sistema cartesiano for o centro O da

hipérbole e o eixo transverso A;A, estiver contido no eixo

das abscissas, entao:

F,(f: 0)
A,(a; 0)
B,(0; b)

4

’

’

Neste caso, sendo P(x;

hipérbole, temos:
|PF, - PF,| = 22 =

F,(- £: 0)
A,(- a; 0)
B,(0; - b)

y) um ponto genérico da

o [ Vix-f2+ty-02 - Vix+ 92+ (y-02 | = 2a

Desta igualdade, apés simplificacdes convenientes,

resulta

20

az

MATEMATICA

Se a hipérbole for equildtera, entao, x2 - y2 = a2

b) Com centro na origem e eixo transverso con-
tido no eixo das ordenadas.

Se a origem do sistema cartesiano for o centro O da
hipérbole e o eixo transverso A;A, estiver contido no eixo
das ordenadas, entao:

F,(0; 1) ; F,(0;-f)
A,(0; a) ; A,l0;-a)
B,(b; 0) ; B,(-b; 0)

Neste caso, a equacéo da hipérbole sera:




¢) Com eixo transverso paralelo ao eixo das abs-
cissas.

Se a hipérbole apresentar eixo transverso AA,
paralelo ao eixo das abscissas e centro no ponto Clg; h),
entdo:

A,(g+a;h) ; Ayg-a; h)
B,(g;h +b) ; By(g; h-b)
Neste caso, a equacao da hipérbole sera:

(x-gP (y-hP _

a? b?

3>
X

d) Com eixo transverso paralelo ao eixo das or-
denadas.

Se a hipérbole apresentar eixo transverso A,A, pa-
ralelo ao eixo das ordenadas e centro no ponto C(g; h),
entao:

F,(g; h+f) ; Fyg;h-f)
A,(g;h+a); Ayg h-a)
B,(g + b; h) ; B,(g-b; h)

Neste caso, a equacao de hipérbole sera:

(y-hP (x-gP _

a? b?

<V

5. Excentricidade da hipérbole

A excentricidade da hipérbole, representada por e,
€ a razao entre f e a. Sendo, na hipérbole, f > a > O,
resultae > 1.

Simbolicamente: e = e e>1

o |-

L5
g No Portal Objetivo

Para saber mais sobre o assunto, acesse o PORTAL
OBJETIVO (www.portal.objetivo.br) e, em “localizar”,
digite MAT2M403

Exercicios Resolvidos - Moédulos 53 e 54

o Os vértices de uma hipérbole séo os pontos A, (0; 3) e A,(0; - 3),
seus focos s&o os pontos F;(0; 5) e F,(0; - 5).

a) Determine a equacao da hipérbole.

b) Determine a excentricidade da hipérbole.

c) Esboce o gréfico da hipérbole.

Resolucao

A disténcia entre os vertices ¢ Aj/A, =2 .a=6<a=_3.

A distancia focal é: FiF, =2 . f=10<f=5

Sendo f2 = a2 + b?, temos 52 =32 + b2 < b2 =16 < b =4

Portanto:
a) Equacao da hipérbole (com vértices e focos no eixo Qy)

y2 x2 y2 y2
2 - 2= L - =
a’ b2 9 16
B
b) Excentricidade: e = f_=2
a 3

c) grafico
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9 (MODELO ENEM) - Determinar a equa- Resolugéo

cao da hipérbole cujos focos estao situados no Ay

eixo das abscissas, simetricamente situados
em relacdo a origem, sabendo que seus eixos
sdo: 2a = 10 (eixo transverso) e 2b = 8 (eixo
conjugado).

De acordo com o enunciado, temos:
Centro C(0; 0)

eixo transverso: 2a=10<a=>5
eixo conjugado: 2b =8 < b =4

Se o eixo transverso é horizontal e o centro € a
origem, a equacgao da hipérbole é:

x2 y2

2 2 2 2
GO Gl
25 16 16 25
& 2 2 2

A AR R N

5 4 PR

y2 X2

A
25 16
g

az b?

Substituindo pelos valores, vem:

. y2 & y2
52 42 25 16
Resposta: A

Exercicios Propostos - Médulo 53

0 Os pontos A, e A,, representados no sistema cartesiano,
sdo os vértices de uma hipérbole e F; € um de seus focos.
Pede-se

a) as coordenadas dos vértices;

b) a medida do eixo transverso (2a);

¢) as coordenadas dos focos;

d) a distancia focal (2f);

e) a medida do eixo conjugado (2b);

f) as coordenadas dos polos;

g) o desenho da hipérbole;

h) a equacéao da hipérbole;

i) a excentricidade da hipérbole.

Ay
| | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | |
cTTroTrTTITTaITAAT I T T rhTroTT T T T I T
| | | | | | | | | | | | |
- r-r-t-t-"------r-r-t-t-t--1--1--
| | | | | | | | | | | | |
B e e e B Bl B e e e e e e e T
| | | | | | | | | | | | |
——b—t—t—d A= — b — b —d —d —d = — |- —
| | | | | | | | | | | | |
Bl e aids SR e e P B S S e e e e L
| | | | | | | | | | | | |
RS [ N R U U | R
| | | | | | | | | | | | |
1 1 1 ¢ 1 1 1 1 é 1 é 1 1 =
S P R O AT IO (I W PR A
| | | | | | | | | | | | |
RN U I | N A S ) N IS (O DR
| | | | | | I I I I I | |
e S
] ] ] I | | I ] ] ] I | |
| | | | | | I | | | | | |
ST T T T T To T
I I | I | | I | | | | | |
B s e I i R e e i i e E M R i
| | | | | | | | | | | | |
-TroTrTTTTaTAAT T I T T ro T T T T
| | | | ! ! ! | | | | | !
RESOLUCAO:
a) A,(3;0) e A,(- 3;0) ) y
b)23=6
¢) F,(5,0) e F,(-5;0)
d) 2f = 10 Fo \A | A Fy
e) 2 = a2 + b? 5 |3 3| 5 X
52=-324+b2=b=4=2b=8

f) B,(0;4) e B,(0;- 4)
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e O eixo transverso de uma hipérbole mede 8 e a excen-
tricidade € 1,5. Obter a medida do eixo conjugado.

RESOLUCAO:
) 2a=8<«a=4

M e=-— e e=15
a

15= L =f=6

m f2=a2+b?
62=42+b2=b2=20=b=2V5
Logo,2b=4\/§

e Determinar a equacao da hipérbole cujos vértices sao
A,(8; 0) e Ay(=8; 0) e cuja distancia focal & 20.

RESOLUCAO:

) 2f=20<«f=10

) f2=a2+b?
102=82+b2=b=6

2 2
m XX oy
a2 b?
2 2
2y
64 36

0 Determinar a equacao da hipérbole de focos F,(0; 5) e
F,(0; - b) sabendo que o eixo conjugado mede 8.

RESOLUCAO:

1) 2b=8<b=4

) f2=a2+b?
52-a2+42=a%2=9

x2

- =1

1)} 16
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o (UFPB - MODELO ENEM) - Uma quadra de futsal esta
representada na figura abaixo pelo retangulo ABCD, no qual
A= 20; = 10) e C(20; 10). Cada uma das é&reas dos goleiros
(regides hachuradas) é delimitada por uma das linhas de fundo,
AD ouBC, e por um dos dois ramos de uma hipérbole de focos
F, = 6V5; 0) F,=(= 6V/5; 0). O circulo central e a hipérbole
sdo concéntricos, o raio do circulo mede 3 m e um dos polos
da hipérbole € B,(0; 6).

Nesse contexto, identifique as proposicoes verdadeiras:
01. A distancia entre o centro do circulo e um vértice da
hipérbole é de 12 m.

02. A quadra tem 800 m?2 de érea.

2 y2
04. A equacéo da hipérbole é %0 - — =1

08. A excentricidade da hipérbole ¢ igual a % .

Modulos

55e56 Parabola

1. Definicao
Seja d uma reta e F um ponto nao pertencente a d.

3

Parabola é o conjunto de todos os pontos do
plano equidistantes da reta d e do ponto F.

Simbolicamente:

P € parabola < Pd = PF

@)
g No Portal Objetivo

Para saber mais sobre o assunto, acesse o PORTAL
OBJETIVO (www.portal.objetivo.br) e, em “localizar”,
digite MAT2MI404

16. O eixo conjugado da hipérbole tem comprimento igual a
4 vezes o raio do circulo.

A soma dos valores atribuidos as proposicdes verdadeiras € igual

al ]

RESOLUCAO:

A partir do enunciado, temos:

1) Centro O(0; 0) e polo B,(0; 6) = b =6

Il) Centro O(0; 0) e foco F1(6\/E; 0)=f= 6\/§

) a2+ b2 =f2=>a? + 62 = (6V/5)2= a = 12

Na analise das proposicoes, temos:

(V) 01) a distancia do centro a um vértice da hipérbole tem me-
dida igual 12 m, pois OA, =a = 12.

(V) 02) a area da quadra = AB . BC = 40 . 20 = 800 m?

XZ y2 XZ y2
(F) 04) a equacao da hipérbole ¢: — - — =1 — - — =1
duac P 122 @2 144 36
(F) 08) a excentricidade da hipérbole é: e = % = % - @

(V) 16) o eixo conjugado tem medida: 2b =2 . 6 = 12, que é igual a
4 vezes o raio do circulo (3 m).
Resposta: 19

Palavras-chave:
* Foco
e Vértice e Diretriz

2. Elementos da parabola

gt

a) O ponto F é o foco da parabola.
b) A reta d é a diretriz da parabola.
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c) O ponto V tal que Vd = VF = f é o vértice. Neste caso, a equacao da parabola sera:
d) f é a distancia focal e 2f ¢ ametro.
) f é a distancia focal e 2f ¢ o parametro yz = — 4fx

e) Areta \<ﬁ=> € o eixo de simetria da parabola.
¢) Com a concavidade para cima:

3. Equacao da parabola

. .. A
a) Com a concavidade para a direita: y
d
Ay ¢ F(O; f)
Vv x

. > g

V\ F(f; 0 X
(£ 0) y=-f

x=-1 Se a origem do sistema cartesiano for o vértice V, o

eixo de simetria for Oy e a parabola estiver “voltada para

Se a origem do sistema cartesiano for o vértice V, o _ )
cima”, entao:

eixo de simetria for Ox e a parabola estiver “voltada para
a direita”, entao: { o foco é o ponto F(0; f)

o foco é o ponto F(f; 0)
a equacao da diretriz é x = - f

a equacao da diretrizé y = - f

Neste caso, a equacao da parabola sera:
Sendo P(x; y) um ponto genérico da parabola, temos:

X2 = 4fy
PF = Pd < V(x— )2 + (y-02 =x+f
Desta igualdade, apds simplificagdes, resulta: d) Com a concavidade para baixo:
b) Com a concavidade para a esquerda:
d
y v >
X
¢ F(0; -f)
F(-?' 0) v >X Se a origem do sistema cartesiano for o vértice V, o
' eixo de simetria for Oy e a parabola estiver “voltada para
baixo”, entdo:
x=f

o foco é o ponto F(0; - f)
Se a origem do sistema cartesiano for o vértice V, o - q 9 =
_ o ) o a equacao da diretrizé y = f
eixo de simetria for Ox e a parabola estiver “voltada para

a esquerda”, entao: ) ) )
Neste caso, a equacao da parabola sera:

o foco é o ponto F(- f; 0)
{ Xz = = 4fy

a equacao da diretriz é x = f
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Exercicios Resolvidos - Modulos 55 e 56

K
a Determinar a equagao da parabola com foco F(2; 3) e diretriz com
equagao x = 6.

9 Determinar a equacdo da parabola com vértice V(3; 4) e foco
F(3; 2). Obter a equacao da diretriz dessa parabola.

Resolucao Resolucio
Ay diretriz
I
1 y :
| o A 'A(3; 6)
: diretriz - - - - - - - -} - -———-¢--——-"—-----——-
i 1V (3; 4)
I
N | eixode :
E’| simetria |
I TF (3;2)
I
I
i : > x
|—i eixo dé simetria
L ) X
2 4 6

Pelo enunciado, conclui-se que a pardbola tem eixo de simetria horizon-
tal e é voltada para a esquerda, portanto, sua equacéo é do tipo
(y-hZ2=-4.f.(x-qg)

Como a diretriz tem equacao x = 6 e o foco é o ponto F(2; 3),

Pelo enunciado conclui-se que a pardbola tem eixo de simetria vertical
e € voltada para baixo, portanto, sua equacao € do tipo:

(x-g)2=-4.f.(y-h)

Como V(3; 4) e F(3; 2), entdo f = VF = 2, e a equacao da parabola

conclui-se que: resulta:

® V(4; 3) é o vértice (ponto médio) (x-32=-8.(y-4)
eVF=f=2

A equacao da parébola resulta: (y -3)2=-8. (x - 4)

A equacdo da diretriz serd y = 6, visto que se trata de uma reta
horizontal que passa pelo ponto A(3; 6).

N ry m -
‘/‘ Exercicios Propostos - Médulo 55

Questoes de 0 a e

O ponto F e a reta d, representados no sistema cartesiano sao, respectivamente, o foco e a diretriz de uma parédbola. Pede-se, em
cada caso
b) a equacéo da diretriz; c¢) as coordenadas do vértice;

e) a equacgao da parabola;

a) as coordenadas do foco;

d) o parametro (2f); f) desenhar a parébola.

o RESOLUCAO:
a) F(3;0)
Ay b) x+3=0
o o T T T R T T c) V(0;0)
o o o
--r-r-T-qf-a----f-r-r-ToT-a-a-om - d p=2f=6
o o N I 2
it i i s St Bty Bl el el plh ey B Bt Bty Bl e) y* = 4fx
[T 1o TR T N T B
——F—t—t-t-d-————F—f—t—d—d—A———— y?=4.3x
[T 1o TR T N T B
e S S R N y? = 12x
I o N N N R R
N R A N P NN Sy ST SO IO SR P NN f)
[ [ [ I I T R AY
Y R A O P ENORY Oy Y IO IO S SR N
o 1 o
1 1 1 1 1 1 1 é 1 1 1 1 ;
o o o
T T S O AT S S A
[T 1T T T R T R T
RN N | P N
[ 177 CTrTTTITOTOT
RN i [ N N [ S B N F
[ i~ [t mly Sy i Bt o >
L 1 N .
St el Sl el i e el Nt et skt Bk Bt By 3 [ 3 x
o 1o R
ST TSTTTAT T[T RTTroToToaT AT
o 1o N
it il el Bk Bl ol el el e el e e el B
P o A
d d
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Propostos - Médulo 56

”

Exerc

o o
— C
=
- ©
<3
x
m ,M A -
S o T S A S T I
O e e
© [ Ry B S| [ e T R
o I I
0 @ TP TTTTTTIT AT T TR T
o R o
o & il et el st sl S S i Bt el il il e
O + [ T T T [ T T T T
S i e e e e e e Bl R e e e e
o ¥ [ T T B | (I T T T
= o ——bk—b bt A e — = = —
o 5 [ T T B | (I T T T
o 3 RNy T T T Ry Y
S o oo [
et JERE O R I IO W DU R TR R SR Hy B
o - oo [
= ™M RN [ A N S [ N A S E
S .. [ T T T T T T T T
= RN S U N A AU W DU B N S SN S B >
& = [ e iy My [ e I et <
o [ o
o £ ST TTTTTTIT AT
® 5 [ T R T [ T R T T =
S Y ——F—f—t—-t—t—t—-— "~~~ —r-r-r- ™
S i [ [ N I = | =
T © o el otk e s S S i Bt i et e ol | > ®™
® . S [ T N T [ T T T >« !
m A 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 . = . y
© ¢ 0 [ T N T [ T T R T (o] ¥ 9+
. O 9 R T A (| Ry Iy <L '
o & £ N o (3]
=25 ® [ T T B [T T T B =] onn
o o o
> 3 - = Lo
O e o) - ™ o< <
S5 @ B ¥ [
o a [ > X X X
o ®©
= O
[SENG]
S y
c 30
2
c » [ T R T B [ T T R T
o o RN O S A I [ W S S N NN Y N S
o 5 [ i M Bl (i e i h <
o @ [ o
= ST TOTTTTAT T TR
) [ T T R T [ T T N T
o o --F-tr-T-tT—-t—t-q----I—--Fr-F-r-
O [ T T R T [ T T T |
o 1 ——F—t—t—t—t—d—o—dA——l——m—F—F— -
< [ T T R T [ T T T
9 Ny T S Uy S <
5 + [ T T T B [ T N |
O % T (| Ry Iy
T o R o
o @ RN O R I IO W SRS O (R A ERY By B -
a8 'S > Cor T T -
© O < T T R N [T TR T T <
S 2 e = [ 1
o ®© RN O U e A AU W S B D N S S S -
o & T r T~ T- 7177 [ T It et .
S O @ L o py
T £ ST TOTTTTIT T i
_O o @© [ T T B (N T T |
8, T © --r-r-ft-t-t-t-q-d--—---F-F-r-—-
c 2 o [ T T R T [ T T T
=} c ——F—t-—t—t—t—d—d A==l —F— -
o © © [ T T R T [ T T T
® o o —— b+ A A - —  —- ..
© N O [ T T Y I [ T R R T Q
L = & RN T T T ORI S N S (RN S N EY E, <L
o B R e O X
5 2 @ [ T T T [ T R T T D x ¥ x
e} S o - Y - ©
2 o <t < -
@ O @ nounon
S5 ®©
c o o o 2V. 2V. 2V.

MATEMATICA

28



e Representar, no plano cartesiano, a pardbola de equacgao 0 (UNESP) - Fixado um sistema de coordenadas ortogonais
(y — 7)2 = — 12(x — 5) destacando o foco, o vértice e a diretriz. em um plano, considere os pontos O(0;0), A(0;2) e a reta r de
equacéoy = - 1.

Ay a) Se adistancia do ponto Q(x,, 2) ao ponto A & igual a distan-
! T cia de Q a reta r, obtenha o valor de x,; supondo
% > 0.
B Al el st B St st ainls St Sk ol il ntl el et b) Obtenha a equacdo do lugar geométrico dos pontos P(x;y)
--—i-- --i—--i---i--i—--i—-1:--?--5—--5-—1:--5---5--- desse plano, cuja distancia até o ponto A ¢ igual & distancia
até aretar.
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
e R it e e B e e B e e el e e
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
PR R I___I___I__I___I___I__l__l___l__I__I __I___ ~
i A R I R A RESOLUCAO:
B Ll B e e e S e B e S B e e e
| S A A R a) Aretas, que passa pelos pontos A(0;2) e Q(x,;2) é horizontal
e e Bl e e e e e B e e e e e N _ R
. T T S T S R e e, portanto, paralela a reta r, de equacao y = — 1. Assim, a
i A distancia entre as retas r e s é igual a 3.
[ i R e S S R S B R
JE R o S IO S St N SO N S IO Se a distancia do ponto Q(x,;2) ao ponto A é igual a distancia
i i i i i i i i i i i i i > X de Q a reta r (distancia entre as retas r e s), devemos ter
[ N S S - S SR S S S AQ = 3 e, portanto, supondo X, > 0, resulta x, = 3.
A R R A
yA
\ 1
~ \ 1
RESOLUGAO: \ A(O' 2) IQ(XO; 2)
V(5; 7) Nosm------ ¢S y=
f=3 \ S
\\ // |
F(2; 7) S - |
DTN W %
v(l;0) |
2 1 »
> X
> 0 I
X
i ol o I

b) O lugar geométrico dos pontos P(x;y) desse plano cuja dis-
tancia até o ponto A(0; 2) é igual a distancia até a reta r, de
equacao y + 1 = 0 representa uma parabola de foco A(0; 2) e
diretriz y + 1 = 0. O vértice da parabola é o ponto

v 2-1 1
;0| = —;0| eaequacao é
2 2 quac

02=4 ° ! 2=6 !
et 3o )

1
Respostas: a) x, =3 b)x2=6. (V - ? )
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MATEMATICA E SUAS TECNOLOGIAS
4 4 FRENTE
MATEMATICE 2

Geometria Métrica e de Posi¢céo = Médulos
45 — Tronco de piramide de bases paralelas

46 — Tronco de cone de bases paralelas

47 — Inscricao e circunscricao de sélidos I

48 — Inscricio e circunscricio de solidos IT

49 — Solidos de revolucao

50 — Geometria de posicdo — entes primitivos e postulados
51 — Retas e planos no espaco

52 — Paralelismo

53 — Perpendicularismo

54 — Projecoes ortogonais

55 — Diedros, triedros e poliedros

. 56 — Poliedros de Platio e regulares
Johannes Kepler (1571-1630), astronomo ale-

mao, imaginou um modelo do sistema solar,

composto por esferas concéntricas inscritas e

circunscritas num cubo, num tetraedro, num

octaedro, num dodecaedro e num icosaedro.

Tronco de Palavra-chave:
] n (] . )
piramide de bases paralelas « Piramide
1. Tronco de piramide a) As arestas laterais e a altura ficam divididas na
d b I I mesma razao, chamada razao de semelhanca.
€ Nases paraieias VA’ VB’ VC’ h
Quando interceptamos todas as arestas laterais da VA VB vC H

piramide por um plano paralelo a base, que ndo contém
esta e nem o vértice, obtemos uma seccéo poligonal, tal
que:

b) A seccao obtida e a base séo poligonos semelhantes.

c) A razao entre as areas da secgao A, e da base Ag
¢ igual ao quadrado da razao de semelhanca.

2
)
A, |H
d) A “parte” (regiao) da piramide compreendida en-
tre a base e a citada seccdo é denominada tronco de
piramide de bases paralelas.
e) A razdo entre os volumes da piramide com base

de area A, e da piramide com base de area Ag € igual ao
cubo da razao de semelhanca.

e
vV, |H
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2. Calculo da area total e
do volume de um tronco de piramide de bases paralelas

Sendo AB e Ab as areas das bases, h a altura (distancia entre os planos que contém as bases), Ae a é&rea lateral,
At a area total e V o volume de um tronco de piramide de bases paralelas, temos:

Exercicios Resolvidos

At=AB+Ab+A[

e

h N
V=?.(AB+Ab+ AB'Ab)

c (ENEM) - Uma fébrica produz velas de
parafina em forma de piramide quadrangular
regular com 19 cm de altura e 6 cm de aresta
da base. Essas velas sdo formadas por 4 blocos
de mesma altura — 3 troncos de piramide de
bases paralelas e 1 piramide na parte su-
perior —, espacados de 1 cm entre eles, sendo
que a base superior de cada bloco é igual a
base inferior do bloco sobreposto, com uma
haste de ferro passando pelo centro de cada
bloco, unindo-os, conforme a figura.

Se o dono da fabrica resolver diversificar o mo-
delo, retirando a pirdmide da parte superior,
que tem 1,6 cm de aresta na base, mas
mantendo o mesmo molde, quanto ele passara
a gastar com parafina para fabricar uma vela?

a) 156 cm3.  b) 189 cm?. c) 192 cm3.
d) 216 cmS.  e) 540 cm?.
Resolucao

De acordo com o enunciado, pode-se concluir
que a altura da piramide de parafina € 16 cm e
que a altura da piramide menor retirada € 4 cm.

9 Numa cédmara de ar suficientemente cheia
para ser utilizada como “boia” estd impressa
uma figura de érea S. Se insuflarmos mais ar pa-
ra dentro da “boia”, tal que seu volume fique du-
plicado, entdo a figura passara a ter area igual a:

a) 2S b) SV2 o) SV3
3 3

d) sV2 e) SVa

Resolucao

Seja A a nova érea da figura, V o volume inicial
da boia e K a razao de semelhanca.

Assim:
Assim, o volume, em centimetros cubicos, de
parafina para fabricar o novo modelo de vela ¢~ vV _ 5 S e [ ke Vs _k
igual a: 2V A 3
V2 VA
% 6216 % 5)2.4=192-3=189 | ogo: Vs _ 1 ~A-SVZ
Y
VA vz
Resposta: B Resposta: E
N~ 7y o
‘/ Exercicios Propostos
0 Calcular a éarea lateral, total e o volume de um tronco de (20 + 10) . 13 ,
pirdmide quadrangular regular, cujos apdtemas das bases me- 1 A,=4. 2 =2.30.13=780 cm

dem 5 cm e 10 cm e o apétema lateral mede 13 cm.

RESOLUCAO:

10

) h?4+52=132
hZ = 169 - 25
h=12cm

A, =Ag+A, +A,
A, =202 + 102 + 780 = 1280 cm?

5 Vv A +a + VA, A
- 3
A\ 4 V=22 (400 + 100 + V400 . 100) = 4 . 700 = 2800 cm®
3
ol
5 5
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e Uma piramide de base pentagonal com 12 cm de altura e
81 cm? de &rea da base é seccionada por um plano a, paralelo
ao plano da base e distante 8 cm da mesma. Qual a 4rea do
pentdgono obtido nessa intersecgao?

RESOLUCAO:

A A

m
‘\i‘:i; No Portal Objetivo

L)

Para saber mais sobre o assunto, acesse o PORTAL
OBJETIVO (www.portal.objetivo.br) e, em “localizar”,
digite MAT2M405

e (UNESP) — Com o fendmeno do efeito estufa e conse-
guente aumento da temperatura média da Terra, ha o despren-
dimento de icebergs (enormes blocos de gelo) das calotas
polares terrestres. Para calcularmos o volume aproximado de um
iceberg, podemos compara-lo com solidos geométricos conhe-
cidos. Suponha que o sdélido da figura, formado por dois troncos
de piramides regulares de base quadrada simétricos e justapos-
tos pela base maior, represente aproximadamente um iceberg.

As arestas das bases maior e menor de cada tronco medem,
respectivamente, 40 dam e 30 dam e a altura é de 12 dam.
Sabendo que o volume Vg da parte submersa do iceberg
corresponde a aproximadamente 7/8 do volume total V, de-
termine V.

RESOLUCAO:
1) O volume V, em decametros cubicos, do iceberg é dado por:

12 T
V=2. — (402+302+ 402.302)=
3
=8.(1600 + 900 + 1200) = 8. 3700 = 29600

2

-

O volume Vg, em decametros cubicos, da parte submersa do
iceberg é dado por:

7
Vg = i (8 .3700) = 25900

Resposta: 25900 decametros cubicos
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cone de

Seccionando um cone circular reto
por um plano paralelo a base, obtemos
dois sélidos: um novo cone e um tron-
co de cone de bases paralelas.

No tronco de cone de bases para-
lelas da figura, temos:

a)r é o raio da base
menor.

Tronco de Palavra-chave:
bases paralelas « Cone
' g) a area da base menor é: Ab= nr? .
- g

h) a &rea da base maior é: Ag=mR? .

i) a area lateral é: A, =ng(R +r) .

9 b) R é o raio da base maior.

~ =\ c)héaaltura do tronco de cone. jadreatotal é: A, =Ag+A,+A,.

tronco de cone.

d) g é a geratriz do tronco de cone.

2r e) o trapézio isésceles de bases 2r e 2R k) o volume & - g (AB + Ab * VAB ) Ab) _

e altura h é a seccao meridiana do

h f) o triangulo retangulo hachurado tem
catetos h e R - r e hipotenusa g e ) lembrando que A, = ar? e Ag = nR2, pode-se também
e . portanto:
) R +: escrever;, V= ﬂ (R2 + r2 + Rr)
R-r @ =h2+R-rP . ver: | V= —2
N ry m -
Exercicios Resolvidos

0 (UNESP) — Numa regiao muito pobre
e com escassez de dgua, uma familia usa
para tomar banho um chuveiro manual,
cujo reservatorio de agua tem o formato
de um cilindro circular reto de 30 cm de
altura e base com 12 c¢cm de raio, seguido
de um tronco de cone reto cujas bases
sao circulos paralelos, de raios medindo
12 cm e 6 cm, respectivamente, e altura
10 cm, como mostrado na figura.

30 cm

Por outro lado, numa praca de uma certa
cidade ha uma torneira com um goteja-
mento que provoca um desperdicio de
46,44 litros de agua por dia. Considerando
a aproximacao m = 3, determine quantos

dias de gotejamento sdo necessarios para  deve ser:
que a quantidade de agua desperdicada
seja igual a usada para 6 banhos, ou seja,
encher completamente 6 vezes aquele
chuveiro manual.

Dado: 1 000 cm3 = 1 litro.

Resolucao

O volume V, em centimetros cubicos, de dgua
usada para 6 banhos, é:

6.[n.122.30+ (122+62+12.6):|=

=6.(12960 + 2520) = 92880
Assim, a quantidade de agua usada em 6

banhos é de 92,88 litros e, como o goteja- a) E & b) 6cm o 4cm
mento na torneira desperdica 46,44 litros de
92,88 5
4gua por dia, conclui-se que, em —— =2 d) 4V3 em e) 4 V4 cm
46,44
Resolucao

dias toda essa agua sera desperdicada.

Resposta: 2 dias O volume do suco sera igual a metade do

volume do copo.

e (FUVEST) — Um copo tem a forma de um  Vsuco < X )3 1 < X )3
v =2 7\8) 7

cone com altura 8 cm e raio da base 3 cm. VCopo 8
Queremos enché-lo com quantidades iguais de
suco e de agua. Para que isso seja possivel, a

altura x atingida pelo primeiro liquido colocado  Resposta: E

3 3
< x3 =256 < x = V256 = x = 4V4 cm
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m
o A geratriz de um tronco de cone de bases paralelas mede

5 cm. Os raios das bases desse tronco medem 5 cm e 2 cm.
Calcule o seu volume.

RESOLUCAO:

2 2
~—1 —
\ hkh=4
2]

V= "3—h(R2+r2+R.r)

v Z

.4 4r
524224+5.2)= — .39
3 (5% + 2% + ) 3

V =525 cm?3

e Calcular a &rea total do tronco de cone do exercicio
anterior.

RESOLUCAO:
Ar=A +Ag+A =ng(R+r) +wR% +nr? =
=n.55+2) +x.52+mn.22 =351 + 29% = 641 cm?

e A que distancia do vértice devemos cortar um cone de

revolugao de 15 cm de altura, por um plano paralelo a base, de
o

modo que o volume do cone destacado seja 57 do volume do

primeiro?

RESOLUCAO:

15

15-x

34 MATEMATICA

Exercicios Propostos

Distancia =5 cm

e (MACKENZIE - MODELO ENEM) - Uma xicara de cha
tem a forma de um tronco de cone reto, conforme a figura.
Supondo m = 3, o volume maximo de liquido que ela pode
conter é:

- 'i
i
1
|
A
6 cm
v A =
i
4 cm i
| 1
a) 168 cm3 b) 172 cm?3 c) 166 cm3
d) 176 cm3 e) 164 cm?3
RESOLUCAO:

O volume maximo de liquido que a xicara pode conter é o volume
do tronco do cone dado por

6
V=T.(n.42+n.22+\ln.42.n.22)cm3=

= 2(16xm + 4x + 8x) cm3 = 56 cm3
Supondo x = 3, resulta V = 56 . 3 cm3 = 168 cm3

Resposta: A




Inscricao e

circunscricao de solidos |

1. Esfera inscrita no cubo

Seja r o raio da esfera inscrita no cubo ABCDEFGH
de aresta a.

B c
N
A
D
/
””” G
P
E a H

Seccionando o cubo por um plano que contém os
pontos médios das arestas AB, DC, EF e HG obtém-se
um circulo de raio r inscrito no quadrado MNPQ de lado
a.

Assim sendo:  F =

N |

A

A 4

@
W

P

2. Cubo inscrito na esfera

Seja R o raio da esfera circunscrita ao cubo
ABCDEFGH de aresta a.

Palavras-chave:
e Inscrito

¢ Circunscrito

Seccionando o cubo por um plano que contém os
pontos A, C e o centro da esfera obtém-se o retangulo
ACGE, de dimensoes aV2 e a, inscrito num circulo de raio
R.

A C
R
= a
R/,
E a2 G

Nesse retdngulo pode-se destacar o triangulo retan-
gulo EGC de catetos aV2 e a e hipotenusa 2R.

Aplicando o Teorema de Pitdgoras nesse triangulo
retdngulo temos:

(2R? = (aV2)’ + a2 < 4R?2=3a2 <«

3. Esfera inscrita no cilindro

Seja R o raio da esfera inscrita num cilindro de raio r
e altura h.

a) A base do cilindro e a esfera ttm o mesmo raio.

r=R
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b) A altura do cilindro é o dobro do raio da esfera.

h=2.R

4. Cilindro inscrito na esfera

Sejam r e h, respectivamente, o raio da base e a
altura do cilindro inscrito na esfera de raio R.

Seccionando o cilindro por um plano que contém
seu eixo obtém-se um retangulo de dimensdes 2r e h

inscrito no circulo de raio R.

Assim sendo:

(2R)? = (2r)2 + h?

—
R
A
h
s 28 v
——
R = _a e h=a
2

6. Cubo inscrito no cilindro

O raio R da base do cilindro ¢ a metade da diagonal

aresta do cubo.

5. Cilindro inscrito no cubo

Se R e h sao, respectivamente o raio da base € a

Assim:

altura do cilindro inscrito no cubo de aresta a, entao:

N y m -
Exercicios Resolvidos

o (FATEC) — Duas esferas macicas iguais e
tangentes entre si estdo inscritas em um
paralelepipedo reto retangulo oco, como mos-
tra a figura abaixo. Observe que cada esfera
tangencia as quatro faces laterais e uma das
bases do paralelepipedo.

O espaco entre as es-
feras e o paralelepipedo
estd preenchido com
um liguido. Se a aresta
da base do paralele-
pipedo mede 6 cm, o
volume do liquido nele
contido, em litros, é
aproximadamente igual
a:

Resolucao

Sejam R e h, respectivamente, as medidas, em
centimetros, do raio da esfera e da altura do
paralelepipedo. Assim,

b)h=4R=4.3=12

de um quadrado de lado a. A altura do cilindro é igual a

Sendo V| o volume do liquido, Vp o volume do
paralelepipedo e V¢ o volume da esfera, em

centimetros cubicos, temos:

4

V =Vp-2.Vp=62.12-2. — m.3%=
3

= 432 - 727 = 205,92

Logo, o volume do liquido é aproximadamente
0,206 litro.

Resposta: B

9 (FUVEST) — Um cubo de aresta m esta
inscrito em uma semiesfera de raio R, de tal
modo que os vértices de uma das faces perten-
cem ao plano equatorial da semiesfera e os
demais vértices pertencem a superficie da
semiesfera. Entdo, m ¢é igual a:

a) 0,144 b) 0,206 c) 1,44
d) 2,06 e) 20,6
36 MATEMATICA



\/; Resolucgio

>

0 O volume da esfera inscrita num cubo cuja aresta mede
6cmeé:

a) 30m cm3 b) 32m cm?3 c) 34 cm?3
d) 36m cm?3 e) 38t cm?3
RESOLUCAO:

DR= & —R=3
2

v = %nR3=>V= %n33=>v=36ncm3

Resposta: D

Exercicios Propostos

De acordo com o Teorema de Pitagoras,
aplicado ao tridngulo retangulo AOB, tem-se:
(OA)? + (AB)? = (OB)2.

Assim:
2
( mV2 ) R,
2
3m?2
=—=R22m2=R2.£=
2 3
|2
=m=RA\/ —
3
Resposta: A

9 Calcular a area total de um cubo que esta inscrito numa
esfera cujo raio mede 2V3 cm.

RESOLUCAO:

)]

a\/§=2.2.\/§

Diagonal do cubo = Diametro de esfera

AT=662$AT=6.42=AT=960m2
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e (MACKENZIE) - Bolas de ténis, normalmen- 0 Calcular a area da superficie esférica circunscrita a um

te, sdo vendidas em embalagens cilindricas cilindro circular reto de raio 3 cm e altura 8 cm.
contendo trés unidades que tangenciam as .
paredes internas da embalagem. Numa dessas RESOLUCAO:

embalagens, se o volume ndo ocupado pelas bolas
é 2x, o volume da embalagem é:

a) 6m b) 8x c) 10x
d 12x e) 4xn
RESOLUCAO:

1) Calculo do raio r das bolas:

wn.r2.6r-3. 4 n.Bz2ne2n=2nerr=1er=1

1) Calculo do volume V da embalagem cilindrica:

V=n.r2.breV=6.n.8<V=6.1.183< V=6x

Resposta: A 1) (2R)2 =82 + 62 = 100

2R=10=R=5
A=4xR2= A = 4x .52
A = 100x cm?

Médulo |IISCI‘i§50 e Palavras-chave:
- . ~ v an * Inscrito
circunscricao de solidos Il « Circunscrito
1. Esfera inscrita no cone O triangulo ADO, retdngulo em D, é semelhante ao

. . triangulo ABC, retangulo em B.
Seja r o raio da esfera

inscrita no cone de raio  RTTTTTTTooooooos o
R, altura h e geratriz g.

Seccionando o cone por
um plano que contém

g " seu eixo, obtém-se um | h
) circulo de raio r inscrito i
T num triangulo isosceles |
.\ de base 2R ¢ altura h e 'f
)Y com os dois lados con- i
o !
p . gruentes iguais a g. n 5 Jéjr__
e 2R ‘VI
Aplicando o Teorema de Pitagoras no tridangulo re- Da semelhanca desses triangulos, notando que
tangulo ABC temos: AO = h —r, temos:
r h-r
g’=h? + R? R~ " g
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2. Cone inscrito na esfera

Sejam r e h, respectivamente, o raio e a altura do
cone inscrito na esfera de raio R.

\

Seccionando os sélidos por um plano que contém o
eixo do cone obtém-se um tridngulo isésceles VAB de
base 2r e altura h inscrito no circulo de raio R.

\

Sendo O o centro da esfera, M o centro da base do
cone e notando que o triangulo OMA ¢é retangulo, te-
mos:

R2=r + (h-RP

3. Esfera inscrita numa piramide
regular de base quadrada
Seja r o raio da esfera inscrita na pirdmide regular de

base quadrada e sejam € € h, respectivamente, o lado da
base e a altura da piramide.

)
)

Seccionando os sélidos por um plano que contém o
vértice V da pirdmide e os pontos médios M e N dos
lados BC e AD, respectivamente, obtemos um circulo de
raio r inscrito num triangulo isésceles de base € e altura h.

B

< [
< »

Sendo VAM um triangulo retangulo, cuja hipotenusa
€ 0 apotema g da pirdmide e os catetos sédo h e 5
aplicando o Teorema de Pitagoras temos:

o (4]

O triangulo VPO, retangulo em P, é semelhante ao
triangulo VAM, retangulo em A. Usando a semelhanca
desses triangulos e notando que VM = ge VO = h -,
temos:

r h-r 2r

h-r
- = o e——

42 g ¢ g

N ry m -
‘/ Exercicios Resolvidos

c De um cristal de rocha, com o formato de
uma esfera, foi lapidada uma joia na forma de
um octaedro regular, como mostra a figura se-
guinte.

Se tal joia tem 9\/5 cm? de volume, quantos
centimetros cubicos de rocha foram retirados
do cristal original para lapida-la? (Use: & = 3)

a)36V2 b) 32V2 c) 242
d)18V2 ) 12V2
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Resolucao

Seja R a medida, em centimetros, do raio da
esfera. Sendo V¢ o volume da esfera, V; o
volume da joia, Vp o volume da piramide
ABCDE e V o volume de rocha retirado do
cristal original, temos:

b V,=2.Vp=9V2cmie

(2R)2
UES R=9V2cmi e

27V2

< R3 = Tcm3

K

4 27V2
2 cmd = 27V2 cm3

) V=Ve-V, =
=27V2 cm® - 9V2 cm® = 18V2 cm?

Resposta: D

e (MACKENZIE) — Na figura, a esfera foi
introduzida no cone e verificou-se que\m =4,
sendo M ponto de tangéncia. Se o cone reto

tem altura 12 e raio da base 9, o volume da

esfera é:

S

Exercicios Propostos

a) 12n b) 48w c) 32xn
d) 36 e) 64n
Resolucao

4

12

Seja R o raio da esfera, considerando a
semelhanga entre os triangulos ABV e
MCV temos:

R 4

= — =< R=3
9 12

Logo, o volume da esfera sera:

4 4
V= ?nR3= = .1.33%3<V=36xn

Resposta: D

o (MODELO ENEM) - Um fabricante de molhos enlata seus
produtos em embalagem cilindrica circular reta e posteriormen-
te encaixota uma a uma em embalagens cubicas de 10 cen-
timetros de aresta. Se as faces da caixa cubica tangenciam a
embalagem cilindrica, entdo a pessoa que adquire este molho
pela aparéncia externa da caixa esta sendo lesada em aproxi-
madamente:

a) 15,5% b) 21,5% c) 32%
d) 33,5% e) 38%
RESOLUCAO:
Y S
N T
! 10
10

e ———

|
|
,—)
|
|

N

~
~
N
o

10
Vi ®.52.10 -
Vope 103 a4
V -V 4-
oo dl _ 27 - 0,215=215%
chbo 4
Resposta: B
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9 Determinar o volume de um cone circular reto inscrito num
cilindro equilatero de altura 8 m.

RESOLUCAO:

1) Cilindro equilatero:h=8m=R=4m

1) O volume do cone é dado por:

vl agh=1 xmn=1 5 228
3 3 3

m3

V= 128 . =
3




e Determinar o volume de um cilindro equilatero inscrito
num cone circular reto de raio da base 3 m e altura 12 m.

RESOLUCAO:

D 2= _12 _ _4R=12-2R-R=2m
R ~ 12-2R

||)V:AB.h=J'|:.R2.2.R=2.J'l:.R3=2.J1:.23
V=16.xm3

Modulo

Solidos de revolucao

A rotacao, de 360°, de uma superficie plana S em
torno de uma reta r, coplanar com S, gera um sdlido
chamado soélido de revolugao.

O cilindro circular reto é um sélido de revolucao
gerado pela rotagéao, de 360°, de um retdngulo em torno
de um de seus lados.

O cone circular reto também ¢é um soélido de
revolucao gerado pela rotagao, de 360°, de um tridangulo
retangulo em torno de um de seus catetos.

0 Os centros das faces de um cubo de aresta 6 m sé&o os
vértices de um octaedro regular cujo volume é:

a) 216V3 b) 216V5 c) 18
d) 54V3 e) 36
RESOLUCAO:

3
D 2=32+32=9+9=18
mv=2.1 aA,.h=2.1 2.n=2.1 183
3 3 3
V =36 m?
Resposta: E

Palavra-chave:

* Rotagdo de figuras planas
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Os solidos abaixo sao outros exemplos de sélidos de revolucéo.

Figura 1

K
0 (ENEM) — Assim como na relacédo entre o

perfil de um corte de um torno e a peca tor-
neada, soélidos de revolucao resultam da rota-
cao de figuras planas em torno de um eixo. Gi-
rando-se as figuras seguintes em torno da
haste indicada obtém-se os sélidos de revolu-
cdo que estao na coluna da direita.

o
T
3

Figura 2

Exercicios Resolvidos

A correspondéncia correta entre as figuras pla-
nas e os solidos de revolucdo obtidos é:

a) 1A, 2B, 3C, 4D, 5E.

b) 1B, 2C, 3D, 4E, bA.

c) 1B, 2D, 3E, 4A, 5C.

d) 1D, 2E, 3A, 4B, 5C.

e) 1D, 2E, 3B, 4C, bA.
Resolucao

Girando de 360° cada figura plana em torno da
haste indicada, obtém-se:

e para a figura 1, o sélido D;
® para a figura 2, o solido E;
e para a figura 3, o sélido A;
e para a figura 4, o sélido B;
e para a figura 5, o solido C.

Resposta: D

e (FATEC) - Considere o losango cujos
lados medem 6 cm e um dos angulos internos
mede 60°. A rotacao desse losango em torno
de um de seus lados gera um sodlido cujo
volume, em centimetros cubicos, é

a) 146V 3
d) 178n

b) 162 c) 162V3xn

e) 178V3x

Figura 3

Resolucao

-

A rotacao de 360° do losango ABCD em torno
do lado AD gera um soélido equivalente ao cilin-
dro gerado pela rotacdo de 360° do retangulo
BCEF em torno do lado EF.

Assim, sendo V o volume do cilindro, em cen-
timetros cubicos, temos:

V = m.(BF)2.(BC) = m.(6 . sen 60°)% . 6 =

2
\/g ) .6 =162xn

=mx. (6.
2

Resposta: B

@) ExeridosPropostos

107

o (MODELO ENEM) — Num trapézio isésceles, a base maior
mede 4 cm, a base menor 2 cm e a altura 1 cm. O volume do
sélido gerado pela revolucdo de 360° da superficie do trapézio
em torno da base maior é

7 8n
b) = cms c) — cmd

3

a) 2mcm?3
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d) 3mcm3 e) cm3

3
RESOLUCAO:
Observacao: A figura 2 da teoria pode ser aproveitada neste
exercicio.




Resposta: C

e (MODELO ENEM) - No retangulo ABCD, temos AB = 5 cm
e BC = 2 cm. A éarea total do sdlido o

gerado pela revolucao de 360° da re- D A eliAB

gido do retangulo ABCD em torno do
eixo e paralelo ao lado AB e distante
1 cm de AB como mostra a figura &,
em centimetros quadrados:

1cm

A
Y

a) b3xm b) b4n c) 5bm c B
d) b56m e) 57n
RESOLUCAO:

Observacao: A figura
3 da teoria pode ser
aproveitada neste exer-

cicio.

A;= ATE GRANDE * ALQ pequeEno ~ 2Ap
A;=(2n.3.5+2r3%) +(2n.1.5) - (2r. 1?)
A; =30r + 18x + 10% - 2%

A; = 56 cm?

Resposta: D

9 Num tridngulo o lado maior mede 10, o menor 3 e o angulo
formado por esses dois lados, 45°. O volume do sélido gerado
por uma revolugdo desse triangulo em torno do lado maior é:

45\2
a) 5V2 b) 572 x o — =
d) 157 e) 4bxn
RESOLUCAO:

Observacao: A figura 1 da teoria pode ser aproveitada neste exer-
cicio.

<

R |-

) RZ+R2=9+R2=9=R2:=

2

2

) V=Vg+V,=V=- x.R2.H+ —— 7.R.h=
. 3 3

= A R.H+h=-" .x.2 10=15x
3 3 2

Resposta: D

0 Um soélido é gerado pela rotagdo de um triangulo equildtero
ao redor de um eixo paralelo a um de seus lados, conduzido
pelo vértice oposto a esse lado. Qual é o volume desse solido,
se o lado do triangulo mede 8 cm?

RESOLUCAO:
<n)
8
8
8
V= Vcilindro - 2Vt:one
2
v=n(aV3)’.8-2. @
V= % =(aV3)’ .8
v2 :.16.3.8
3
V = 256x cm3
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Geometria de posicao -

entes primitivos e postulados

1. Entes primitivos

Entende-se por “ente primitivo” tudo que ndo pode
ser definido. Na geometria, usamos trés conceitos primi-
tivos: o ponto, a reta e o plano. Apesar de nao poder-
mos defini-los, podemos estuda-los e relaciona-los e é
isto que faremos no estudo da geometria de posicao.

Representam-se o ponto, a reta e o plano da se-
guinte forma:

A
¢ a
Ponto A Reta r Plano o
Observacao

Para representar os pontos usamos, geralmente,
letras maiusculas; para as retas, letras minUsculas e para
os planos, letras do alfabeto grego.

2. Postulados

Os postulados sdo proposicdes aceitas sem de-
monstracdo. Apresentamos a seguir 0s principais pos-
tulados da geometria de posicéo.

Observacao

E importante saber que os teoremas s&0 proposi-
coes que podem ser demonstradas a partir dos pos-
tulados e de propriedades j& demonstradas.

3. Postulados de existéncia
Postulado 1
Existem ponto, reta e plano.

Postulado 1a
Na reta ou fora dela, existem infinitos pontos

AEr
P&r

°
P

Observacao

O postulado 1a permite que se tome numa reta ou
fora dela, tantos pontos quantos forem necessérios para
a resolucao de um exercicio.

Postulado 1b

No plano ou fora dele, existem infinitos pontos

Palavras-chave:

e Ponto ¢ Reta e Plano

oP

o0

AEa

>e
we

oR

Observacao

O postulado 1b permite que se tome num plano ou
fora dele, tantos pontos quantos forem necessarios para
a resolucdo de um exercicio.

Postulado 1c

Dados dois pontos distintos A e B, sempre existe
um terceiro ponto P entre eles.

a

[ ) o
A B =P A

Te
[sy)

Observacao

O postulado 1¢ nos permite assimilar melhor a ideia
de que o ponto ndo tem dimensao.

Postulado 1d

Dados dois pontos distintos A e B, existe sempre
um ponto Q, tal que B estd entre A e Q.

Q \
(] [ ] (]
A B =P A
Observacao
O postulado 1d nos permite assimilar melhor a ideia
de que o espaco ¢é infinito.
4. Postulados da determinacao

Postulado 2a

Dois pontos distintos determinam uma Unica reta
que os contém.

we
Oe

we

>e
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Postulado 2b

Trés pontos nao colineares determinam um Unico
plano que os contém.

A

o>

=

W e
Qe
We
Qe

5. Postulado de inclusao

Postulado 3

Se dois pontos distintos de uma reta pertencem a
um plano, entdo a reta esta contida no plano.

r

6. Postulados da divisao

Postulado 4a - Divisao do plano

Uma reta r contida em um plano e, divide-o em duas
regides a, e a, denominadas semiplanos e tais que

1)se A€o, A¢r,BEa, eB¢&r entdo AB C ay;
2)seCEa, C&r,DEa,eD¢&r entdo CD C ay;
3)seEE€a, EEr, FEa,eF&r entdo existe um

Unico ponto P tal que EF N r = {P}.

A reta r é chamada de origem dos semiplanos.

Postulado 4b - Divisao do espaco

Um plano e divide o espago em duas regioes E, e E,
denominadas semiespacos e tais que

1)se A€EE, A¢a, BEE, eBe&a, entio ABCE;

2)se CEE, C¢o,DEE,eD&a,entdo CD C Ey;

3)se GEE,, G& a, HEE, e H& a, entdo existe

um unico ponto P tal que GH N o = {P}.

-

N

H D

m
N

N y m -
Exercicios Resolvidos

0 Dadas as proposicoes:

1) Dois pontos distintos determinam uma Unica reta que os contém.

I1) Trés pontos distintos determinam um Unico plano que os contém.

I1l) Se dois pontos de uma reta pertencem a um plano, entéo a reta
esta contida no plano. E correto afirmar que

) todas sdo verdadeiras.

) todas séo falsas.

) apenas | e |l sao falsas.

d) apenas Il e lll séo falsas.

e) apenas | e Il sao falsas.

Resolucao

A proposicéo (I) € verdadeira (postulado da determinacao de reta).

A proposicao () é falsa (os pontos devem ser nao colineares).

A proposicao (lll) é falsa (os dois pontos devem ser distintos).

Resposta: D

O T o

e Considere as duas seguintes definicoes:

I. Uma reta vertical € uma reta contendo o centro da Terra.

II. Uma reta horizontal € uma reta perpendicular a alguma reta vertical.
Com base nestas definicoes, a afirmacéo falsa é:

a) Duas retas horizontais podem ser paralelas.

b) Toda reta vertical € uma reta horizontal.

c) Toda reta é horizontal.

d) Duas retas horizontais podem ser perpendiculares.
e) Duas retas verticais distintas podem ser paralelas.
Resolucao

reta
vertical

Duas retas verticais distintas sdao sempre concorrentes, pois
apresentam um ponto em comum, que é o centro da Terra.
Resposta: E
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> ExeridosPropostes

c Cite os postulados da existéncia.

RESOLUCAO:

a) Na reta ou fora dela, existem infinitos pontos.

b) No plano ou fora dele, existem infinitos pontos.

c) Entre dois pontos distintos, sempre existe mais um.

e Cite os postulados da determinagao e da incluséo.

RESOLUCAO:

Determinacao:

a) Dois pontos distintos determinam uma reta.

b) Trés pontos distintos nao colineares determinam um plano.
Inclusao:

Se dois pontos distintos de uma reta pertencem a um plano, esta
reta esta contida neste plano.

e (MODELO ENEM) - Analise se as frases sdo verdadeiras

ou falsas e justifique a resposta dada.

a) Todas as afirmacdes podem ser demonstradas.

b) Plano por definicdo € um conjunto de pontos coplanares.

c) Ponto ndo tem dimenséo.

d) Reta, sendo ente primitivo, ndo tem definigao.

e) Teorema é sempre um postulado.

f) Para se obter um plano basta obter 3 dos seus pontos nao
colineares.

RESOLUCAO:

a) Falso. Exemplo: postulado.

b) Falso. Plano nao tem definicao.
¢) Verdadeiro.

Modulo

Retas e planos no espaco

1. Posicoes relativas
entre duas retas
Paralelas coincidentes

Duas retas sao paralelas coincidentes guando
possuem todos 0s pontos em comum.

rons=r=s

d) Verdadeiro.
e) Falso. Teorema tem sempre uma demonstracao.
f) Verdadeiro.

e E comum encontrarmos mesas com 4 pernas que, mesmo
apoiadas em um piso plano, balangam e nos obrigam a colocar
um calco em uma das pernas se a quisermos firme.

Explique, usando argumentos de geometria, por que isso nao
acontece com uma mesa de 3 pernas.

RESOLUCAO:

Isso nao acontece com uma mesa de trés pernas porque trés
pontos nao colineares determinam um sé plano que os contém.
No caso da mesa de 4 pernas ha a possibilidade do “quarto pé”
nao pertencer ao plano determinado pelos outros trés.

e Cite os postulados da diviséo.

RESOLUCAO:

a) Uma reta contida em um plano divide-o em duas regides
denominadas semiplanos.

b) Um plano divide o espaco em duas regidoes denominadas semi-
espacos.

Palavras-chave:
¢ Paralela ¢ Concorrente ® Reversa

¢ Contida ° Incidente ¢ Secante

Paralelas distintas
Duas retas sao paralelas distintas quando sdo co-
planares e ndo possuem pontos em comum.

s/lr

r ns=¢g

Observacgao: duas retas sdo coplanares quando
existe um plano que as contém.
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Concorrentes r
Duas retas sao concorrentes quando elas possuem
um Unico ponto em comum.

r / P
P o /
° / trese
m -
rns={P} “
Observacgao: lembre-se que duas retas concorren- Paralela

tes que determinam um angulo reto sao chamadas per-

pendiculares Uma reta é dita paralela a um plano quando ela ndo

possui ponto em comum com o plano.

Reversas
Duas retas sao reversas quando nao sao coplanares,
ou seja, quando nao existe um plano que as contém.

rnoa=49

r
\ . 3. Posicoes relativas

- entre dois planos
/ Paralelos coincidentes

rca;sna={Prrns=9J

Dois planos sao paralelos coincidentes quando

Observacao: Para medir o angulo entre duas retas possuem todos os pontos em comum.
reversas, consideramos uma paralela a uma delas que
intercepte a outra e em seguida medimos o angulo.
Quando duas retas reversas determinam angulo reto,
elas sao ditas ortogonais.

a=p

2. Posicoes relativas
entre reta e plano

anP=a=p

Paralelos distintos

Contida Dois planos sao paralelos distintos quando nao

Uma reta é dita contida num plano quando todos os possuem ponto em comum.

seus pontos pertencem ao plano.
Lembre-se que para r estar contida em a é suficien-
te que dois pontos distintos de r estejam em a.

o
/ r
o roo=r
B
. anfB=9Y
Incidente
Secantes
Uma reta é dita incidente num plano quando ela Dois planos sado secantes quando interceptam-se
pPOSsuUi um Unico ponto em comum com o plano. numa reta.
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Teorema

Duas retas concorrentes determinam um uUnico pla-
no que as contém.

| N |
< > >
| s | P S !
o o :
Teorema
r Duas retas paralelas distintas determinam um Unico
plano que as contém.

anp=r i / r s i i %S i
- ~ i / 3 # i 4 i
4. Determinacao de planos | 3 3 3
Existem quatro formas de determinar um plano:
Postulado 5. Interseccao de planos
Trés pontos néo colineares determinam um dnico Interseccao de dois planos
plano que os contéem. Se dois planos distintos possuem um ponto em
b ‘ comum, entdo eles se interceptam numa reta.
A B | A B
3 c > c |
| ° ; o |
] i a
Teorema
Uma reta e um ponto, nao pertencente a ela, deter- o
minam um Unico plano que os contém. B

|
\

Interseccao de trés planos

Se trés planos distintos interceptam-se dois a dois em trés retas, entao elas sdo concorrentes num mesmo ponto
ou sao paralelas.

a=b=c

: T

! i

T 1

L] U

[ 0

[ 0

1 1 0

1 1 0

1 1 0

1 1 0

1 1 0

1 1 0

1 1 0

1 1 0

1 1 :

Y i A

_____________________ [N -7
o s ==
B meee——anbe v
a c
a B
b b
a, b e c concorrem no ponto P a, b e c sdo paralelas distintas a, b e ¢ sdo paralelas coincidentes
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N ry m -
‘/ Exercicios Resolvidos

c (FAAP) - A figura abaixo mostra uma porta entreaberta e o canto
de uma sala.

Asretasres;set; xertém, respectivamente, as posicoes relativas:
a) paralelas, paralelas e perpendiculares.

b) paralelas, perpendiculares e reversas.

c) paralelas, perpendiculares e perpendiculares.
d) reversas, paralelas e perpendiculares.

e) perpendiculares, reversas e paralelas.
Resolucao

1) As retas r e s sao paralelas.

2) As retas s e t sao perpendiculares.

3) Asretas x e r sao reversas.

Resposta: B

9 (FUVEST) - Uma formiga resolveu G
andar de um vértice a outro do prisma

reto de bases triangulares ABC e DEG,
seguindo um trajeto especial. Ela partiu D
do vértice G, percorreu toda a aresta
perpendicular a base ABC, para em se-

guida caminhar toda a diagonal da face

ADGC e, finalmente, completou seu pas- 2N
seio percorrendo a aresta reversa a CG. A J N
formiga chegou ao vértice AL Mg

a) A b) B c) C d D e) E
Resolucao

12 trecho do trajeto: "partiu do vértice
G, percorreu toda a aresta perpendicular a
base ABC” (aresta GC), chegando a C.

2° trecho do trajeto: partiu do vértice C,

m

“caminhou toda a diagonal da face
ADGC" (diagonal CD), chegando a D.

Ne 39 trecho do trajeto: partiu do vértice D,
/7 \\ “percorreu a aresta reversa a CG” (aresta
'DE), chegando ao vértice E.

Resposta: E

"9 ExeridosPropostos

0Comp|ete:
a) Duas retas que ndo tém pontos em comum séo

paralelas distintas reversas

b) Duas retas que tém ponto em comum S&o .........
concorrentes coincidentes

c) Dois planos que ndo tém pontos em comum sao
paralelos distintos

d) Dois planos que tém ponto em comum Sao

secantes coincidentes

e) Se dois planos distintos possuem um ponto em comum

eles s80 ........... secantes . e a sua interseccdo

e Coloque (V) ou (F) conforme as sentengas sejam verda-

deiras ou falsas:

() Duas retas que tém ponto em comum sdo concorren-
tes.

() Duas retas que nao tém ponto em comum sao para-
lelas distintas.

() Duas retas nao coplanares séo sempre reversas.

() Seuma reta ndo tem ponto em comum com um plano,
ela € paralela a ele.

() Dois planos paralelos interceptados por um terceiro
determinam neste Ultimo interseccdes paralelas.

RESOLUCAO:
FFEV,V,V

0 (MODELO ENEM) - Assinale a alternativa falsa:

a) Se dois planos séao paralelos distintos, entdo toda reta de
um deles é paralela ou reversa a qualquer reta do outro.

b) Se dois planos séo secantes, entdo uma reta de um deles
pode ser concorrente com uma reta do outro.

c) Se uma reta é paralela a dois planos, entdo esses planos sao
paralelos.

d) Se duas retas concorrentes de um plano sdo paralelas a um
outro plano, entao os dois planos sdo paralelos.

e) Se dois planos sédo paralelos, entdo toda reta que é paralela
a um deles é paralela ou estéa contida no outro.

Resposta: C

0 Coloque (V) ou (F) conforme as sentencgas sejam verdadei-

ras ou falsas.

() Dois planos sendo paralelos, toda reta que fura um fura
o outro.

() Dois planos sendo paralelos, todo plano que intercepta
um intercepta o outro.

() Dois planos sendo paralelos, se um terceiro 0s
interceptar, o fara em retas paralelas.

RESOLUCAO:
V,V,V
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1.

Transitividade no paralelismo

Se duas retas sao paralelas a uma terceira, entao

elas sao paralelas entre si.

2.

Simbolicamente:

r//t

rilt

—

Teorema fundamental
do paralelismo

A condicao necesséria e suficiente para que uma

reta seja paralela a um plano é que ndo esteja contida
nele e seja paralela a uma reta desse plano.

o

Simbolicamente:

r//s
sCO =r//d
rZ o

Consequéncias
a)Dadas duas retas paralelas distintas, todo plano
que contém uma é paralelo ou contém a outra.

/r//s
s
o /

o

r/l's s

50

Palavra-chave:

e Teorema de Tales

Simbolicamente:

r//s

}=>rCaour//a
sCa

b)Se uma reta é paralela a um plano, toda reta para-
lela a ela e tendo um ponto em comum com o
plano estara contida nele.

/r//s
/E/s

Simbolicamente:

r//a
s//r =sCa
JPEsIPEa

o

c) Se um reta é paralela a dois planos secantes,
entdo ela é paralela a interseccao dos dois planos.

S

Simbolicamente:

r//a
r//p =r//s
anp =s

Observe que o reciproco néao € verdadeiro, pois ela
pode estar contida nos planos.

3. Teorema fundamental do
paralelismo de planos

A condicao necesséria e suficiente para que dois
planos distintos sejam paralelos é um deles conter duas
retas concorrentes entre si e paralelas ao outro.

MATEMATICA
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r

Simbolicamente:

rCaer//B
sCaes//B
rNs={P}

< a//P

4. Propriedades do

paralelismo de planos

a) Dois planos paralelos interceptados por um ter-
ceiro tém interseccoes paralelas.

Y
ril's
___________ : a
| S
___________ i 5
Simbolicamente:

al//p
yNa=r < r//s
YyNp=s

b)Por um ponto nao pertencente a um plano existe,
e € Unico, o plano paralelo a ele (extensao do Pos-
tulado de Euclides da Geometria Plana).

L)

B/l o

o

Simbolicamente:

PEp
P&a
B/ a

Existe um unico plano  tal que:

c) Teorema de Tales
Um feixe de planos paralelos determina sobre
duas transversais segmentos correspondentes
respectivamente proporcionais.

\

r

Simbolicamente:

AB BC CD AC
a//[)’//}'//6¢PO= =

OR RS PR

Observacao

Os segmentos A@, B_C, CD e AC da transversal r
sao respectivamente correspondentes aos segmentos PQ,
QR, RS e PR da transversal s.
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N ry m -
‘/( Exercicios Resolvidos

o (FUND. CARLOS CHAGAS-SP) - Uma

condicao necessaria e suficiente para que dois

planos sejam paralelos é que:

a) uma reta de um seja paralela ao outro.

b) duas retas de um sejam paralelas ao outro.

c) duas retas paralelas de um sejam paralelas
ao outro.

d) toda reta de um seja paralela a qualquer reta
do outro.

e) um deles contenha duas retas concorrentes,
paralelas ao outro.

Resolucao
a) Falso /
p r r// o e o ndo
/ é paralelo a 3
o
b) Falso /
r

==l

r/l o, s/l aeaoanido
é paralelo a 3

172]

7

c) Falso. O desenho do item (b) serve como
contraexemplo.

d) Falso. Toda reta de um dos planos sera
paralela com infinitas retas do outro, mas
também serd reversa com infinitas retas do
outro.

e) Verdadeiro. Teorema fundamental do para-
lelismo de planos.

Resposta: E

e (MACKENZIE) — A reta r é paralela ao

plano a. Entao,

a) todas as retas de o sédo paralelas ar.

b) a reta r ndo pode ser coplanar com nenhu-
ma reta de a.

c) existem em a retas paralelas a r e também
existem em o retas reversas com r.

d) existem em a retas paralelas a r e também
retas perpendiculares ar.

e) todo plano que contém r € paralelo a a.
Resolucao
a) Falso

—_—

ressao
reversas

™

b) Falso

ressao
coplanares

/

mj
Q

c) Verdadeiro

asrlls
r e t sdo reversas

d) Falso. Nao existe em a reta perpendicular a
r, porque r N a = Q.

e) Falso. O desenho do item (b) serve como
contraexemplo.
Resposta: C

> ExeridosPropostes

o Complete:

a) Se uma reta é paralela a dois planos secantes, entdo

ela é paralela a interseccao dos planos.

b) Por um ponto nao pertencente a um plano existem

infinitas

reta dada.

Resposta: E

b) Por um ponto fora de uma reta existe uma Unica paralela a

c) Existe um e um sé plano que contém um tridangulo dado.
d) Duas retas ndo coplanares sao reversas.
e) Trés pontos distintos determinam um e um sé plano.

..................................... retas paralelas a ele.

c) Por um ponto nado pertencente a um plano existe

um unico
..................................... plano paralelo a ele.

2

Se dois planos sdo paralelos toda reta incidente em um

, incidente no outro.
AEIES € oo

o

Um feixe de planos paralelos determinam sobre duas
pares de segmentos correspondentes

retas transversais
proporcionais.

@ (MODELO ENEM) - Assinale a alternativa falsa:
a) Dados dois pontos distintos A e B existe um plano que os

contém.
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e (MODELO ENEM) - Se a reta r é paralela ao plano «,
entao:

a) Todas as retas de o sdo paralelas ar.

b) Existem em a retas paralelas a r e retas reversas ar.

c) Existem em a retas paralelas a r e retas perpendiculares ar.

d) Todo plano que contém r intercepta o, segundo uma reta
paralela ar.

Resposta: B




O Na figura o // B/ y /8 AB =3 cm, BC =5 cm, RESOLUCAO:

CD =7 cme QR =4 cm. Determine PQ e RS. 1) AB = Fo
BC QR
3 _ PQ
j \ 5 4
‘A ‘P PQ=2,4cm
L \
\ n BC _ QR
» Q CD ~ RS
B iy
B 5 4
\ 7 ~ RS
\R RS =5,6 cm
C

Modulo

Palavras-chave:
] ]
Perpendicularismo « Reta incidente

¢ Plano secante

1. Reta perpendicular a plano

Dizemos que uma reta é perpendicular a um plano

se, e somente se, ela é perpendicular a todas as retas do r
plano que passam pelo ponto onde ela intercepta o &
plano. O ponto onde ela intercepta o plano é chamado P

“pé da perpendicular.” o S

rloa

Simbolicamente:

el tLrnrCa
S tls,sCa & tla
(04
rnNs = {P}
b)A reta t é perpendicular a uma das retas concor-
2. Teorema fundamental rentes e ortogonal a outra.
do perpendicularismo t
A condicdo necessaria e suficiente para que uma
reta seja perpendicular a um plano é que forme angulo /
reto com duas concorrentes do plano. a o £ —s
Para as condi¢oes deste teorema temos trés casos /
possiveis: I '
a)A reta t é perpendicular as duas retas concor-

rentes do plano.
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Simbolicamente:

rcCo sCa
tls
t ortogonal a r

rNs={P}

< tla

c) A reta t é ortogonal as duas retas concorrentes.

Qe /
"

Simbolicamente:

S

rco sCa
t ortogonal ar

t ortogonal a s
rNs-={P}

< tla

Lembre-se:

Se uma reta é perpendicular a um plano entao ela
forma angulo reto com todas as retas do plano.

3. Teorema das trés perpendiculares

Seja r perpendicular a e no ponto P, s contida em a
passando por P, t contida em a nao passando por P e
perpendicular a s em Q.

r
oR

D s
P Q

o t

Se R é um ponto qualquer de r, entao, a reta RQ
é perpendicular a t.

4. Propriedades do
perpendicularismo de
reta com plano

a)Duas retas perpendiculares a um mesmo plano
sao paralelas.

rla o

N
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(03

Simbolicamente:

rla

sla } O

b)Dois planos perpendiculares a uma mesma reta
sao paralelos.

alr

BLr

Simbolicamente:

alr
BLr }=~.oa//ﬁ

5. Plano perpendicular a plano

Dizemos que dois planos sao perpendiculares se, e
somente se, um deles contém uma reta perpendicular
ao outro.

Simbolicamente:

rcao

rlp }= aLp

6. Propriedades do
perpendicularismo de planos

a) Se uma reta é perpendicular a um plano, qualquer
plano que a contenha é perpendicular ao primeiro.




rlLa
d
P Y
o
Simbolicamente:

rloa BLa
:gf = yla
rCé 0la

b) Se dois planos secantes sdo perpendiculares a

Simbolicamente:

BLlLa

yLa

= rlao

BNy=r

¢) Se dois planos sao perpendiculares, toda reta de
um plano, perpendicular a interseccao, é perpendicular

ao outro.

um terceiro plano, a sua interseccao também sera per-

pendicular a este terceiro plano.

o (ESPM) — Sejam r e s duas retas distintas,
paralelas entre si, contidas em um plano a. A
reta t, perpendicular ao plano a, intercepta a
retarem A. Asretas t e s séo

a) reversas e nao ortogonais.

b) ortogonais.

c) paralelas entre si.

d) perpendiculares entre si.

e) coplanares.

Resolucao

Areta t é perpendiculara a e t N a = {A}
Assim, pode-se afirmar que t é perpendicular a
todas as retas de a que passam por A, e que t

Simbolicamente:

alp
anNB=s

r Ca

< rlp

rls

v y m -
Exercicios Resolvidos

é ortogonal a todas as retas de a que nédo
passam por A. Portanto:
{ t e r sdo perpendiculares
t e s sdo ortogonais
Resposta: B

9 Assinale a alternativa correta.

a) Se uma reta € paralela a dois planos, entao,
esses planos séo paralelos.

b) Uma condicéo suficiente para que 2 planos
sejam paralelos é que 2 retas de um sejam
paralelas ao outro.

c) Se uma reta é perpendicular a 2 retas distin-
tas de um plano, entédo ela é perpendicular
ao plano.

d) Se 2 retas quaisquer sao paralelas a um
plano, entéo elas séao paralelas uma a outra.

e) Um plano perpendicular a uma reta de um
outro plano é perpendicular a este uUltimo
plano.

Resolucao

Um plano a, sendo perpendicular a uma reta r

de um outro plano, B, faz com que o plano B
contenha uma reta r perpendicular ao plano o
e, portanto,  é perpendicular a a. Logo, a &
perpendicular a f3.

alr

e sflasalf

rLoa
rcp

Resposta: E
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> ExeridosPropostes

0 Defina reta perpendicular a plano.

RESOLUCAO:

Uma reta é perpendicular a um plano, se, e somente se, ela é
perpendicular a todas as retas do plano que passam pelo ponto
onde a reta intercepta o plano.

eComplete:
a) Se uma reta forma éangulo reto com duas retas

concorrentes ,
.......................... deumplanoelaé ......................... a ele.

b) Se duas retas sdo perpendiculares a um mesmo plano
entio elas séo paralelas entre si

c) Se dois planos sdo perpendiculares a uma mesma reta
entio eles sao paralelos entre si

d) Se um plano contém uma reta perpendicular a outro
entao eles sao perpendiculares

e) Se dois planos sdo perpendiculares, toda reta de um,

. L. o perpendicular ao outro
perpendicular @ iNtersecGan, € ........cccccveieeiiiiieeeeiiieeeee

e (MODELO ENEM) - Assinale a alternativa verdadeira:

a) Uma reta paralela a um plano é paralela a todas as retas
desse plano.

b) Uma reta perpendicular a duas retas de um plano é perpen-
dicular ao plano.

Modulo

Projecoes ortogonais

1. Projecao de um ponto
A projecdo ortogonal de um ponto num plano é o
"pé da perpendicular” ao plano pelo ponto.
rla
P
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c) Se dois planos sdo perpendiculares todas as retas de um
sdo perpendiculares ao outro.

d) Duas retas reversas ndo podem ser perpendiculares a uma
mesma reta.

e) Duas retas reversas sao sempre paralelas a um mesmo
plano.

Resposta: E

e (MODELO ENEM) - Se uma reta r é paralela a um plano a,
entao

a) qualquer reta perpendicular a r é perpendicular a o.

b) qualquer plano paralelo a r é paralelo a a.

¢) néo existe plano contendo r e perpendicular a a.

d) todo plano perpendicular a r é perpendicular a a.

e) toda reta paralela a o é paralela ar.

Resposta: D

e Assinale a alternativa correta:

a) Se uma reta é perpendicular a duas retas de um plano ela é
perpendicular ao plano.

b) Se duas retas séo paralelas a um mesmo plano entao elas
sdo paralelas entre si.

c) Se dois planos sdo secantes existe sempre uma reta
contida num deles e perpendicular ao outro.

d) Sendo r e s retas distintas, existe sempre um plano o
contendo r e paralelo a s.

e) Trés pontos quaisquer sempre sdo coplanares.

Resposta: E

Palavra-chave:

e Perpendicular

O ponto P’ é a projecdo ortogonal de P em a. O

plano @ é chamado plano de projecdao e a reta
perpendicular r é chamada reta projetante.

2. Projecao de uma figura

A projecao ortogonal de uma figura num plano é o
conjunto das projecdes ortogonais dos pontos da figura.
Exemplo

A projecdo ortogonal de um cilindro num plano
paralelo ao eixo € um retangulo. A projecao do mesmo
cilindro num plano paralelo a base é um circulo.




3. Projecao de uma reta

A projecao ortogonal de uma reta num plano é o
conjunto das projecoes ortogonais dos pontos da reta
neste plano.

a)Se a reta for perpendicular ao plano, a sua pro-
jecao ortogonal serd um ponto.

rla

Na figura, P é a projecao ortogonal de r em a.

b)Se a reta ndo for perpendicular ao plano, a sua
projecao ortogonal sera outra reta.

Na figura, ¥’ é a projecao ortogonal de r em .

4. Angulo entre reta e plano

Se uma reta é perpendicular a um plano, o angulo
entre ela e o plano é reto. Se a reta ¢ obliqua em relacdo
ao plano, o dngulo entre ela e o plano é o dngulo que ela
forma com a sua projegao ortogonal.

(2]
-

o

Na figura, temos:

a) A reta s forma angulo reto com a..

b) O &ngulo 0 que a reta r forma com o plano a é o
angulo que a reta r forma com sua projecao
ortogonal r’.

5. Retas de maior declive

Chamamos de retas de maior declive de um plano a
em relacdo a um plano B as retas de a. que formam o
maior dngulo possivel com B. Prova-se que, se os dois
planos sao secantes, as retas de maior declive de um em
relacao ao outro sao perpendiculares a interseccgao.

Na figura, r € uma reta de maior declive de a em
relacéo a .

6. Angulos entre planos

Define-se angulo entre dois planos como sendo o
angulo que uma reta de maior declive de um forma com
o outro.

Na figura,
r € uma reta de maior declive de a em relacdo a

r' é a projecdo ortogonal da reta r em
@ éoanguloentreaef
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K
o (UFSCar) — O triangulo ABE e o quadrado ABCD estao em planos
perpendiculares, conforme indica a figura.

Se EA=3e AB =5, entdo ED é igual a

aV2a  bs. 0 3V3. daVa. e Vaa
Resolucao
C
5
BL 5 /JA
)
E

[) Como ABCD é um quadrado, temos: AD = AB = 5.
[) O triangulo ADE ¢é retangulo em A, pois os planos sao perpen-
diculares.

K

o Assinale a sentencga verdadeira.

a) A projecao ortogonal de uma reta num plano é uma reta.

b) Dois planos que tém uma reta comum sdo secantes.

c) Se duas retas sdo ortogonais, entao existe um unico plano
por uma delas, que é perpendicular a outra.

d) Se dois planos distintos sao paralelos, entdo toda reta de
um é paralela a qualquer reta do outro.

e) Se uma reta é perpendicular a duas retas distintas de um
plano, entao ela é perpendicular ao plano.

Resposta: C

e Sejam um plano a e uma reta r tais que r N o = {P}.
Nestas condigcbes, é verdade que

a) existe um plano paralelo a a, que contém r.

b) se o ponto Q pertence a a, ele também pertence ar.
c) toda reta s, contida em «, intercepta r.

d) toda reta de a é perpendicular ar.

e) existe um plano perpendicular a a, que contém r.

Resposta: E

Exercicios Resolvidos

Assim, do Teorema de Pitdgoras, temos:
(ED)2 = (EA)2 + (AD)2 < (ED)2 =32 + 52 & ED = V34
Resposta: E

9 Um aparelho transmissor de radio, cujas ondas atingem no
méximo uma distancia a, estd situado no alto de uma torre vertical de
altura b. As ondas do transmissor atingem uma estrada retilinea e
horizontal que estd a uma distancia ¢ do pé da torre. Calcule o com-
primento do trecho da estrada no qual se pode captar a transmissao,
sendo a2 > b? + c2.

Resolucao

2 2
X X
<—) +(\/b2+02)2=az®—4 =a’-p’-c? =

2

o x2=4(@2-p?2-c?) < x=2Va2-b2-c?

Resposta: 2Va? - b2 - ¢2

Exercicios Propostos

e (UNESP) — Na figura abaixo o segmento AB é per-
pendicular ao plano a, CD e BC estdo contidos nesse plano e
CD ¢ perpendicular a BC. Se AB = 2 cm, BC = 4 cm e
CD = 3 cm, ache a distancia de A a D.

A
p B
a D
RESOLUCAO:
A
c B
o D
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(AD)2 = (AB)? + (BD)?

} = (AD)? = (AB)? + (BC)? + (CD)? =
(BD)? = (BC)? + (CD)?

= (AD)2=22 +42 +32=29= AD = V29 cm

o Uma reta r é perpendicular a um plano a em P. Uma reta
s contida em «, dista 4 cm de P e uma reta t passando por P é
perpendicular a s em Q. Em r toma-se um ponto R distante
3cmde Peem s um ponto S distante 12 cm de Q. Calcular a
distancia entre os pontos R e S.

RESOLUCAO:

(RS)2 = (RP)2 + (PS)?

} (RS)2 = (RP)2 + (PQ)? + (QS)2 =
(PS)2 = (PQ)2 + (QS)2

= (RS)2=32+42+122=169 = RS =13 cm

Dois planos secantes a. e
B determinam no espaco
guatro semiespagos.

Chama-se diedro a inter-
seccao de dois desses semi-
espacos.

Na figura, os semiplanos
ae B sdoasfacesearetaa
€ a aresta do diedro deter-
minado pela interseccao dos
semiespacos le I'.

6 (VUNESP - MODELO ENEM) - Entre todas as retas su-
portes das arestas de um certo cubo, considere duas r e s
reversas. Seja t a perpendicular comum ar e a s. Entao:
a) t é a reta suporte de uma das diagonais de uma das faces

do cubo.
b) t é a reta suporte de uma das diagonais do cubo.
c) t é a reta suporte de uma das arestas do cubo.

d) t é a reta que passa pelos pontos médios das arestas

contidasemres.

e) t é a reta perpendicular a duas faces do cubo, por seus

centros.

Resposta: C

6 (UNIFESP) - Considere o solido geométrico exibido na

A figura, constituido de um parale-

lepipedo encimado por uma pira-

mide. Seja r a reta suporte de

B D uma das arestas do solido, con-
forme mostrado.

r E ¢ Quantos pares de retas reversas

€ possivel formar com as retas

suportes das arestas do sodlido,

sendo r uma das retas do par?

a) 12. b) 10. c) 8. d 7. e) 6.

RESOLUCAO:

> <> <> <>

A reta r forma par de retas reversas com AB, AC, AD,
ﬁ: e [?G, totalizando 8 pares.
Resposta: C

alm
/ \B
"""""""" M T
c ; b

Seccgéo
Reta

/\ ou Normal

MATEMATICA

E,

Palavras-chave:

e Vértice ® Face ¢ Aresta

<>

E,

<>

D,
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A regiao angular determinada pela interseccao de
um diedro com um plano perpendicular a sua aresta € a
seccao reta (ou seccao normal) do diedro.
Na figura, o plano = perpendicular a aresta a deter-
mina a seccao reta definida pelo angulo bMc.

Observacoes

a) Todas as seccoes retas do mesmo diedro sdo
congruentes.

b) A medida de um diedro é a medida da sua secgéao
reta.

c) Dois diedros sao congruentes quando suas sec-
coes retas sao congruentes.

d) Se o plano & nao for perpendicular a aresta a, tere-
mos simplesmente uma secgao ou secgao inclinada.

3. Triedros

R X — —> —> .

Dadas trés semirretas Va, Vb e V¢ de mesma ori-
gem V e nao coplanares, consideremos 0s semi-
espacos I, Il e lll como segue:

=
| com origem no plano (bc) e contendo Va;

—
[l com origem no plano (ac) e contendo Vb;

-
[l com origem no plano (ab) e contendo Vc.

\Y

a

. . —_ - —
Chama-se triedro determinado por Va, Vb e Vc a
interseccao dos semiespacos |, Il e lll.

Via; b;c)=1nillnil

N
Va

aresta
face
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O ponto V é denominado vértice do triedro, as
. — — —> N A
semirretas Va, Vb e V¢ sao as arestas, os dngulos aVb,
A A AN AN AN
aVc e bVc (ou ab, ac e bc), sdo as faces, e d;, d, e d,
sao os diedros do triedro.

4. Relacoes entre as
faces de um triedro

a) Em todo triedro, qualquer face é menor que a
soma das outras duas.

Assim, sendo f,, f, e f; as faces de um triedro,
temos:

f,<f,+f,
f,<f, +f,
f<f,+1,
b) A soma das medidas (em graus) das faces de um

triedro qualguer & menor que 360°.

Assim:
f,+f,+ f3 < 360°

5. Relacoes entre os
diedros de um triedro

a) Em qualquer triedro, a medida (em graus) de um
diedro aumentada de 180° supera a soma das medidas
dos outros dois.

Assim, sendo d,, d, e d; as medidas (em graus) dos
diedros de um triedro, temos:
d,+180°>d, + d,
d,+180°>d, + d,
d; + 180°>d, + d,

b) A soma dos diedros de um triedro esta compreen-
dida entre 2 angulos retos (180°) e 6 angulos retos
(540°). Assim:

180° < d, + dz + d3 < b40°

6. Superficie poliédrica

Superficie poliédrica é a unido de um nimero finito
n (n € N*) de poligonos planos, tais que:

a) Dois poligonos que tém um lado em comum,
nunca sao coplanares;

b) Cada lado de poligono estd no méximo em dois
poligonos;

¢) Todo poligono tem pelo menos um lado comum
com um dos demais poligonos.




7. Elementos

Numa superficie poliédrica, temos:

a) as faces, que sdo os poligonos planos;

b) as arestas, que sao os lados dos poligonos;

c) os vértices, que sao os vértices dos poligonos.

Face

Veértice
Chama-se aresta livre a aresta que é lado de um
Unico poligono. Se a aresta € lado de dois poligonos, ela
é chamada aresta dupla.

8. Classificacao

Chama-se superficie poliédrica aberta a superficie
poliédrica que tem aresta livre. Se a superficie poliédrica
nao tem aresta livre, ela ¢ chamada superficie polié-
drica fechada.

Aresta livre

Aresta
Dupla

Superficie poliédrica aberta

Superficie poliédrica
fechada

9. Superficie poliédrica convexa

Uma superficie poliédrica é convexa quando o plano
de cada poligono deixa todos os demais poligonos num
mesmo semiespaco.

Superficie poliédrica

ndo convexa
]
10. Poliedro

Poliedro € a regiao do
espaco delimitado por
uma superficie poliédrica
fechada.

Se a superficie poliédrica
fechada é convexa, o polie-
dro por ela delimitado, €
chamado, poliedro conve-
XO.

Poliedro convexo

11. Relacoes de Euler

a) Numa superficie poliédrica convexa aberta
com V vértices, A arestas e F faces, vale a relacéo:

V-A+F=1

b) Numa superficie poliédrica convexa fechada ou
um poliedro convexo com V vértices, A arestas e F
faces, vale a relacéo:

V-A+F=2

Todo poliedro que satisfaz essa relacdo é chamado
poliedro Euleriano.

E importante saber que:

“Todo poliedro convexo é Euleriano mas nem
todo poliedro Euleriano é convexo”.

Observe que o poliedro da figura
ao lado ndo é convexo mas obedece
a relacioV-A+F=2.

12. Soma dos angulos das faces

Em todo poliedro convexo de V vértices, a soma dos
angulos de todas as suas faces é dada por:

S=(V-2).360°
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o Um icosaedro regular tem 20 faces e 12
vértices, a partir dos quais se retiram 12
piramides congruentes. As medidas das
arestas dessas piramides sao iguais a 1/3 da
aresta do icosaedro. O que resta € um tipo de

poliedro usado na fabricacdo de bolas. Observe
as figuras.

L{%
Bt/
Para confeccionar uma bola de futebol, um ar-
tesdo usa esse novo poliedro, no qual cada go-
mo é uma face. Ao costurar dois gomos para
unir duas faces do poliedro, ele gasta 7 cm de

linha. Depois de pronta a bola, o artesdo gastou,
no minimo, um comprimento de linha igual a:

a) 1,4m b) 2,1 m c) 28m
d) 6,3 m e) 70m

Resolucao

1°) O numero de arestas:

K

o Num triedro duas faces medem respectivamente 80° e
130°. Determinar o intervalo de variacdo da medida da terceira

face.

RESOLUCAO:
Sendo f, = 80° e f, = 130°, devemos ter:

80° < 130° + f, fy >-50°
130° < 80° + f, _ | fs>50°

f, < 80° + 130° fy<210°
80° + 130° + f, < 360° fy < 150°

Logo, 50° < f; < 150°.

e (MODELO ENEM) — Um poliedro convexo possui 8 faces

e 6 vértices. O numero de arestas é:
a) 14 b) 13 c) 12

RESOLUCAO:
V-A+F=2 < 6-A+8=2 < A=12

d) 11

Exercicios Resolvidos

29) Comprimento de linha gasto pelo artesao:
C=90x7cm=630cm =6,3m
Resposta: D

e (ENEM) — Um arteséo construiu pecas de

artesanato interceptando uma piramide de

base quadrada com um plano. Apoés fazer um
estudo das diferentes pecas que poderia obter,
ele concluiu que uma delas poderia ter uma das

faces pentagonal. Qual dos argumentos a

seguir justifica a conclusédo do artesdo?

a) Uma piramide de base quadrada tem 4
arestas laterais e a intersecao de um plano
com a piramide intercepta suas arestas
laterais. Assim, esses pontos formam um
poligono de 4 lados.

b) Uma piramide de base quadrada tem 4
faces triangulares e, quando um plano
intercepta essa piramide, divide cada face
em um tridangulo e um trapézio. Logo, um
dos poligonos tem 4 lados.

c¢) Uma piramide de base quadrada tem 5
faces e a intersecao de uma face com um
plano € um segmento de reta. Assim, se o
plano interceptar todas as faces, o poligono
obtido nessa intersecdo tem 5 lados.

Exercicios Propostos

desse poliedro.

RESOLUCAO:
” F = 6 +
i
quadr.

n A=
2

m V-A+F=2
V-24+14=2
V=12

e) 48

6.4+8.3

d) O numero de lados de qualquer poligono
obtido como intersecdo de uma piramide
com um plano é igual ao numero de faces
da piramide. Como a piramide tem 5 faces,
o poligono tem 5 lados.

e) O numero de lados de qualguer poligono
obtido interceptando-se uma piramide por
um plano € igual ao numero de arestas
laterais da piramide. Como a piramide tem 4
arestas laterais, o poligono tem 4 lados.

Resolucao

O plano a da figura seguinte intercepta as qua-

tro faces laterais e a base da piramide,

determinando o pentdgono ABCDE.

Resposta: C

0 A superficie de um poliedro convexo é constituida de 6
quadriladteros e 8 triangulos. Determinar o numero de vértices

8 =14

triang.

=24

e (MODELO ENEM) - A soma de todos os angulos das
faces de uma piramide é 1800°. Essa piramide é de natureza

Resposta: C a) triangular. b) quadrangular. c) pentagonal.
e (MODELO ENEM) - Um poliedro convexo possui doze d) hexagonal. €) heptagonal.
faces pentagonais. Seu nimero de vértices é: RESOLUGAO:
a) 60 b) 30 c) 20 d) 18 e) 12 S=(V-2). 3'600
~ 1800° = (V - 2) . 360°
RESOLUCAO: 5=V-2
N oa=12-5 _3 I V-A+F=2 V=1
) - 2 = ) V-A+F= Logo, a piramide é de natureza hexagonal.
V-30+12=2
Resposta: D
V=20
Resposta: C
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Palavras-chave:

e Triangulo
* Quadrildtero e Pentdgono

de Platao e regulares

1. Poliedros de Platao o
‘Q No Portal Objetivo

Um poliedro é denominado poliedro de Platao quando:

Para saber mais sobre o assunto, acesse o PORTAL

OBJETIVO (www.portal.objetivo.br) e, em “localizar”,
digite MAT2M406

a) Todas as faces tém o mesmo numero de lados;

b) Em todos os vértices concorrem o mesmo nimero
de arestas;

c) Vale a relacdo de Euler (V-A + F = 2).

Os poliedros de Platdo sao apenas cinco. A saber: Tetraedro, Hexaedro, Octaedro, Dodecaedro e Icosaedro.

Para os poliedros de Platao, vale a seguinte tabela:

Nome Tipo de face N° de faces N© de arestas N° de vértices
Tetraedro Triangulo 4 6 4
Hexaedro Quadrilatero (] 12 8
Octaedro Triangulo 8 12 6

Dodecaedro Pentagono 12 30 20
Icosaedro Triangulo 20 30 12

-
2. Poliedros regulares
Um poliedro é denominado poliedro regular quando ele € um poliedro de Platao e todas as suas faces sdo
poligonos regulares.

Existem, portanto, apenas cinco tipos de poliedros regulares.

Octaedro regular
(8 triangulos equilateros)

Hexaedro regular

Tetraedro regular
(4 tridngulos equilateros)

(6 quadrados)

TN

Dodecaedro regular
(12 pentdgonos regulares)

5

lcosaedro regular
(20 tridngulos equildteros)
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o Quantas sdo ao todo as diagonais de um icosaedro regular?

a) 20 b) 35 c) 36 d) 100 e) 170
Resolucao

Num icosaedro regular, o nimero de faces é F = 20, o nimero de
arestas é A = 4008 = 30 e 0 numero de vértices &

2
V=30-20+2=12
Assim, sendo D o numero total de diagonais desse poliedro, tem-se:
Cyp=D+A«C,,=D+30«66=D+30«D=236
Resposta: C

© Enem)

Representar objetos tridimensionais em
uma folha de papel nem sempre é tarefa
facil. O artista holandés Escher (1898-1972)
explorou essa dificuldade criando varias
figuras planas impossiveis de serem cons-
truidas como objetos tridimensionais, a
exemplo da litografia Belvedere, reproduzi-
da ao lado. Considere que um marceneiro
tenha encontrado algumas figuras suposta-
mente desenhadas por Escher e deseje
construir uma delas com ripas rigidas de
madeira que tenham o mesmo tamanho.

—
o Defina Poliedro de Platéo.

RESOLUCAO:

a) Todas as faces tém o mesmo nimero de lados.

b) Em todos os vértices concorrem o mesmo niumero de arestas.
c) Vale a relacao de Euler (V- A + F=2)

e Completar a tabela
POLIEDRO DE PLATAO

Nome | Tipo de face = N¢de faces A A
T VAN 4 6 4
H [] 6 12 8
o /\ 8 12 6
D > 12 30 20
I /N 20 30 12

e (UNIMEP - MODELO ENEM) - O hexaedro regular € um
poliedro com

a) 6 faces quadradas, 12 arestas e 8 vértices.

b) 4 faces triangulares, 6 arestas e 4 vértices.

c) 3 faces quadradas, 4 arestas e 6 vértices.

d) 6 faces triangulares, 12 arestas e 8 vértices.

e) 4 faces quadradas, 8 arestas e 8 vértices.

Resposta: A
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Exercicios Resolvidos

Qual dos desenhos a seguir ele poderia reproduzir em um modelo
tridimensional real?

a) b) c)

d) e)

4
¢

Com “ripas rigidas” e de mesmo tamanho, utilizadas como arestas, o
marceneiro consegue construir apenas sélidos que nao tenham
entrelacamento de arestas. Dos cinco “solidos” apresentados, apenas
o da alternativa E (octaedro regular) é passivel de ser construido.
Resposta: E

Exercicios Propostos

e (MODELO ENEM) - O icosaedro regular possui

a) 30 arestas e 20 vértices.  b) 12 faces e 30 arestas.
c) 12 vértices e 30 arestas.  d) 20 arestas e 20 vértices.
e) 30 arestas e 15 vértices.

RESOLUCAO:

20.3

) A= =30

) V+F=A4+2
V+20=30+2<<V=12
Resposta: C

e O numero de diagonais de um icosaedro regular é:

a) 32 b) 36 c) 40 d) 80 e) 100
RESOLUCAO:

A=30

V=12

d= C12;2 -A

d= 12.11 30

d=36

Resposta: B




‘,} EXERCiCIOS-TAREFAS

FRENTE 1

Modulo 45 - Equacao da circunferéncia

0 Obter a equagado da circunferéncia de centro na origem
eraior=5.

e Determinar a equacdo da circunferéncia de centro

C(=5; 1) eraior = 3.

e Determinar a equacao da circunferéncia, sabendo que um
didmetro é determinado pelos pontos A~ 5; 2) e B(7; 4).

0 Obter a equagdo da circunferéncia, de centro C(2; 3) e
tangente ao eixo das ordenadas.

e Determinar a equacgao da circunferéncia de centro C(-2; 1)
e que passa pelo ponto P(3; 0).

e Areta 3x — 2y — 6 = 0 encontra os eixos coordenados nos
pontos A e B. Determinar a equagdo da circunferéncia de
didmetro AB.

0 Determinar a equacao geral (ou normal) da circunferéncia
de centro C(~1; - 3) eraio r = 4.

e Qual a equagéao reduzida da circunferéncia com C(- 1; 3) e
r=>5?

0 Determinar a equacgao da circunferéncia que tem um
didametro determinado pelos pontos A(5; — 1) e B(- 3; 7).

@ Determinar a equacédo da circunferéncia que passa pela
origem do sistema cartesiano e cujo centro é o ponto de
coordenadas (4; — 3).

m (FATEC) - A circunferéncia de centro (2,1) e raio 3
intercepta o eixo das abscissas nos pontos de abscissas

a) -2+2V2e-2-2V2 b) 2+2V2 e2-2V2

c) 2+V2 e2-V2 d-1-V6e-1+V5

e) 1+V5e1-V5

@ (ESPM) - Na figura abaixo, tem-se representada, em um

sistema de eixos cartesianos, a circunferéncia A de centro C.

YA

2

A equacao de A é:

a) X2 +y2—4x+2y-4=0
b) X2 +y2-4x-2y-4=0
c) X2 +y2+4x+2y-4=0
d x2+y2-2x+4y+5=0
e) x2+y2-2x+4y+2=0

@ (U.FAMAZONAS - MODELO ENEM) - Uma circunferén-
cia passa pelos pontos A(0;2), B(0;8) e C(8;8). Entao a equacéo
da circunferéncia é:

a) X2 +y2-4x-5y+8=0

b) X2+ y2+8x+ 10y + 16 =0

c) X2 +y2-8x—10y +41 =0

d) x2+y2-8x—10y-16=0

e) x2+y2-8x-10y+16=0

@ (UNESP) - A equacgéo da circunferéncia com centro no
ponto C = (2,1) e que passa pelo ponto P = (0,3) ¢ dada por
ax?+(y-3°%=0

b) (x=2)2+(y-12=4

c)x—22+(y-12=8

d) (x=2)2 + (y-1)2 =16

e)xZ+(y-32=8

@ (FGV) - No plano cartesiano, a circunferéncia que passa
pelo ponto P(1,3) e é concéntrica com a circunferéncia
x2 +y2 —6x -8y -1 =0 tem a seguinte equacéo:
a)x2+y2+6x+8y—-40=0

b)x2 +y2-3x—-4y +5=0

c)x2+y2-6x-8y+20=0

d)x2+y2+3x+4y-25=0

e)x2+y2-3x+4y-19=0

Modulo 46 - Equacao da circunferéncia

o Obter as equagbes das circunferéncias de centro no eixo
das abscissas, tangentes ao eixo y e com raio igual a 5.

9 Obter a equagéo da circunferéncia de centro C(- 4, 2) e
tangente areta 3x -4y + 16 = 0.

e Determinar a equacao da circunferéncia, tangente aos
eixos coordenados, de centro no 2° quadrante e raio r = 3.

Q Determinar a equacgdo da circunferéncia que passa pelos
pontos A (- 3; 4) e B(0; 7) e que tem centro no eixo das
ordenadas.

@ (FUVEST-ADAPTADO) - No plano Oxy, a circunferéncia (1)
tem centro no ponto C(- 5, 1) e é tangente a reta t de equacao
4x — 3y — 2 = 0. Escreva uma equacéo para a circunferéncia (1).
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@ (UFJF) — Uma circunferéncia de centro no ponto C(5; 4) é
tangente a reta de equacao x = 5 + 2\/5.

a) Essa circunferéncia intercepta o eixo das abscissas?

b) Qual é a equacéo dessa circunferéncia?

c) Qual é a posicdo do ponto P(3,2) em relacdo a essa
circunferéncia?

0 (MODELO ENEM) - Uma circunferéncia de raio 3, situada
no 1°quadrante do plano cartesiano, é tangente ao eixoy e a
reta de equagdo y = Xx. Entdo, a ordenada do centro dessa
circunferéncia vale:

a) 2V3 +1
d) 3V2 +3

b) 23 +3
e) 3V2 -1

o) 3V2+2

0 Determinar a equacgdo da circunferéncia que passa pelo

ponto A(- 1; 6) e é tangente ao eixo dos “y”, no ponto B(0; 3).

0 Obter a equacdo da circunferéncia que tem centro no
ponto (3;5) e é tangente areta 3x—4y + 1 = 0.

@ (FATEC) — Seja P o ponto de interseccdo das retas de
equacbes y=x+3 e y=2.

A equacao da circunferéncia que tem centro em P e tangencia
0 eixo das abscissas é

a)x2 +y2 + 2x -4y = -1

b) x? +y? + 2x -4y = -3

)

)
C)xZ+y2—2x—4y =-1
d)x?2 +y2-2x—-4y=-3
e) X2 +y2 4+ 2x + 4y =—1

m (FATEC) — A érea do quadriladtero determinado pelos pontos
de interseccgéo da circunferéncia de equagao

(x +3)2 + (y—3)2 = 10 com os eixos coordenados, em unidades
de drea, é igual a

a 4 b) 6 c) 8 d) 10 e) 12

Meédulo 47 - Determinacao do centro e do raio

Determinar o centro e o raio das circunferéncias, nas questoes
de

0x2+y2:25

O x-32+(y+22=16
0(x+1)2+y2=5

O x-52+(y+32=13

6 Determinar o centro e o raio da circunferéncia de equacao
4x% + 4y? + 8x - 16y -5 = 0.

0 Qual ¢ a area do circulo determinado pela circunferéncia
de equacéao
x? +y? - 8x + 6y — 24 = 0?

o Dé as coordenadas do centro e o raio das circunférencias
representadas pelas equacoes:
a) (x-51 +(y-4)2=1

b) (x+2)2+(y+62=5

c) x-22+vy2=14
e) X2+ (y—4)2=1

d x+32+(y-12=16
f) xX2+y2=10

9 (FUVEST) - A circunferéncia dada pela equacéo
x2 +y2 - 4x - 4y + 4 = 0 é tangente aos eixos coordenados x
e y nos pontos A e B, conforme a figura. O segmentoMN ¢é
paralelo ao segmento AB e contém o centro C da circunferén-
cia.

YA

E correto afirmar que a area da regido hachurada vale
a)m—2 b))+ 2 c)m+4
dx+6 elm+8

9 As seguintes equacdes representam circunferéncias;
determine as coordenadas do centro e o raio em cada caso:

a) X2 +y2-4x-8y+16=0
b) x2+vy2+12x-4y-9=0
c) X2 +y2+8x+11=0

d) x2+y2-6x+8y+5=0
e) x2+y2-4y =0

f) x2+y2-2x-2y=0

@ (UNESP) — Considere a circunferéncia A, de equacéao

(x-3)2 +y2=5.
a) Determine o ponto P = (x, y) pertencente a A, tal que y = 2
ex> 3.

b) Ser é a reta que passa pelo centro (3, 0) de A e por P, dé a
equacéo e o coeficiente angular de .

m (FGV) — A equacdo da reta que passa pelo centro da

circunferéncia x2 + y2 — x — 4y + % =0 e é perpendicular & reta

x =k (k & um namero real) é:

a) y=2 b) x+y=k
1

1
d)X—— e)yz_
2 2

@ (FATEC) — Num sistema de eixos cartesianos ortogonais,
considere a circunferéncia A e a reta r, de equacgodes
x2+y2-Bx+2y+6=0¢e 3x+7y-21=0.

A reta s, que é paralela a r e contém o centro de A, tem
equacao

a) 3x+7y-2=0
c) 3x-7y +5=0
e) 3x+7y-16=0

b) 3x-7y-2=0
d 7x+3y-2=0
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@ (FGV) - As coordenadas do ponto da circunferéncia
(x — 8)2 + [y — 6)2 = 25 que fica mais afastado da origem
O(0, 0) séo:
a) (8, 6) b) (4,3) ¢ (0, 25)

d) (13, 12) e) (12, 9)

@ Determinar o ponto simétrico do centro da circunferéncia
3x2 + 3y2 - 6x + 12y — 2 = 0, em relacéo & origem.

Meédulo 48 - Posicao relativa de um ponto e
uma circunferéncia

Representar graficamente o conjunto dos pontos do plano tais
que:

0x2+y2<9

O x-32+(y-12=4

x2 +y2 <16

e x>0

y>0
X+y-2=<0
X2 +y2—4x+2y+1<0

e A melhor representacao grafica dos pontos (x; y) do plano
tais que

XxX-y-3=z0
x2+y?2 <9

é a apresentada na alternativa:

@ Os pontos (x; y) do plano, hachurados na figura a seguir,
satisfazem inequacéo:

Ay

dog——————

a) x-3)2 +(y-3)2<09.
c) (x=3)2+(y-32=<3.
e) X +3)2+(y-3)2=<86.

b) (x +3)2+ (y—-23)2<09.
d (x+32+(y+32=<09.

0 (UNIRIO) - Considerando uma circunferéncia de centro

(2,1) que passa pelo ponto (2, — 2), assinale a opgéo correta.

a) A equacao da circunferéncia é
(x=2)2 + (y-1)? = 3.

b) O interior da circunferéncia é representado pela inequagao
X2 4+ 4x +y2 + 2y -4 < 0.

c) O interior da circunferéncia é representado pela inequacéo
x2—4x +y2 -2y -4 <0.

d) O exterior da circunferéncia é representado pela inequacéo
X2 —4x +y2 -2y +2>0.

e) O ponto (5, — 1) pertence a circunferéncia.

Médulo 49 - Posicao relativa de reta e
circunferéncia

0 Determinar a posicdo da reta y = x + 3 em relagéo a
circunferéncia de equacao (x — 3)2 + (y — 4)2 = 16.

9 Determinar a posicao da reta de equacdo 3x + y— 10 =0
em relacao & circunferéncia de equacéo (x — 1)2 + (y + 3)2 = 10.

e Determinar o comprimento da corda que a circunferéncia
de equacdo x2 + y2 + 4x — 2y — 3 = 0 determina no eixo das
ordenadas.

e Determinar o comprimento da corda determinada pela reta
x —y = 0 na circunferéncia (x + 2)2 + (y + 1)2 = 1.

e Determinar o comprimento da corda determinada pela reta
3x + 4y + 8 = 0 na circunferéncia (x — 1)2 + (y — 1)2 = 25.

0 (FGV) - Sabendo-se que a circunferéncia

x2 +y2 —6x + 4y + p = 0 possui apenas um ponto em comum
comaretay =x-—1, conclui-se que p é igual a

a) -9 b) 7 c) 9 d 11 eb

o (MACKENZIE) - A curva x2 + y2 - 2x — 2y + 1 = 0 tem um
Unico ponto comum com a reta x + y = k, k € R. A soma dos
possiveis valores de k é:

a) 4 b) -2 c) -4 d) 2 e) 0

9 (MACKENZIE) — Com relacdo a reta que passa pela
origem e é tangente & curva (x — 3)2 + (y — 4)2 = 25,
considere as afirmacgoes:

|. é paralela a reta 3x — 4y = 25.

Il. é paralela a bissetriz dos quadrantes pares.

lIl. é perpendicular a reta 4x — 3y = 0.

Dessa forma,

a) somente | esta correta.

b) somente Il esta correta.

c) somente Il esta correta.

d) somente | e Ill estéo corretas.

e) I, Il e lll estao incorretas.
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9 Determinar a posicao relativa entre a reta (s) e a circun-
feréncia (), nos casos:

1) six+y=0 nxZ+y? =1
2) six—y-V2=0 AxZ 4y =1
3) six-y-9=0 X2+ y? =1

@ (FGV) — No plano cartesiano, considere a reta de equacéao

2x —y = b e a circunferéncia de equacéo

x2 4+ y2 - 2x — 4y + 3 = 0. Podemos afirmar que:

a) A reta passa pelo centro da circunferéncia.

b) A reta é tangente a circunferéncia.

c) A circunferéncia intercepta o eixo y em dois pontos cuja
distancia é 2.

d) A circunferéncia intercepta o eixo x em dois pontos cuja
distancia € 1.

e) A érea do circulo determinado pela circunferéncia é 4.

m (FUVEST) - A reta x = m intercepta a circunferéncia
(x = 1)2 + (y + 3)? = 4 se, e somente se:

ad m=3oum=-1 b) —T=m=1
c)ms-1Toum=3 d-1=m=3
e) T=m=3

@ A interseccdo da reta y = k com a circunferéncia
(x=2)2 + (y + 3)2 = 9 é nao vazia, se e somente se:

a) —6=<k=<0 b) -b=<k=<1 c) -1=<k=<sb

d O<k=<6 e) 6=k=<12

50 - Tangentes a uma circunferéncia

o Quais séo os valores de k para os quais a reta de equacéo
x = k é tangente a circunferéncia (x — 3)2 + (y — 7)2 = 4?

e Obter a equacdo da reta tangente a circunferéncia
x2 +y2=2,no ponto T(1; - 1).

0 Obter a equacgéo da circunferéncia de centro C(- 4; 2) e
tangente a reta 3x + 4y — 16 = 0.

6 Determinar k para que a reta y = k, intercepte a
circunferéncia de equagédo (x — 2)2 + (y + 3)2 = 16.

6 Dada a reta (s) 3x + 4y — 1 = 0 e a circunferéncia
(M) X2 +y2—1 = 0, determinar as equacoes das retas tangentes
a (M) e paralelas a s.

6 O ponto P

equacao x?2 + y2 = 1. Determinar a equacao da reta t, tangente
a circunferéncia, no ponto P.

pertence a circunferéncia de

(F7)

0 Determinar as equacdes das retas tangentes a circunferén-
ciax? +y2—10x + 2y + 18 = 0, paralelas & reta (s) x -y + 3 = 0.

0 (FUVEST-ADAPTADO) - No plano Oxy, a circunferéncia
(A) tem centro no ponto C(- 5, 1) e é tangente a reta t de
equacao 4x — 3y — 2 = 0. Escreva uma equacao para a
circunferéncia (A).

0 (FUVEST) — A reta y = mx (m > 0) & tangente a
circunferéncia (x — 4)2 + y2 = 4. Determine o seno do angulo
que a reta forma com o eixo x.

a) — b) — c) =2 d) \/_5 e) Vb
5 2 2 3

@ (MACKENZIE) - Uma reta tangente a curva x2 + y2 = 10,
no ponto de abscissa 3, encontra o eixo das ordenadas num
ponto P. A distancia da origem a esse ponto é:

a9 b) 6 o V10 d) 10 e) V8

m (FGV) - Uma circunferéncia de raio 3, situada no 1°
quadrante do plano cartesiano, é tangente ao eixo y e a reta de

equagao y = X. Entdo, a ordenada do centro dessa circun-
feréncia vale:

a) 2V3 + 1
d) 3V2 +3

b) 2V3 + 3 c) 3V2 +2

e) 3V2 -1

@ No plano cartesiano, uma circunferéncia tem equagao
(x = 1?2 + y2 = 20. Qual é a equacao da reta que passa pelo
ponto P(3; 4) e tangencia essa circunferéncia?

a) 3x+4y-25=0 b) -x+2y-5=0

c) Xx+2y-5=0 d 2x+y-10=0

e) x+2y-11=0

@ Considere a circunferéncia de equacao

x2 +y2—8x -6y + 22 =0 e as retas de equacao

4y — 3x + k = 0. Os valores de k para que as retas sejam
tangentes a circunferéncia séo:
a) +3V2 b) +3

d) +3V5 e) +5V3

c) +2V3

@ Considere uma circunferéncia de raio r < 4, com centro na
origem do sistema de eixos coordenados. Se uma das
tangentes a circunferéncia, pelo ponto P(4; 0), forma com o
eixo x um angulo de 30°, entdo o ponto de tangéncia corres-
pondente pode ser:

a)(iz;vi) bl (1;V3) c)(%;?)
d)(iz;@) &) (1;V2)
51 - Elipse

o Determinar a equacéao da elipse representada na figura.

Calcular, também a distancia focal e a excentricidade.

Ay
R
i
- =
I/ \\
>
A
2 i X
\\‘ /,
NS A~
2
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9 Os pontos A, e A,, representados no sistema cartesiano,
s80 0s vértices de uma elipse e F; € um dos focos. Determinar
a excentricidade e a equacgao dessa elipse.

Ay

XY

e O centro de uma elipse € o ponto (0; 0), um dos vértices
€ o ponto (3; 0) e um dos polos é o ponto (0; — 1). Obter a
equacao dessa elipse.

G (UNESP) - A equacédo da elipse de focos F, = (-2, 0),
F, = (2, 0) e eixo maior igual a 6 & dada por

a)%+;_(2)=1. b)XT2+yT2=1.

c)%2+%=1. d)%2+%=1.

e)XT2 +Z—; =1

e (UNESP) - A figura representa uma elipse.

yAL
———————— -1
17

| |
i i
| |
| < 13
| | |
| | |
| | |
t t t » X
8 5 2 |0

A partir dos dados disponiveis, a equacado desta elipse é

2 2
S AN S
5 7
2 2
p) MO =T

9 16
c)x+5)2+(y-7)2=1.

d (x = 5)2 ly + 7)? _1
9 16

o X+3°7 . y-47 _
5 7

6 (USF) — As medidas dos lados de um retangulo s&o iguais
as medidas do eixo maior e do eixo menor da elipse de equagao

%2 V:
— =1

10 6
Nessas condicoes, a diagonal do retdngulo mede, em u.c.,
a) 8 b) 4 o V10 d 3 e) V6

Meodulo 52 - Elipse

o Os focos de uma elipse séo os pontos F,(0; 2) e F,(0; - 2)
e a excentricidade ¢é igual a % . Achar a equacao reduzida da

elipse.

e A elipse de equacdo 9 . x2 + 25 . y2 = 225 tem excentrici-
dade igual a:

3 5 5

)2 ol ) d) )
Ry 5 <7 3 2

e A equacéo reduzida da elipse, com vértices nos pontos
A4(B; 2) e Ay~ 4; 2) e focos nos pontos F4(5; 2) e F,(-3; 2), &:

_ 12 _ 2
al (x-=1) N (y-2) 1
25 9
2 2
b) (x+1) N (y +2) o
25 9
(x — 1)2 ly —2)? »
"9 * T -~
g (x+ 1)2 y + 2)? »
) Tt T S
e) x = 1)% + ly- 27 =1
25 16

9 Os focos da elipse de equacdo 16x2 + 9y2 = 144 sao:
a-V7;0eV7i00 B0 V7) e V7)

c) (0; 3) e (0; = 3) d)(3;0 e (=3;0)

e) (0; 5) e (0; - b)

earetay =2x + 1,

» @

2
@ (FUVEST) - A elipse x2 + VT -

do plano cartesiano, se interceptam nos pontos A e B.
Pode-se, pois, afirmar que o ponto médio do segmentoAB é:

8 2 1 2 : 7 1 : 5

a) 3 '3 b) 3 _3) c) = —3)
1 1 1 1

d)(_T'T) e)_T'T)

e (UNESP - MODELO ENEM) - Suponha que um planeta P
descreva uma orbita eliptica em torno de uma estrela O, de
modo que, considerando um sistema de coordenadas
cartesianas ortogonais, sendo a estrela O a origem do sistema,
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a Orbita possa ser descrita aproximadamente pela equagao

2 y2
700 + o5 = 1, com x e y em milhdes de quilémetros.

A figura representa a estrela O, a érbita descrita pelo planeta e

.. . A A TT
sua posicdo no instante em que o angulo POA mede -

y (milhdes de km)

X
(milhdes de km)

(figura fora de escala)

A distancia, em milhdes de km, do planeta P a estrela O, no

instante representado na figura, é:

a) 2V5. b) 2/10. c) 5V2.
d) 10V2 e) 5V10.

Meédulo 53 - Hipérhole

0 Determinar a equacao reduzida da hipérbole da figura.

9 Obter a equacdo reduzida da hipérbole, sabendo que os
focos séo F,(5; 0) e F,(-5; 0) e os pélos séo B,(0; 3) e B,(0; - 3).

e Obter a equacéo reduzida da hipérbole de focos (- \/ﬁ; 0)
e (\/?3; 0) sabendo que a medida do eixo transverso é 6.

o Obter a equacéo reduzida da hipérbole com eixos contidos
nos eixos coordenados, focos no eixo Oy, distancia focal 12 e
excentricidade 1,5.

6 Determine a equagéao da hipérbole, dados:

a) os focos F,(8, 0) e F,(-8, 0) e os vértices A, (5, 0) e A,(-5, 0);

b) os vértices A,(3, 0) e A,(=3, 0) e a distancia entre os focos
iguais a 8;

c) os vértices A,(3, 0) e A,(=3, 0) e a excentricidade igual a 3;

d) os focos F,(0, 5) e F,(0, -5) e a excentricidade a %

@ Determinar a equacao reduzida da hipérbole da figura.

2 2 2 2

a Y )y XY
3 36 36 9
2 2 2 2

o ¥ X 4 a Yy
36 9 5 9
2 2

e)x_—y_=1
36 6

Meodulo 54 - Hipérbole

c Chama-se hipérbole equildtera aquela em que a = b.
Determinar a equacao reduzida da hipérbole equilatera cujos
focos sédo (4; 0) e (- 4; 0). Determine, também, a excen-
tricidade.

e Escreva uma equacado da hipérbole, cujos eixos estdo
contidos nos eixos coordenados, os focos no eixo Qy, o eixo
transverso mede 10 e o eixo conjugado mede 14.

e Escreva uma equacéo da hipérbole com os eixos contidos
nos eixos coordenados, os focos no eixo Ox, 0 eixo transverso

6
medindo 30 e excentricidade igual a 5
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o Para a hipérbole de equacdo x? — y2 — 2x + 2y — 8 = 0, de-
terminar:

a) o centro

b) os focos

c) os vértices

6 (USF) - Se os lados de um retangulo tém medidas iguais
as medidas do eixo transverso e do eixo conjugado da

2
x2 y

hipérbol 30 — - —— =1,aé 4 |
ipérbole de equacao 6 25 , a area desse retangulo,
em unidades de area, € igual a:

a) 90 b) 120 c) 50 d) 44 e) 60

0 (CESGRANRIO) — Determinar os focos e esbocar o grafico
da curva de equacéo yZ — 16x% = 16.

@ A distancia focal da conica de equacéo x2—y2 = 25 é:
a) 5V2 b) 2.V5E c) 10.V2
d) 4V5 e) 25

6 (UNESP-adaptado) — A partir da equacéao da hipérbole:
4y?

4(x - 3)2 - ETH 1, encontre as coordenadas do centro C, e

dos focos F, e F, da hipérbole.

Q Determinar a distancia focal, a medida do eixo transverso,
a medida do eixo conjugado e a excentricidade da hipérbole de
equagdo 9x?% — 4y? = 36.

@ Determinar a equacédo da hipérbole cujos focos estédo
situados no eixo das abscissas, simetricamente situados em
relacdo a origem, sabendo que as suas assintotas tém equacao

y ==+ %x e que a distancia entre os focos é 2f = 20.

m Determinar a equagédo da hipérbole cujos focos estdo
situados simetricamente em relacdo a origem e no eixo das

ordenadas, sabendo que sua excentricidade vale % e que a

distancia entre seus vértices vale 48 unidades.

Meédulo 55 - Parabhola

Questoes de 0 a e

Dados o foco (F) e a diretriz (d) de uma parabola, pede-se:
a) o vértice

b) a equacao da diretriz

¢) a equacao reduzida da parédbola

d) tracar a parabola

Ay
3 X
d
(2 oy
;
(3] Ay
'I:
X
- ] - ------d
o oy
L 0
X
r'_

e Determinar as coordenadas do foco e a equacao da diretriz
da parabola y2 + 8x = 0.

6 Uma parabola, cujo vértice é a origem e cujo eixo de sime-

tria € coincidente com o eixo “x”, passa pelo ponto P(- 2; 4).
Determinar a equacgao da parabola, o seu foco e a sua diretriz.

o Determinar o vértice, o foco e a equacao da diretriz da
parébola de equacdo y? = 8x.

0 Determinar o vértice, o foco e a diretriz da parabola de
equagédo x2 = — 3y.
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9 A equacao da parabola representada a seguir é:

a) y? = 8x
b) y? = - 8x
c) y? = 4x
d) y2 = - 4x
. 20) e) y2=2x
y %

Meodulo 56 - Parabola

o Os pontos V e F séo, respectivamente, o vértice e o foco
de uma parabola. Determinar a equacdo da pardbola e a
equacgao da diretriz.

Ay

Xy

9 O foco e a equacdo da diretriz da pardbola de equacéo
x2 = - 20. y s&o, respectivamente:

a) F(0;5)ey=-5 b) F(5;0)ex=-5

c) F(0;-bey=5 d F-5,0ex=5

e) F(0;-10)ey =10

0 A equacao da parédbola, com vértice na origem, eixo de
simetria no eixo das ordenadas e que passa pelo ponto
P(10; 5), é:

a) 2—20>< b) x2=20.y
c) x2=-20.y d y2=-20.x
e) x2=10.y

Q O vértice de uma parédbola estd no ponto V(3; 2) e o seu
foco no ponto F(5; 2). A equacgédo dessa parabola é:

a) y-32=8.(x-2) b) (y-32=4.(x-2)

¢ y-22=8.(x-3) d (y=-22=4.(x-3)

d y-22=-8.(x-3)

e A equacéo da parabola, cujo vértice € a origem e cujo foco
é o ponto F(0; 3), é:

a) x2=-12.y b) y2=12.x
c) y2=-12.x d x2=8.y
e) x2=12.y

@ (MACKENZIE) — A equacgédo da parabola que tem vértice
no ponto V(4; 1) e foco F(2; 1) é

a) y-12=-16.(x-4) b) (y—4)?=8.(x-1)
o ly-12=2.(x-4) d (y-22=-4.(x-1)
e) ly-12=-8.(x-4)

o No gréfico abaixo, F é o foco e V é o vértice da parabola.
Obter:

a) o parametro

b) a equacéo da diretriz

c) a equagao da parabola

y

me-------&

@ (USF) — Um tridngulo, que tem como vértices os focos
das pardbolas x2 = —12y; y2 = 16x e y2 = — 12x, tem é&rea, igual

FRENTE 2

Modulo 45 - Tronco de piramide
de bases paralelas

Questoes de o a o

As arestas das bases de um tronco de piramide regular qua-
drangular medem 6 m e 16 m e o apétema mede 13 m.

o Calcular a area lateral do tronco.
9 Calcular a area total do tronco.
e Calcular a altura do tronco.

o Calcular o volume do tronco.

e (ITA) — A base de uma pirdmide tem &rea igual a 225 cm?.
2 - A
A 3 do vértice, corta-se a piramide por um plano paralelo

a base. A area da seccao ¢ igual a:
a) 4 cm? b) 9 cm?
d) 100 cm? e) 125 cm?

c) 25 cm?
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@ Considere o tronco de uma piramide regular de bases
quadradas representado na figura a seguir.

Se as diagonais das bases medem 10V2 cm e 4V2 cm, a érea
total desse tronco, em centimetros quadrados, é:

a) 168 b) 186 c) 258 d) 266 e) 284

0 (VUNESP) - Secciona-se o cubo ABCDEFGH, cuja aresta
mede 1 m, pelo plano BDE, passando por vértices do cubo e
pelo plano IJK, passando por pontos médios de lados do cubo,
como na figura. Calcule o volume do tronco de pirdmide
IJKDBE, assim formado.

0 Uma pirédmide pentagonal regular de volume V e altura D é
seccionada por um plano paralelo ao plano da base a uma

A 1 . A
distancia d = 5 D do vértice, resultando uma pirdamide menor

e um tronco de piramide. A diferenca entre os volumes da
piramide maior e da menor vale:
2 3 5 1

7

9 (ITA) — Seja uma piramide regular de base hexagonal e
altura 10 m. A que disténcia do vértice devemos corté-la por um
plano paralelo a base de forma que o volume da piramide obtida

seja % do volume da piramide original?

a) 2m b) 4m c) bm d) 6m e) 8m

@ Num tronco de pirdmide quadrangular regular cujo
ap6tema mede 13 cm, os raios das circunferéncias inscritas
nas bases medem 3 cm e 8 cm. O volume do tronco de
piramide, em centimetros cubicos, é igual a:

a) 1551 b) 1652  ¢) 1553 d) 1654  e) 15565

Meodulo 46 - Tronco de cone de bases paralelas

o Os raios das bases de um tronco de cone circular reto sao
5 cm e 8 cm. Sabendo que a geratriz € 5 ¢cm, determine a
altura.

9 A geratriz de um tronco de cone de bases paralelas mede
5 cm. Os raios das bases desse tronco medem 4 cm e 1 cm.
Calcule o volume do tronco.

e Os raios das bases de um tronco de cone de revolugao
medem 1 cm e 6 cm. Sabendo-se que a medida da altura é
12 cm, calcular a area total do tronco.

e Determine a altura de um tronco de cone circular reto,
sabendo que os raios das bases medem 1 cm e 5 cm e que
seu volume & 31x cm?®.

e As areas das bases paralelas de um tronco de cone circular
reto sio respectivamente iguais a 4w cm? e 497 cm?. A geratriz
desse tronco de cone mede 13 cm. A area lateral e o volume
desse tronco séo, respectivamente, iguais a:

a) 53xcmZe 117x cm? b) 117m cm?e 170x cm3

c) 170 cm? e 268 cm? d) 117mx cm?e 268m cm?3

e) 268n cmZe 170 cm?

@ (FCMMG) - Observe a figura.
Essa taga, cujo interior tem a forma de um cone,
contém suco até a metade da altura do cone
interno. Se o volume do cone interno é igual a V,
entéo o volume do suco nele contido é:

Vv Vv Vv Vv Vv
0 (UNIMES) - Um balde tem a forma de um tronco cone cir-
cular reto com as seguintes medidas internas: 18 cm e 28 cm
de didmetro nas bases e 45 cm de altura. O volume méximo
que este balde pode conter é
a) 5642 mcm3 b) 6045 t cm3

d) 3828w cm3 e) 1938 x cm3

c) 4560 xt cm?3

e (FAAP) — Um copo de chope é um cone(oco), cuja altura é
o dobro do didmetro da base. Se uma pessoa bebe desde que
0 copo estd cheio até o nivel da bebida ficar extamente na
metade da altura do copo, a fragdo do volume total que deixou
de ser consumida é:

a) 3/4 b) 1/2 c) 2/3 d) 3/8 e) 1/8

e (MACKENZIE) — Uma mistura de leite batido com sorvete
¢é servida em um copo, como na figura. Se na parte superior do
copo ha uma camada de espuma de 4 cm de altura, entéo a
porcentagem do volume do copo ocupada pela espuma esta
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mais bem aproximada na alternativa:

a) 656%
b) 60%
c) 50%
d) 45%
e) 70%

20cm

Meédulo 47 - Inscricao e
circunscricao de solidos |

o Calcule o volume de um cubo circunscrito a uma esfera de
raio 5 cm.

e Calcule a area total da superficie esférica circunscrita a um
cubo de 5 cm de aresta.

e Determinar o volume de um cilindro equilatero circunscrito
a uma esfera cujo raio mede 2 cm.

0 A razado entre a area de uma superficie esférica e a do cubo
inscrito é:

3

b) 2 d =
ax ) c) )2

e)i
T

T
2

6 (UFMG) - A razéo entre as areas totais de um cubo e do
cilindro reto nele inscrito, nessa ordem, é:
2 3 4 5 6
E3

a) — b) — c) — d — e)
T T T T

G (MACKENZIE) - A razédo entre o volume de uma esfera e
o volume de um cilindro circular reto circunscrito a esta esfera
éigual a

4 2 1 V3
o = bl = c) V3 d = e) =

0 (MACKENZIE) — Um cubo esta inscrito numa esfera. Se a
area total do cubo é 8, o volume da esfera é
B s 16m

a3 3 3

d) 12x e) 8rn

G (MACKENZIE) — Na figura, o cone reto estd inscrito no
cubo. Se a diferenca entre os volumes do cubo e do cone é

1- % entdo a diagonal da face do cubo mede:

a V2 b)) 2v2 ¢ 3V2 b) V2 e) 6V2

0 (MACKENZIE) - Num cilindro reto de altura 6V3,
completamente cheio de dgua, foi imerso um prisma triangular
regular de altura 2st, conforme a figura. A razdo entre o volume
de agua que transbordou e o volume do cilindro é:

1 1 1
a) ? b) ? c) Z
1 1
d) g e) 3

Médulo 48 - Inscricao e
circunscricao de solidos I

0 Calcular o volume de um cone equilatero circunscrito a
uma esfera cujo raio mede V3 em.

e Calcular a area da superficie de uma esfera circunscrita
a um cone equilatero cujo raio mede 2 cm.

e Cada uma das seis arestas de um tetraedro regular mede

2V/6.

a) Calcule a altura desse tetraedro.
b) Calcule o raio da esfera inscrita nesse tetraedro.
c) Calcule o raio da esfera circunscrita ao tetraedro.

o Um cone circular reto tem 10 cm de geratriz e 6 cm de
raio da base. O volume, em cm?, da esfera inscrita nesse cone
€ igual a:

a) 36xn b) 48w c) 72n d) 144n e) 288w
e (MACKENZIE) - A altura de um cone reto ¢ igual ao raio da
esfera a ele circunscrita. Entdo o volume da esfera é:

a) % do volume do cone.

b) o quadruplo do volume do cone.

¢) o triplo do volume do cone.

d) o dobro do volume do cone.

4
e) 1 do volume do cone.

e (PUC-SP) — Um cone circular reto, cujo raio da base ¢ 3 cm,
estd inscrito em uma esfera de raio 5 cm, conforme mostra a
figura a seguir.
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O volume do cone corresponde a

que porcentagem do volume da

esfera?

a) 26,40/0

b) 21,4%

c) 19,5%

d) 18,6%
)

> e) 16.2%

~——

0 (FGV) - Uma piramide reta de base quadrada e altura de
4 m esté inscrista numa esfera de raio 4 m. Adotando &t = 3,
pode-se afirmar que

a) Vv, =6.V 5.V

esfera piramide esfera = 2 - Vpiramide
C) Vestera =4 - Vpirémide d) Vegtera =3 - Vpirémide
€) Vestera =2 - Vpirémide

0 O volume da esfera inscrita num cone equilatero cujo raio
mede 2V3 cm é:

a) —cm3 b) — cm?3 c) 32?rccm3

0 (ITA) — Um prismal hexagonal regular tem como altura o
dobro da aresta da base. A razéo entre o volume deste prisma
e o volume do cone reto, nele inscristo, € igual a:

a) 6Y2)/n b) (9V2)/x c) 3Vl

d) (6V3)/n e) (9V3)/n

@ (FGV-SP) — Um octaedro regular esté inscristo num cubo
de aresta com 4 cm de comprimento, isto €, seus vértices
coincidem com o centro de cada face do cubo, como mostra a
figura. O volume do octaedro é:

Meédulo 49 - Sélidos de revolucao

o Seja ABC um tridngulo retanguloem A, com AB=4cme
AC = 3 cm. Calcular o volume do sélido gerado pela revolucdo
(de 360°) do triangulo ABC em torno do maior cateto.

9 Calcular o volume do sélido gerado pela revolugdo (de
360°) do trapézio retangulo da figura, em torno da base maior.

3cm

2cm i

5cm

e Um cilindro é obtido rotacionando-se um quadrado em
torno da reta que intercepta dois de seus lados paralelos pelos
respectivos pontos médios. Se o lado do quadrado mede
1 cm, a &rea lateral do cilindro, em cm?, vale:

a) 4w b2  c¢)2x d Vad eln

e Um tridngulo retdngulo tem 6 cm? de 4rea e um de seus
catetos mede 2 cm. Pela rotacdo de 360° desse triangulo, em
torno do outro cateto, obtém-se um sélido de volume:

a) 8mcm3 b) 127 cm?3 c) 16w cm?

d) 18m cm?3 e) 24n cm3

e (UNIP) - ABCD ¢ um guadrado de lado 6 cm e ADE € um
triangulo retangulo isosceles. A rotacao de 360°, da regiao
poligonal ABCDE, em torno da reta AB gera um soélido cujo
volume, em centimetros cubicos, é:

-
a) 360m
E b) 320
c) 216 =
D ZNA d) 124— T
e) 72 x
C B

(@ (MACKENZIE) - Na rotaco do triangulo ABC da figura
seguinte em torno da retar, o lado AB descreve um angulo de
270°. Desta forma, o sélido obtido tem volume:

r

Q a) 48«

! b) 144x

¢ c) 108 x
d 72 =
e) 36x

4

ATI B

@ (MACKENZIE) - O retangulo ABCD da figura faz uma ro-
tacdo completa em torno de BC. A razdo entre os volumes dos
sélidos gerados pelos triangulos ABC e ADC é

1 1
A B — _
a)3 b)5
1
— d) 1
c)4 )
1
e) —
)2
D C
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Meédulo 50 - Geometria de posicao - entes
primitivos e postulados

o Complete:
a) Os principais entes primitivos da Geometria séo:

b) Numa reta ou fora dela existem

) pontos.
¢) Num plano ou fora dele existem

)

)

pontos.
d) Dois pontos distintos determinam

e) Trés pontos distintos nao colineares determinam

e Classifiqgue cada afirmagéo seguinte em VERDADEIRA ou
ALSA.
) Os entes primitivos ndo tém definigéo.

QO M

L
) (
b) ( ) Reta, por definicdo, € um conjunto de pontos colineares.
c) ( ) Entre dois pontos distintos sempre existe mais um.
d) ( ) Dois pontos distintos determinam uma reta.
e) ( ) Trés pontos quaisquer determinam um plano.

e Se dois pontos distintos de uma reta r pertencem a um
plano a, entédo a reta r estd contida em a?

Q Trés pontos distintos determinam um plano?
e Quatro pontos sdo sempre coplanares?

6 Dados 10 pontos de tal forma que nédo existam 4 deles
num mesmo plano, calcular o nimero de planos determinados
por estes pontos.

0 Assinale a alternativa falsa:

a) O ponto nao tem dimenséo

b) A reta é infinita

c) Existem proposicdes que ndo podem ser demonstradas.

d) Reta por definicdo é um conjunto com infinitos pontos.

e) Entre dois pontos distintos sempre existird um terceiro
ponto.

0 Dadas as proposicoes,

[) Numa reta bem como fora dela existem infinitos pontos.
[I) Num plano bem como fora dele existem infinitos pontos.
[I) Trés pontos nédo colineares sdo sempre distintos.

E correto afirmar que:

a) todas séo verdadeiras.

b) todas séo falsas.

c) apenas (l) e (ll) sdo falsas.

d) apenas (I) e (lll) sdo falsas.

e) apenas (I1) e (lll) sado falsas.

Q Assinale a alternativa falsa:

a) Os postulados sdo proposicdes aceitas sem demonstracgao.

b) Os teoremas sdo proposicdes que podem ser demons-
tradas.

c) Dois pontos distintos determinam uma Unica reta que 0s
contém.

d) Trés pontos nao alinhados determinam um Unico plano que
0s contém.

e) Se dois pontos A e B estdo em semi-espacos opostos em
relacdo a um plano a, entdo, AB N a = @.

Meédulo 51 - Retas e planos no espaco

o Assinale a afirmacéo falsa:

a) Dois pontos distintos determinam uma reta.

b) Trés pontos distintos determinam um plano.

¢) Uma reta e um ponto ndo pertencente a ela determinam um
plano.

d) Duas retas concorrentes determinam um plano.

e) Duas retas paralelas distintas determinam um plano.

9 Assinale a afirmagéo verdadeira:

a) Duas retas que nao tém pontos comuns sao paralelas.
b) Duas retas que ndo tém pontos comuns sdo reversas.
c) Duas retas paralelas podem ser ndo coplanares.

d) Duas retas concorrentes podem ser nao coplanares.
e) Duas retas nao coplanares sao reversas.

0 Seja um plano a e um ponto P ndo pertencente a a.
Quantas retas paralelas a o podem ser tragadas, no maximo,
pelo ponto P?
a) nenhuma
d) trés

b) uma ¢) duas

e) infinitas

0 Quantos s&o os planos determinados pelos pontos A, B,
C e D na figura?

L)

a) 2 b) 3 c) 4 d) 5 e) 1

e A reta r é paralela ao plano a. Entao:

a) todas as retas de o sdo paralelas ar.

b) areta r ndo pode ser coplanar com nenhuma reta de a.

c) existem em o retas paralelas a r e também existem em a
retas reversas ar.

d) existem em o retas paralelas a r e também retas per-
pendiculares ar.

e) todo plano que contém r é paralelo a a.

@ (FAAP) - Duas retas sao reversas guando
a) nao existe plano que contém ambas.
) existe um unico plano que as contém.
) néo se interceptam.
)
)

o O T

nao sao paralelas.
sdo paralelas, mas estao contidas em planos distintos.

@
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0 (VUNESP) - Entre todas as retas suportes das arestas de

um certo cubo, considere duas, r € s reversas.

Seja t a perpendicular comum ar e a s. Entéo,

a) t é areta suporte de uma das diagonais do cubo.

b) t é a reta suporte de uma das diagonais de uma das faces
do cubo.

c) t é areta suporte de uma das arestas do cubo.

d) t é a reta que passa pelos pontos médios das arestas
contidasemre s.

e) t é a reta perpendicular a duas faces do cubo, por seus
centros.

0 (UNIFESP) - Dois segmentos dizem-se reversos quando
néo sao coplanares. Neste caso, o numero de pares de arestas
reversas num tetraedro, como o da figura, é:

A

o Q

2002
o = N w o

)

Meédulo 52 - Paralelismo

@ cologue (V) ou (F) conforme as
verdadeiras ou falsas

sentencas sejam

a) () Duas retas que tém ponto em comum sao
concorrentes.

b) ( ) Duas retas que nao tém ponto em comum sé&o
paralelas distintas.

c) () Duas retas nao coplanares sao sempre reversas.

d) () Se uma reta ndo tem ponto em comum com um plano,
ela é paralela a ele.

e) () Dois planos paralelos interceptados por um terceiro

determinam neste Ultimo intersecc¢des paralelas.

@© Coloque (V) ou (F) conforme as sentencas sejam
verdadeiras ou falsas.

a) () Setrés retas sdo duas a duas paralelas distintas ou elas
determinam um plano ou determinam trés planos.

b) () Dois planos sendo paralelos toda reta que fura um, fura
o outro.

c) () Dois planos sendo paralelos todo plano que intercepta
um intercepta o outro.

d) () Dois planos sendo paralelos se um terceiro os
interceptar, o fard em retas paralelas.

e) () Para se obter a interseccao de dois planos secantes é

suficiente obter dois pontos distintos da intersecgao,
ou seja, dois pontos distintos comuns aos planos.

e Sdo dados: um feixe de quatro planos
paralelos, uma reta incidente a eles nos
pontos A, B, C e D e uma outra reta in- 4
cidente a eles nos pontos E, FF G e H.
Sabendo-se que AB =4, CD =8, FG=9¢e

BC = EF, o valor de EH é:

a) 22 b) 27 c) 29
d) 30 e) 32

e Assinale a alternativa falsa:

a) se dois planos sao paralelos distintos, entao toda reta de um

deles é paralela ou reversa a qualquer reta do outro.

se dois planos sao secantes, entdo uma reta de um deles

pode ser concorrente com uma reta do outro.

c) se uma reta € paralela a dois planos, entdo esses planos sao
paralelos.

d) se duas retas concorrentes de um plano séao paralelas a um

outro plano, entao os dois planos sdo paralelos.

se dois planos sao paralelos, entao toda reta que é paralela

a um deles é paralela ou esta contida no outro.

b

o

e Sao dados: um feixe de quatro planos paralelos, uma reta
incidente nos pontos A, B, C e D e uma outra reta incidente nos
pontos P, Q, R e S. Sabendo-se que AB = 2cm, BC = 5cm,
CD = 6cm, PQ=1cm, QR =xcm e RS =y cm, determine
(y —x) em cm.

0 (ESPCEX) — Se a reta r é paralela ao plano a, entao

a) todas as retas de o séao paralelas ar.

b) existem em a retas paralelas a r e retas reversas a r.

c) existem em o retas paralelas a r e retas perpendiculares ar.

d) todo plano que contém r intercepta o, segundo uma reta
paralela ar.

)
)

Meédulo 53 - Perpendicularismo

0 Complete:
a) Se duas retas sao paralelas a uma terceira, entdo séo

entre si.

b) Se uma reta é paralela a dois planos secantes, entdo ela é
paralela a sua .

c) Dois planos paralelos interceptados por um terceiro
determinam intersecgdes .

d) Um feixe de planos paralelos determina sobre duas
transversais segmentos correspondentes .

e) Duas retas perpendiculares a um mesmo plano séo

entre si.
9 Complete:
a) Se dois planos sao paralelos distintos, entdo toda reta de
um é as retas do outro.

b) Se uma reta é paralela a um plano, ela é
as retas do plano.
c) Por um ponto nao pertencente a um plano, podemos
conduzir plano paralelo a esse plano.
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d) Por um ponto nao pertencente a um plano, podemos

conduzir retas paralelas a esse plano.

e) Por um ponto nao pertencente a uma reta, podemos
conduzir reta paralela a essa reta.

e Complete:

a) Se uma reta é ortogonal a duas concorrentes de um plano,
ela é ao plano.

b) Se uma reta é perpendicular a duas retas paralelas distintas
de um plano, entao ela .

c) Se uma reta é perpendicular a um plano, entdo todo plano
que a contém é a esse plano.

d) Por um ponto existe reta perpendicular a um
plano.

e) Se uma reta forma um angulo de 20° com uma reta perpen-
dicular a um plano, entdo ela forma com o
plano.

o Assinale a correta:

a) se dois planos sao perpendiculares, todo plano
perpendicular a um deles é paralelo ao outro.

b) se dois planos séo perpendiculares, toda reta paralela a um
deles é perpendicular ao outro.

c) se duas retas sao paralelas a um mesmo plano, entdo sao
paralelas entre si.

d) se duas retas sao ortogonais, toda reta paralela a uma delas
€ perpendicular ou ortogonal a outra.

e) se duas retas sado ortogonais, toda reta ortogonal a uma
delas é paralela a outra.

6 (ESCOLA NAVAL) - Se a € um plano e P é um ponto néo-
pertencente a a, quantos planos e quantas retas, respecti-
vamente, contém P e sdo perpendiculares a a.?

a) 1el. b) infinitos e zero.

c) infinitos e 1. d) zeroe 1.

e) infinitos e infinitas.

Meodulo 54 - Projecdes ortogonais

o A projecao ortogonal de um cilindro circular reto sobre
um plano perpendicular ao plano da base do cilindro é um
quadrado de lado a. O volume deste cilindro é:

nad m a3

a) —— b)

5 e c)

9 Na figura abaixo, AB L a, [ a, BC C a, AB = 3,
BC =5e CD =iCa|cu|_ea distancia entre os pontos A e D
sabendo-se que BC L CD.

A

C B

b/ o

9 Assinalar a certa:

a) Duas retas paralelas a um mesmo plano séao paralelas entre
Si.

b) Dois planos paralelos a uma mesma reta sao paralelos entre
si.

c) Duas retas perpendiculares a uma terceira sdo paralelas
entre si.

d) Dois planos perpendiculares a um terceiro sdo perpen-
diculares entre si.

e) Dois planos distintos perpendiculares a uma mesma reta
sao paralelos entre si.

o Considere as afirmagdes abaixo:

I. Duas retas paralelas a uma terceira sdo perpendiculares
entre si.

Il.  Se duas retas sao paralelas, toda reta que encontre a
primeira encontra a segunda.

[Il. Se dois planos sdo paralelos, toda reta perpendicular ao
primeiro é perpendicular ao segundo.

IV.  Se uma reta é paralela a um plano, ela é paralela a toda as
retas desse plano.

Em relagao a elas, podemos dizer que:

a) todas sao verdadeiras.

b) somente a IV ¢ falsa.

c) somente a lll é verdadeira.

d) somente a | e a Il séo falsas.

e) somente a Il e a lll séo verdadeiras.

e (UFSCar) — Considere um plano a e um ponto P qualquer
do espaco. Se por P tracarmos a reta perpendicular a a, a
interseccdo dessa reta com a € um ponto chamado projecao
ortogonal do ponto P sobre a. No caso de uma figura F do
espaco, a projecdo ortogonal de F sobre a é definida pelo
conjunto das projecdes ortogonais de seus pontos.

Com relagdo a um plano qualquer fixado, pode-se dizer que

a) a projecao ortogonal de um segmento de reta pode resultar
num semi-reta.

b) a projecdo ortogonal de uma reta sempre resulta numa reta.

c) a projecao ortogonal de uma parabola pode resultar num
segmento de reta.

d) a projecdo ortogonal de um tridngulo pode resultar num
quadrilatero.

e) a projecdo ortogonal de uma circunferéncia pode resultar
num segmento de reta.

G (PUC) — Dois planos p e y cortam-se na reta r e sao
perpendiculares a um plano a. Entéo,

a) p ey sao perpendiculares.

b) r é perpendicular a a.

c) r é paralela a a.

d) todo plano perpendicular a a encontra r.

e) existe umareta paralelaaaear.
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Medulo 55 - Diedros, triedros e poliedros

o Num triedro duas faces medem, respectivamente, 148° e
110°. A medida da terceira face é com certeza um ndmero do

intervalo:
a) 45° < x = 100° b) 30°=x<90°
c) 38° < x < 102° d) 100° < x < 258°

e) 30° = x =60°

e Se um poliedro convexo possui 16 faces triangulares, o

seu numero de vértices é:
a) 24 b) 20 c) 16 d) 12 e) 10

0 Um poliedro convexo apresenta 8 faces quadrangulares e

6 faces triangulares. O numero de vértices desse poliedro é:
a) 27 b) 25 c) 18 d) 15 e) 13

o Um poliedro convexo possui somente uma face
triangular, 3 faces quadrangulares e 3 faces pentagonais. Este
poliedro possui:
a) 30 vértices
d) 15 vertices

b) 10 arestas c¢) 30 arestas

e) 10 vértices

@ Quantas faces tem um poliedro convexo com 6 vértices
e 9 arestas? Desenhe um poliedro que satisfaca essas con-
dicoes.

@ (UNICENTRO) - Segundo o matematico suigo Leonhard
Euler, em todo poliedro convexo de V vértices, A arestas e F
faces, vale a relacéo:
a) V+F+A=2
¢ V-F+A=2
e) V-A+F=2

b) V+2=A+F
dV=F+A+2

o (CESGRANRIO) - O poliedro da figura (uma invencao de
Leonardo da Vinci utilizada modernamente na fabricacdo de
bolas de futebol) tem como faces 20 hexagonos e 12 pen-
tdgonos, todos regulares. O nimero de vértices do poliedro é:
a) 64 b) 90 c) 60 d) 72 e) 56

0 Um poliedro convexo possui ao todo 18 faces, das quais
12 séo triangulos e as demais sao quadrilateros. Esse poliedro
possui exatamente:
a) 14 vértices
d) 60 arestas

b) 28 arestas
e) 60 diagonais

c) 30 vértices

e (UNIRIO) - Um gedlogo encontrou, numa de suas
exploracdes, um cristal de rocha no formato de um poliedro,
que satisfaz a relacdo de Euler, de 60 faces triangulares. O nu-
mero de vértices deste cristal é igual a:

a) 35 b) 34 c) 33 d) 32 e) 31

@ (FUVEST) - O numero de faces triangulares de uma
piramide é 11. Pode-se, entdo, afirmar que esta piramide
pOSSui:

a) 33 vértices e 22 arestas.
c) 22 vértices e 11 arestas.
e) 12 vértices e 22 arestas.

b) 12 vértices e 11 arestas.
d) 11 vértices e 22 arestas.

Meédulo 56 - Poliedros de Platao e regulares

o (PUC) — O poliedro regular que possui 20 vértices, 30
arestas e 12 faces denomina-se:

a) tetraedro b) icosaedro

c) hexaedro d) dodecaedro

e) octaedro

9 Calcular o numero de vértices de um icosaedro regular.

9 Calcular o numero de diagonais e o numero de vértices
de um octaedro regular.

eCaIcuIar a soma dos angulos das faces de um
dodecaedro regular.

eCalouIar a soma dos éangulos das faces de um
icosaedro regular.

G Quantas classes de poliedros regulares existem?
a) 4 b) 5 c) 6 d 14 e) infinitas

0 O numero de vértices de um dodecaedro regular é:
a) 10 b) 12 c) 16 d) 20 e) 24

e O poliedro regular cujas faces sdo pentagonos, chama-se:
a) tetraedro regular b) hexaedro regular

¢) octaedro regular d) dodecaedro regular

e) icosaedro regular

e O numero de vértices do icosaedro regular é:
a) 10 b) 12 c) 18 d) 26 e) 54
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RESOLUCAO DOS EXERCICIOS-TAREFAS

FRENTE 1

Médulo 45 - Equacao da circunferéncia

@cooer=5
(x-a?2+(y-b2=r?
(x=02+(y-02=5%2 < x2+y2=25

O c-

5:1er=3

(x-a?+(y-b2=r?
X- 52 +(y-12=32
X+52+(y-12=9

e l) O centro é o ponto médio de AB, assim:

)]

-5+7 2+4
2 2
O raio ¢ a distancia do ponto C ao ponto B, assim:

r=deg=V7-12+4-32=V36+1=\37

= C(1;3)

[I) Utilizando a equacao reduzida, temos:

(><—a)2+(y—b)2=r2=»(><—1)2+(y—3)2=(\/3_7)2=
= (x-12+(y-32=237

0 O centro da circunferéncia é C(2; 3) e o raio é r = 2, assim,
sua equagao é:
x—a)?+(y-b?=r?
(x=2)2 + (y-3)2 =22
x-22+(y-32=4

(6 I

80

Y4

N +--——f-—-----—-@

O raio da circunferéncia é a distancia de P(3; 0) a
C(=2;1). Assim:

r=dpe=VE+22+0-12=V25+1=Y26

A equacéo da circunferéncia de centro C(- 2; 1) e raio
r= \/ZS é:

(x-a)?2+(y-b?2=r?

X +2?+(y-1?2=26

Fazendo-se x = 0 na equagéo 3x — 2y — 6 = 0, obtém-se
30-2y-6=0<y=-3

Fazendo-se y = 0 na equagao 3x — 2y — 6 = 0, obtém-se
3x-20-6=0<x=2

Assim, os pontos de interseccdo da reta com 0s eixos
sdo A(2;0) e B(O; — 3).

MATEMATICA

) O centro da circunferéncia é o ponto médio do
segmento AB:

\ 2+o.—3+0) |v|<1-_3
2 2 - )

[II) O raio da circunferéncia é a distancia de A até M:

-3 2 13
AM =\ (1-2?2+ —-o)= —
2 4

IV)A equacéo da circunferéncia de centro

;. -3 . 13
,T e ralo 2 e:

2
(x—1)2+(y+i>=E
2 4

o A partir da equacgao
(x—a)2 + (y - b)2 = r2 temos:
=12 +ly- (312 =42 <
SsX+12+(y+32=16 <
X2+ 2x+1+y2+6y+9=16 <

ex2+y?+2x+6y-6=0

O x- 12+ (y-32=852e (x+ 12+ (y-32=25

9 Como AB é um diadmetro, o centro da circunferéncia sera
ponto médio de AB:

AlS; = 1) }:c( 5'3;ﬁ> < Cl:3)
B(-3:7)

2 2

e o raio da circunferéncia pode ser obtido calculando-se a
distancia AC:

r=AC=V(E-12+(1-32=V32

A equacao da circunferéncia é:
X=12+(y-32=32 =
= x2+y2-2x-6y-22=0

a) O raio da circunferéncia procurada é a distancia do
centro a origem.

r=deo=V4-02+-3-02=V25=5




b) A equacéo da circunferéncia de centro C(a; b) e raio r é: Modulo 46 - Equagﬁo da circunferéncia
(x-a)2+(y-b?2=r2
Como C(4; - 3) er = 5, teremos: o ) (x=5)2+(y-02=5%< (x-5)?+y?=25
x-42+[y- (=312 =052 ) x==5)2+(y-02=52< (x+52+y2=25
s xX-42+(y+32=B = x2+y2-8x+6y=0

3.(-4)-4.2+ 16|
m A circunferéncia de centro (2;1) e raio 3 tem equagédo 9 b r=d= Va2t a2
(x —2)2 + (y — 1)2 = 9 e intercepta o eixo das abscissas nos 3T+-4)

pontos tais que y = 0.

-12-8+ 16 -4 4
Assim: (x—=2)2+(0-1)2=9« (x-22=8 = = | | = -4 =
ex-2=+V8ax=2+2V2 VI+16 \/% 5
As abscissas desses pontos séo: 2 + 2V2e2-2V2. . - . )
R ta: B |1} Utilizando a equacéo reduzida, temos:
esposta: .,V
— (= 4))2 IV
@ A circunferéncia tem centro C (2; -1) e raio r = 3. A b= =aN7+ by =27 = 5 =
equacéo dessa circunferéncia é: (x —2)2 + (y + 1)2 =32 =
e x2+y2-Ax+2y-4=0 :>(x+4)2+(y—2)2:;—6
Resposta: A 5
@ Yy a e I) O centro da circunferéncia € o ponto C(-3; 3) e o raio &
r=3
y
B (0;8) - C(88)
®-———--- 3
! > x
A(0:2) 3 |
I} Utilizando a equacgao reduzida, temos:
X=(=3)2+(y-32=32=(x+3)2+(y-32=9
Como o triangulo ABC é retangulo, com hipotenusa AC, ) ) )
conclui-se que o centro da circunferéncia & o ponto M 0 I) A circunferéncia tem centro no eixo das ordenadas, seu
médio de AC. assim: ' centro é da forma C(0; a), e o ponto C equidista de A e
048 ' ) 8 de B, assim:
+ +
( 5 T 5 ) < M(4,5) AC=BC <=
2 2 _ 2 2
O raio da circunferéncia é a distancia sVi-3-07+@-a? =V (0-02+(7-a7 =
AM=V (4-02+(6-22=5 cesd=cOoa
A circunferéncia de centro (4,5) e raio 5, tem equagao: ) O raio da circunferéncia & a distancia de B a C e,
(x-4)2+(y-52=52<x2+y2-8x-10y+16=0 portanto, é igual a 3.
Resposta: E I11) A equagao da circunferéncia é

X-02+(y-42=F x>+ y-42=9
@ O raio r da circunferéncia é a distancia

entre os pontos P e C. Assim: 6 O raio da circunferéncia é a distancia do ponto C a reta t,
r=V(2-02+@-12=V8 entao:
A equacao da circunferéncia de centro C(2; 1) e raio g |4.(-56-3.1-2[ 95 6
r=V8,é&x-22+y-12=8 r=de:= =— =
. 42 4+ (- 3)?

Resposta: C

@ A circunferéncia x2 + y2 — 6x — 8y — 1 = 0 tem centro Uma equacao para a circunferéncia () &:
C(3; 4) e a circunferéncia concéntrica a esta, que passa (X +5)2+(y-12=25
pelo ponto P(1; 3), tem raio v V3
r=PC=V3-12+ 4-32=V5 Ga) OralodaC|rcunfere-nC|aerT/_|5—(5+2 2)|=2 2
Portanto, a circunferéncia procurada tem equacao: Comparando o raio r = 2V2 = 2,82 com a coordenada
Xx=-32+(y-42=\52<=x2+y2-6x-8y+20=0 do centro da circunferéncia (y; = 4), conclui-se que a
Resposta: C circunferéncia ndo intercepta o eixo das abscissas.
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b) A circunferéncia de centro C(5,4) e raio r = 2V2, tem
equagao
Xx=5)2+(y-42==2V2)2 e (x-52+(y-42=8
c) O ponto P(3,2) satisfaz a equacdo da circunferéncia,
(3-5)2 + (2 —4)? =8, portanto, P pertence & circun-
feréncia.

Yol ---

WE===3-F--—0

e 4

A distancia do ponto C (3;y ) a reta
y=xousejax—-y=0¢&3. Assim:

13 =
V12 412

C pertence ao 1°quadrante.

=3=[3-y]=3V2=y_=3V2+3, pois

Resposta: D

6 A partir do enunciado, temos C(x; 3) como centro da circun-
feréncia.

Como o ponto C é equidistante de A e B, temos:

CA=CB=Vix+1)2+(3-62=V(x-02+(3-3)?2

Elevando ao quadrado e simplificando, vem:
X+12+9=x2 & x=-5

O centro é o ponto C(- 5; 3) e o raior =5 (r = BC).
A equacao da circunferéncia é:
X+52+(y-32=52ex2+y2+10x-6y+9=0

3.3-4.5+1  |9-20+1 |-10]
er: = = 5 =
V32 4 (- 4)? Va5

(x—3)2 + (y - 5) = 4

r=2

y=x+3 X=-1
c,{ = P(1; 2)

@{y=2 y=2

A circunferéncia de centro P(-1; 2) e tangente ao eixo das
abscissas tem raio 2 e equacdo: (x + 1)2 + (y—2)2 =4 <
o x2 +y2 4+ 2x—4dy =1

Resposta: A

m 1) Interseccdo com o eixo Ox (y = 0):

x+3)2+(-32=10=
o Xx+3)2=1ex=—-4oux=-2
Os pontos de interseccéo sao:
Al-4;0) e B(- 2;0)

2) Interseccdo com o eixo Oy (x = 0):
324(y-32=10e(y-3)2=1ey=40uy=2
Os pontos de interseccéo sdo: C(0;4) e D(0;2)

3) A representacgao grafica resulta

y

Assim, a area do quadrilatero sera a area do AOAC menos
a area do AOBD:

4.4 2.2
A= —— - 2% _8-2-6
2 2

Resposta: B

Médulo 47 - Determinacao do centro e do raio

x2 +y2 =25 a=0 a=0
c{(><—a)2+(y—b)2=r2=> b=0 =4b=0
r2 =25 r=>5
C0;0 er=5
x=3)2+(y+2?2=16 -a=-3 a=3
9{(x—a)2+(y—b)2:r2: -b=2 =71b=-2
=16 r=4

C3;-2) er=4
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9{(X+1)2+y2=5 —a=1 a=-1
(x—a)2+(ly-b2=r2=1b=0 =1Db=0
Y =5 I'—\/g
C-1,00 e r=V5
o{(x—5)2+(y+3)2=13 -a=-b =5
(x-a)?+(y—-b2=r2 =9-b=3 =7b=-3
Y r2=13 r=V13
C5;-3) e r=V13
e4x2+4y2+8x—16y—5:0©
= x2 +y? +2x -4y - =0=

X2+ 2x +y2 -4y =

X2+ 22X+ 1+y2 -4y +4= % +1+4<

X+ 12+ (y-22= 24—5

Assim sendo: C(-1;2)er = %

O 2+y?-8x+6y-24=0<x2-8x+y2+6y=24<
> x2-8x+16+y2+6y+9=24+16+9 =
< (x—4)2 +(y+3)7?2=49
l) Na equacéo, tem-se r2 = 49. Portanto, a area do circulo
correspondente é A = . 2 = 49z

0 Como (x —a)2 + (y = b)2 =12, r > 0, representa a equacéo
geral de uma circunferéncia de centro C (a, b) e raio r, vem:

a) x=52+(y-42=1,Ci,4)er=1

b) (x+22+(y+62=5C-2-6er=V5
¢ x-22+y2=4,C(2,00er=2

d x+32+(y-12=16;C3,1)er=4
e) X2+(y-42=1,C00,4er=1

f) x2+y2=10;C(0,0)er=V10

e AY

>
>
X

A circunferéncia x2 + y2 — 4x — 4y + 4 = 0 tem centro C(2;2)
e raio r = 2. Os triangulos OAB e ABC séo retadngulos e
isésceles.

Sendo A(2;0) e B(0;2), pode-se concluir que a area
sombreada é a soma das areas de dois setores circulares,
de angulo central 45°, e do triangulo ABC. Portanto, a area

é:
m . 22 2.2
A=2. + — =m+2
8 2
Resposta: B

0 Em todos os casos, vamos completar os quadrados
perfeitos.

a) X2 +y?-4x-8y+16=0=x?-4x +y? -8y =-16 =
=x2-4x+4+y2-8y+16=-16+4+16=
= (x=-22+(y-42=4
Logo, ocentroé C(2, 4)eoraio ér = 2.

b) X2 +y2+12x-4y-9=0=
=x2+12x+y2 -4y =9 =
=x2+12x+36+y2 -4y +4=9+36+4=
= (x+6)2+(y-2?2=49
Logo, ocentro é C(-6,2)ecraioér=7.

) X2 +y2+8x+11=0=x2+8x+y2=-11=
=x2+8x+16+y?2=-11+16=
=KXx+42+(y-02=5
Logo o centro é C(- 4, O)eoraioérz\/g.

d x2+y?2-6x+8y+5=0=
=x2-6x+y2+8y=-5=
=>x2-6x+9+y2+8/ +16=-5+9+16=
= (x-3)2+(y+4)2=20

Logo, o centro é C(3, —4) e oraioér=\20.

e) xX24+y2-4y=0=>x2+y2-4dy+4=4=
= (x-02+(y-2?=4
Logo, o centro é C(0, 2) e oraio ér = 2.

) xX2+y2-2x-2y=0=
=>x2-2x+y2-2y=0=
Sx2-2x+T+y2-2y+1=1+1=>
SXx-12+(y-12=2

Logo, ocentro é C(1, 1)eoraioér = V2.

@ A equacao (x — 3)2 + y2 = 5 representa uma circunferéncia
de centro C(3; 0) e raio r = V5.
a) Paray =2, resulta:
x-32+22=5< (x-3)2=1<
< x-3=zx1Tex=40ux=2
Para x > 3, o ponto procurado é P(4; 2).
b) A reta r que passa pelos pontos P(4; 2) e C(3; 0) tem
equagao:
x y 1
4 2 1
3 01

=0e2X-y-6=0<y=2x-6

O coeficiente angular de r é m = 2.
Respostas: a) P(4; 2)
b)y=2.x—6 e mr=2

m A circunferéncia de equagao x2 + y2 — x — 4y + %= 0

1
tem centro C ( - ;2)
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A reta perpendicular a reta vertical x = k e que passa pelo

1
centro C < > 2 ) € a reta horizontal, de equacao y = 2.

Resposta: A

@ I) A circunferéncia A de equacéo

X2 4+y2—6x+2y+6=0< (x-3)2 + (y + 1)2 = 4 possui
centro C(3; — 1) e raio r = 2.

Il) Aretas, paralela a reta r, tem equacéo

3x + 7y + k = 0 e, como contém o centro de A,
33+7.(-1N+k=0=>k=-2

Logo, aequagcdodesé3x+7y-2=0
Resposta: A

(® A circunferéncia (x — 8)2 + (y - 6)2 = 25 tem centro C(8; 6)

eraior =b.
yA
Yolooooe A :P
/:
]
fffffffffffffffff Sammle)
) |
) |
6 : |
) |
! |
) |
D l >
o} 8 A Xp X

A partir da figura, conclui-se que:
1) AAOC: OA=8,0B=AC=6e0C=10

CcaQ QP 5
2) AOAC~ACOP= ——— = —— = — =

8 6 10

=CQ=4eQP=3.
O ponto da circunferéncia, que fica mais afastado da
origem, é o ponto P, cujas coordenadas sao:
xp=0A+CQ=8+4=12
= P(12;9)

Vp=0B+QP=6+3=9

Resposta: E

C(-1;2)

<V

6 ———

C(1;2)

3x2+3y2-6x+12y-2=0<

<32 -6x+3y2+ 12y =2 =

ex2-2x+y2 + 4y = % <
2 2_ 2
s X-1+(y+2) :§+1+4©
17

e X-12+(y+2?2= = = C(1;-2)
Portanto, o ponto simétrico é C'(-1; 2).

Meédulo 48 - Posicao relativa de um ponto e
uma circunferéncia

o A equacgao dada € equivalente a
(x = 02 + (y — 0)2 < 32, cuja representacao grafica é o
conjunto dos pontos do plano tais que sua distancia até a
origem € menor que 3.
x2 + y2 < 9 tem como representacéo grafica:

y

e A equacéo (x — 3)2 + (y — 1)2> 22 representa o conjunto de
pontos do plano cuja distancia ao ponto C (3; 1) € maior ou
igual a 2. Sua representacao grafica é:

YA

e ) A representacdo grafica da equacdo x? + y2 <42 é o
conjunto dos pontos do plano cuja distancia até a
origem é menor ou igual a 4. Sua representacao gréafica
é:

YA

4 4

84 MATEMATICA



Il) A representacédo gréfica da equacao x > 0 é o conjunto Il) A representacédo de
de todos os pontos do plano que estdo a direita do eixo X2y —Ax+2y + 10 x-22+(y+ 1)2<4é:

y.
YA

A
:
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

[Il) A representacao gréfica da equacdo y > 0 é o conjunto

de todos os pontos do plano que estao acima do eixo Xx. ] . ~ ] .
I1l) A'interseccao das duas regides resulta na figura abaixo:

YA

IV) A interseccao das trés regides resulta na figura abaixo
representada:

e I) Os pontos (x; y) que satisfazem a inequacéo x2 + y2 < 9
pertencem a um circulo limitado pela circunferéncia de
centro C(0; 0) e raio 3:

y

YA I) Os pontos (x; y) que satisfazem a inequacao
\ X —y — 3 = 0 estdo no semiplano positivo em relagao a
reta de equagdo x -y — 3 = 0:

YA

4

3

/—3
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1) De (I) e (ll) temos:

Resposta: B

e A circunferéncia destacada possui centro (-3; 3) e raio
r = 3. Sua equagdo é (x + 3)2 + [y — 3)2 = 9 e os pontos
(x; y) destacados séo tais que (x + 3)2 + (y —3)2 < 9.
Resposta: B

o centro: C(2, 1)
raior=V(2-22+(1+22=3

A equacao da circunferéncia é:
x=2P+ly-12 =9 x2 +y2—4x— 2y—4=0

Os pontos internos da circunferéncia sdo representados
por: x2 +y2 —4x -2y -4 <0

Resposta: C

Meodulo 49 - Posicao relativa de reta e
circunferéncia

o Substituindo y = x + 3 na equacdo da circunferéncia,
temos:
x=32+(x+3-42=16 =
Sx2-BXx+9+x2-2x+1-16=0 <
< 2x2-8x-6=0<x2-4x-3=0
Como a equacdo x? — 4x — 3 = 0 apresenta A > 0, entéo o
sistema possui duas solucbes e a reta € secante a cir-
cunferéncia.

e Substituindo y = — 3x + 10 na equacgao da circunferéncia,
temos:
xX=12+(-3x+10+32=10 =
< X-124+(-3x+132=10 =
X2+ T+9%-78x+169-10=0 <
< 10x2-80x + 160 =0« x2-8x + 16 =0
Como a equacdo x2 — 8x + 16 = 0 possui A = 0, entdo o
sistema admite uma Unica solugado e a reta é tangente a
circunferéncia.

e Fazendo x igual a zero na equagao dada, temos:
02+y2+4.0-2y-3=0«
oy?-2y-3=0ey=-1ley=3
Logo, os pontos sao (0; 3) e (0; — 1), cuja distancia é 4.

Q Substituindo x por y na equacgao da circunferéncia, temos:
V+22+y+1)2=1<
SV24dy+44+y24+2y+1-1=0=
22 +6y+4=0<y2+3y+2=0<
sy=-louy=-2
Como x =y, entdo os pontos sdo (-1; -1) e (- 2; — 2)

Sendo d a distancia entre os pontos, temos:
d=V1+22+-1+22=V12412=V2

YA

e ) A circunferéncia (x = 1)2 + (y — 1)? = 25 tem centro
C1; N eraioR =5

) CM = I3.x,+4.y,+8| _ I3+ 4 +8 :£:3

V32 4 42 V25

[ll) Pelo Teorema de Pitagoras no triangulo MCA, temos:
(AC)2 = (AM)2 + (CM)2 & 52 = (AM)2 + 32 = AM = 4
IV) Como M é o ponto médio da corda AB, entéo:
AB =2 AM =8

0 A circunferéncia x2 + y2 — 6x + 4y + p = 0 possui apenas um
ponto em comum com aretay = x — 1 se, e somente se,
o sistema
{x2+y2—6x+4y+p:0

y=x-1
admite solucédo Unica.
Desta forma, a equacéo
X2+ (x=1)2-6x+4.x-1)+p=0<=
< 2x2 — 4x + p — 3 = 0 deve ter raiz dupla e, portanto,
A=(-42-4.2p-3)=0«p=5
Resposta: E
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o A circunferéncia tem centro

of =2. 22
-2 -2 )%
< C(liNeraior=V12+12-1=1
Areta x + y—k = 0 é tangente a circunferéncia, entdo:
[1+1-kK
V12 4+ 12
e2-k=2V2 «k=2+V2

A soma dos possiveis valores de k é 4.
Resposta: A

=le2-K=V2e

© A circunferéncia (x - 3)2 + (y — 4)2 = 25 tem centro C(3; 4),

raior = 5 e passa pela origem.

A

>
0 X
4-0 4 -3
Sendomge= ——— = ——— ,temos m, = ——eareta
3-0 3 4
tangente a circunferéncia, passando pela origem, tem
-3

equagao y = T X< 3x+4y =0

Portanto, as afirmativas (I) e (ll) sdo falsas. A afirmativa (ll)
é verdadeira, pois 4x — 3y = 0 e 3x + 4y = 0 sao
perpendiculares, visto que, o coeficiente angular de uma
das retas é o oposto do inverso da outra reta.

Resposta: C

e X+y=0<y==x (l)

D isesy2z=1 ()

Substituindo (1) em (ll), vem:

X2+ (=x2=1e2x2-1=0.

A=b2-4ac =
=A=0%2-4.2.(-1)=8ComoA>0aretal(s) é
secante a circunferéncia ().

{x—y—VEzo e y=x-V2()

2) x2 +y2 =1 (1

Substituindo (I) em (Il), vem:
X+ X=V22=1e2x2-2V2x+1=0
A=b2-dac =A=(2V22-4.2.1=0. Como

A = 0 a reta (s) é tangente a circunferéncia (A).

3 {x—y—9:0©y:x—9 (1)
X2 +yZ=1 ()
Substituindo (I) em (I1), vem:
X2+ x-92=1=2x2-18x+80=0<x2-9x+40=0
A=b?-dac=A=(-92-4.1.40=-79.ComoA<0
areta (s) é exterior a circunferéncia ()).

@ A circunferéncia de equacao x% + y2 — 2x —4y + 3 = 0 tem

centroC(1:2) eraior=V12 422 -3 =12

1) Como a distancia da reta 2x —y = 5 ao centro C (1; 2) é

2.1-2-5 5
d:| |: :\/gl
Va+i Vb

que é maior que o raio, conclui-se que a reta nao
passa pelo centro da circunferéncia nem € tangente a
circunferéncia.

2) A é&rea do circulo determinado pela circunferéncia é
A=m.(V2)2=2x

3) Acircunferéncia intercepta o eixo y em dois pontos, tais que
y2Z—4y+3=0<«vy=10uy =3, cujadistancia é 2.

4) A circunferéncia nao intercepta o eixo x, pois a distancia
do centro C (1; 2) ao eixo x (d = 2) é maior que o raio

(r= \/5).

Resposta: C

m A circunferéncia de equagdo (x — 1)2 + y + 3)2 = 4 tem

centro C(1; —3) eraio r = 2.
A

= — L

Qf [ |

x=-1 x=3

A reta x = m intercepta a circunferéncia se e somente
se-1T=m=3.
Resposta: D

@ A circunferéncia de equacao (x — 2)2 + [y + 3)2 = 9 tem

centro C(2; —3) eraio r = 3.

A

~SUBEEN R ]

A reta y = k intercepta a circunferéncia se e somente se
-6<k=<0.
Resposta: A
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Meédulo 50 - Tangentes a uma circunferéncia @ A circunferéncia (x - 2)2 + (y + 3)2 = 16 tem centro

© A circunferéncia (x - 3)2 + {y - 7)2 = 4 tem centro C (3; 7) Ci2;-3eraioR=4

eraior=2 YA

YA

0 (0;0)

7 4=

T (1:-1)

2]

] | A,
3 5

Logo, os valores de k séo taisque -7 <k <1

(5]

ty /s

Logo, os valores de k sdo 5 ou 1.

e I) A circunferéncia x2 + y2 = 2 tem centro C(0; 0) e raio
r=V2.
I) A reta que passa por C(0; 0) e T(1; — 1) & perpendicular
a reta tangente procurada.

YA
Q4

r
t»] II's
0 (0:0) .

A equacéo do feixe de retas paralelas a reta s é
3x+4y+k=0 ()

As retas procuradas pertencem a esse feixe e sdo tais que
a distancia do centro a elas € igual ao raio.

y .

Mrlsem mg=-1

Vim = T2 = e m =

V) A equacgao da reta r que passa pelo ponto T(1; - 1) e tem
m,=1é:
y=yr=m,. X=x;) =

sy+1=1.x-1<ex-y-2=0

e O raio da circunferéncia € a distancia entre o centro

C(-4; 2) eareta3x + 4y — 16 = 0, assim:

g Bcara2-16 -12+8-16]  _
\V 32 4 42 VI + 16

- 20 20
=¥=—=4

Vs °

Logo, a equacéo da circunferéncia é:

x+4)2+(y-22=16

Como x? + y2 = 1 tem centro C(0; 0) e raio r = 1
I3.0+4.0+Kk

V32 + 42

Retornando em (), obtemos as retas tangentes:
sek= b5, resulta:3x+4y+5=0 (t,)

resulta: 1 =

<=>|k|=5¢>k:i5

se k =-5, resulta: 3x + 4y -5 =0 (t,)).

16 AY

a) Na circunferéncia x2 + y2 = 1 temos: C(0; 0) e r =1
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b) O coeficiente angular da reta que contém o raio CP &

dado por:
V2
< 0
Yp—VYc 2
m = =m = <m =1
Xp = Xg V3
— 0

c) Aretat, tangente a circunferéncia e que passa por P, é
perpendicular ao raio CP. Portanto,
1

=——:mt=——:mt=—1
m

m
1

t

d) A equacdo da reta t sera:

V2 V2
y—szt.(x—T)=>
:y—% :—1(x—%)©x+y—\/§:0

o A equacao da familia de retas paralelasaséx—-y + k=0
(I), onde k é um parédmetro real, cujo valor deve ser
determinado. A circunferéncia tem centro C(5; — 1) e raio
r = V8. Para que a reta paralela a s seja tangente a
circunferéncia, a sua distancia ao centro deve ser igual ao
raio. Portanto,

[5 —(=1) + k|
V141
<k+6=+x4=k=-100ouk=-2

Substituindo esses valores de k em (I), obtemos as equa-

V8 = k+6/=4«

cbes das retas tangentes x—y—-2=00ux-y—-10=0

e O raio da circunferéncia ¢ a distancia do ponto C a reta t,
entao:

|4.(-5-3.1-2 25 ;
- -

r= dC,t =
42 + (- 3)2

Uma equacao para a circunferéncia (A), é:
X+5)2+(y-12=25

e A circunferéncia (x — 4)%2 + y2 = 4 tem centro C(4; 0) e raio
r = 2. A partir do enunciado, temos a seguinte figura:

Ay
y=mx(m>0)

r=2

2 C(4;0) X

2 1
senf = — = —
4 2

Resposta: B

@ A curva de equacao x? + y2 = 10, é uma circunferéncia de
centro C(0; 0) e raio r = V10. Para x = 3, resulta pela
equacdo 32 + y2 = 10 & y = = 1, e, portanto, temos 0s
pontos A(3; 1) e B(3; -1), como sendo os pontos de
tangencia para as retas procuradas.

—
»
>

1

\/

N

—_
N

Sendo OP, = OP,, pode-se considerar para efeito de
calculos, qualquer uma das tangentes (t; ou t,).
Vamos considerar a reta tangente (t;), que passa pelo
ponto A(3; 1) e tem coeficiente angular
m= "1 - -3

Moa 1/3
A equagao da reta (t,) é:
y—-1=-3.(x-3) < y=-3x+ 10, que encontra o eixo das
ordenadas no ponto P,(0; 10).
A distancia da origem a esse ponto € 10.

Resposta: D

<V

A distancia do ponto C (3;y ) aretay = x ousejax -y =0

é 3. Assim:
13-y
V12412

pois C pertence ao 1° quadrante.

=3=3-y]=3V2=y,=3V2+3,

Resposta: D
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@ A circunferéncia (x — 1)2 + y2 = 20 tem centro C(1; 0) e raio No triangulo OT,P,, temos:

r=V20=2V5.

sen30°=L=>r=2
4

O ponto P(3; 4) pertence a circunferéncia, pois:
B3-1)2+42=4+16 =20 Sendo O ponto de tangéncia T, de coordenadas (a; b),
resulta:
. a 1 a
A reta tangente é tal que: cosb0°=—=—=—=a-=1
o2 2 = T,(1;V3)
YA (AN
sen60°—£=>£:£=>b:\/§
r 2 2
Resposta: B

Medulo 51 - Elipse

o l) Pela figura, temos a = 5, b = 4 e C(0; 0).
Il) A equacéo da elipse € do tipo

Xy

2 2 2 2
RO =1 e, portanto, SO AR
a2 b2 25 16

) a?=b?+f2=256=16+f2=f=3=2{=6

f 3
IV) A excentricidade da elipse € e = P 0,6
4-0 B e l) Pela figura, temos a =4, f =3 e C(0; 0)
) Mpe= ——=2<m=— (t LPC) f 3
3- Il) A excentricidade é e = o =7 " 0,75
2) y-4=— (x-3 2y-11=0
by be=3) = x+ 2y Ma2=b2+f2=42=b2+32=b2=7=b=\7
Resposta: E IV) A equacéo da elipse é do tipo
y2 2 2 %2
— + — =1e¢, portanto, — + — =1
(® A circunferéncia tem centro (4; 3) e raio r = V3. A reta é a? b? P 16 7
tangente a circunferéncia, quando a distancia do centro a
reta é igual ao raio, assim: e l) Pela figura, temosa=3eb =1
y
-3.4+4.3+k
| | VB =5VBok-25V3
V(- 3)2 + 42
C (6,0 A(30)
Resposta: E ¢ » X
B (0;-1)

@ A partir do enunciado, temos a seguinte figura:

II) A equacgdo da elipse € do tipo
N y2 N
— + — =1 g, portanto, ? +

¥
a? b2 1

Ay

N
a=3

E
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A elipse de focos F, (- 2;0) e F,(2;0) e eixo maior igual a 6,
¢ tal que:

f=2

a=3 =9=b2+4=Db2=5

aZ=b2 412

A equacao da elipse é dada por:

%2 y2 X2 y2
— — =1= — + — =1

a2 b2 9 5
Resposta: B

e A elipse da figura tem centro C(- 5;7) e semi-eixos a = 4 e
b = 3. A equacdo reduzida da elipse, representada na
figura, com centro C(g;h) e semi-eixos a e b, é:

(x - g)? fy - h)?
b? i a? ==
(x + 5)2 (y = 7)2
= + =1
9 16
Resposta: B

_ %2 y2
eAellpse. ot 6 = 1 tem:

a2=10=a=Y10
b2=6=b=16
eixo maior: 2a = 2 V10 = V40

eixo menor: 2b = 2V6 = V24

O retangulo de lados V40 e V24 tem diagonal
d? = (VAOR? + (V24)2 =64 = d = 8

Resposta: A

Meédulo 52 - Elipse

@ ) Ocentrodaeclipse é C(0;0) e f =2
1) e:i©£:£©a:3
a 3 a
) a?=b?+f?«<9=b’2+4<Db?=5

IV) A equacéo da elipse é do tipo

e 1) Os pontos A e B séo <

IV) A excentricidade da elipse é:

f 4

e= — = —

a 5
Resposta: B

A, K 2 Fi A
b S e
B o«
_4! -I3 T IO| T T T T l5 |6'
6-4 2+2
) O centro é T; > =(1;2),a=5bef=4

) a2=b2+f2=25=b2+16<b%=9
IV) A equacao da elipse é do tipo

X =x)? (y-y)?
") + 02 =1 e, portanto,
(x—1)? (y—2)?
25 + 5 =1
Resposta: A
(4 y
A, (4,0)
» X
A, (-4,0)
2 X2

2 2 _ J X
) 16x2 +9y? = 144 < 75 + g5 =1

a=4eb=3, poisa>h
Ma?=b2+f2=16=9+f2=1=\7

IV) O eixo maior da elipse estd contido no eixo das

ordenadas e, portanto, os focos séo (0; V7) e (0; — V7)

Resposta: B

—

L
(0]

P RS
|

m‘\l

V2 2 2 2 2
— + — =1¢, portanto, — + — =1
a2 b2 9 5 pois
y2 9 1 Xz_i
x2 4 — = — X = — 6
2 = 2 ou 4
9x2 25y2 _
2 2 _ _ -7 _ _ _ y=—-—
QI) Ox? +25y2 =225« o0 + o0 =1 y=2x+1 y=2
x2 y2 _
o — 4+ — =1 2) O ponto médio de AB é
25 9 1 ]
)a2=25eb?=9«<a=5eb=3 < 3 3 )
Ma2=b?2+f2e=25=9+f2=f2=16<f=4 Resposta: D
MATEMATICA
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@ O ponto P, representado na figura, é a intersecgao da curva
N 2
—— + —— = l(elipse) comaretay = x.
100 25 P Y
Como o ponto P, pertecente ao primeiro quadrante, tem

suas coordenadas obtidas a partir do sistema
y =X

v 9 ,temos: x =y = 2\/3
— + —_—
100 25

A distancia, em milhdes de km, do planeta P (2\/E; 2\/E)

a estrela O(0,0), no instante representado na figura, é:

op=VV5-02 + V5 - 02 = 210

Resposta: B

Meédulo 53 - Hipérhole

o [) A hipérbole tem centro C(0; 0),a=2eb =3

II) A equacéo da hipérbole é do tipo
2 2 2 2
X oY _qe portanto,x— - Y oy
a2 b2 4 9

e ) A hipérbole tem centro C(0; 0), b=3ef=5
) f2=a2+b2=25=a2+9=a=4
[I1) A equacéo da hipérbole é do tipo

2 2 2 2
><——y—=1e,portanto,X——y—=1
a2 b2 16 9

e [) A hipérbole tem centro C(0; 0) e f = \/1_3
) 2a=6<a=3
M f2=a2+b?2=13=9+b2=b=2
IV) A equacéo da hipérbole é do tipo

2 2 2 2

>(——y—:1e,portanto,X——y—:1

a2 b2 9 4
O 26=-12of=6

) e==15= % <a=14
) f2=a2 + b2 =36 = 16 + b2 = b = /20
IV) A equacéo da hipérbole é do tipo

y2 2 y2 2

—-— - — =1 e, portanto, — - — =1
a? b? 16 20

6 a) F,(8,0), F,(=8, 0), A,(5, 0), A,(=5, 0), O(0, 0).
Pelos dados do problema, temos que os focos estdo no
eixox, f=8ea=5h.
Calculo de b:
2=2a2 4+ b?2=64=25+b?="b2=39
Yoy

2
Logo, a equacéo da hipérbole é X
25 39

b) A,(3;0), A,(=3; 0), 2f = 8, O(0; 0).

Pelos dados do problema, temos que o eixo real esta
contidonoeixox,a=3¢ef=4.
Célculo de b:
2=a2+b2=42=324+b2=p2=16-9=D0b?2=7

5 - . X2 y2
Logo, a equacéo da hipérbole ¢ — — 21— =1

9 27

o) A(3;0), A3 0), e = % =2, 0(0, 0.

Pelos dados do problema, temos que o eixo real esta
contido no eixo x e a = 3. Entdo:

f f

—=2= —=2=f=
a - 3 —1=6
Célculo de b:
2=a2+b2=62=324+b2=36=9+b%2=Db2=27
. o . X2 y2
Logo, a equacéo da hipérbole ¢ — — 2— =1
9 27

d) F,0,5, F,0,-5, e = — =2 000

Pelos dados do problemam, temos que os focos estao
no eixo y e f = 5. Entao:

f_5 .5 _5 _,.3

a 3 a 3
Célculo de b:
f2=a? + b? = 52 =32 + b? = b? = 16.

v2 X2

Logo, a equacéo da hipérbole ¢ +— — — =1
9 16

0 A hipérbole possui centro C(0; 0), eixo transverso horizon-
tala=4eb=5.
X2 y2
Suaequagdo é —— - = =1
A0 46 T 25

o A hipérbole da figura possui centro O(0; 0), eixo transverso
vertical, a =6eb=3.

v2
Sua equagdo ¢ +— - — =1
36

Resposta: C

Meédulo 54 - Hipérbole

@) f=4a=bf2-a2+p?=>16=2a2=2a2=b?=8
Y

F, (-4,0)

Ay Ay

92 MATEMATICA



II) A equacao da hipérbole €, pois,
2 y2
—_—— — =

8 8

[I1) A excentricidade vale:

e:L:L:\/E
a 22

@) AA=22a=-10sa=5
) BjB,=2b=14<b=7

2 X2
[Il) A equacdo & — — —
) quac 25 49

)

) f2=a2 + b2 = 182 = 152 + b2 = b2 = 99 = b = /99

< . . X2 y2
IV) A equacéo da hipérbole é 225 ~ 99 = 1

0 ) x2-y2-2x+2y-8=0ex2-2x-y2+2y=8 «
ex2-2x+1-y2+2y-1=8<=

_1)2 _1)\2
e x-12-(y-12=8« X 8” _ 8” -1

I) E uma hipérbole equilatera (a = b = \/§) com eixo
transverso paralelo ao eixo das abscissas e centro
O(1;1).

F A, 11 O AR

X

1-2v2 1 14282

) a=2V2; 0(1;1) = A (1 + 2V2; 1) e Ayl1 = 2V2; 1)
V) f2=a2+b?<«f2=8+8=1f=4
V) f=4,000;1)=F,5 1) eF,-41)
a) O(1; 1)
b) F,(5; 1) e F,(-3;1)
o) A1 +2V2; 1) e A1 -2V2; 1)
y2

2
e Xy .
eAhlperboIe 36 ~ 75 =1 tem:

a2 =36 =a=6=2a =12 (eixo transverso)

b2 =25=b =5 = 2b = 10 (eixo conjugado)
A é&rea do retangulo é igual a:
A=12.10=120
Resposta: B

y? x2

0 y2-16x2=16 = s 1 representa uma hipérbole

com focos no eixo x, sendo:
a2=16 =a=4
b2=1=b=1

O gréfico é do tipo:

L

<Y

—

Entaiof2=a2+b2=16+1=17 =f = V17 e os focos tém

Y
_ﬁ/
4
-4
R

coordenadas:
F (0, V17) e Fy0;-V17)

x2 Y2
0 x2—y?2 =25 < 55 ~ 25 = 1€ uma hipérbole equilatera,
com a? = b2 = 25.

Dessa forma:
f2=a2 +b2 =25+25=50=f=\50=5V2 e, portanto,

2.f=10V2.
Resposta: C
2 ~3)2 —_N)2
O ax-32-2 1o X3 -07 e
E T
4 4
a equacgao de uma hipérbole de centro C(3 ,0), com
82=L<:>3:L e b2=£©b=_\/1_5
4 2 4 2

I1) Sendo 2f a distancia focal, temos:

RUTAY
f2:a2+b2©f2:<%)+( )‘1)

2
e f2=4<f=2 poisf>0

Portanto, o centro € C(3;0) e os focos s&o F,(5;0) e F,(1;0).

O 92-42-36

X2y
4 9 =
1) 2 = a2 + b?

2=4+9=f=V13e2f=2V13
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Ma2=4=a=2e2a=4

VM b2=9=b=3e2b=6
f V13

V) e= L =e=—
a

A partir do enunciado, temos:

e Centro: C(0; 0)

e Distanciafocal: 2. f=20 < f=10
* Assintotas:

b

4 4
y=rg x5 =3 O

Como 2 = a2 + b2, entéo:
102=a2 +b? = a2+ b2=100 @

Seja o sistema formado pelas equacdes @) e @:

aZ + b2 =100 ®
b _4 -4 )
a 3

A partir do enunciado, temos:
e Centro: C(0; 0)
e Eixo transverso: 2a = 48 < a = 24

13 L<i>f=26

- f
e [Excentricidade: e = = T2 =g

Como f2 = a2 + b2, entdo:
262 =242 + b2 < b2 =100 < b =10

A equacao da hipérbole, nas condigdes do problema, é

2 2
% X
—- — — =1, que resulta:
a2 b? q
y2 X2 y2 N

- L =1

= S
242 102 576 100

- -
Meédulo 55 - Parabola

Oa o vértice é o ponto (0; 0)
b
c) Sendo f = 3, a equacao da pardbola sera y2 = 12x
d) ver imagem

a equacao da diretrizé x = -3

)
)
)
)

Substituindo @ em (O, vem: YA
2 I
4a 16a2 [
2 _ 2 _ |
a +<T>—100¢>a +T—100¢> i ,//'
|
< 932 + 16a2 = 900 < 2522 =900 < a =6 | /
Em@,resultab=ﬁ©b=8 i N
3 |
| ~
! N
A equagao da hipérbole, nas condi¢des do problema, é :
X2 y? _ clj
E_ F =1, que resulta:
><_2_y_2=1@><_2_y_2= ea)ovérticeéopo.nto.(O;O)
62 82 36 64 b) a equacao da diretriz é x = 2
c) Sendo f = 2, a equacéo da pardbola serd y2 = — 8x
d) ver imagem
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M 4f=8<f=2

YA

| YA
! |
N~ i !
h : TN |
[ ]

}
|
| - |
t » X |
F (-2;0) l ; > X

! F (-2;,0) [
! |
,l ! I
4/ ! S |
i ~ !
! |
' |
d |
d

IV) A equacao da diretriz é x = 2
e a) o vértice é o ponto (0; 0) V) O foco é F(-2;0)
b) a equacéo da diretrizéy = -2
c) Sendo f = 2, a equacéo da parabola sera x2 = 8y
d) ver imagem
V, (6

\ / P(-2;4)

M

\/
x

n

/
7
N
N
S S o ¥

Pelo enunciado, a parébola tem o aspecto da figura acima,
portanto sua equacao é do tipo: y2 = -4 . f . x.

Entdo: P-2;: 4 Ey2=—4 f . x o

e =-4f (-2 ef=2

Para f = 2, nas condicoes do problema, temos:

e a) o vértice é o ponto (0; 0)
b) a equacéo da diretrizéy =2

c) Sendo f = 2, a equacdo da parabola serd x? = — 8y
d) ver imagem e equacdo reduzida: y2 = — 8 . x

e foco: F(-2; 0)

YA
e diretriz:. x = 2

0 A equacdo y2 = 8 . x representa uma parabola com diretriz
N O S U O S AN O O S paralela ao eixo das ordenadas, vértice na origem e voltada
para a direita.

\/
x

AY

-
=
o
i

N

F(2,0)

P> x

V (0; 0)

O v+8x=0sy2=-8
II) O vértice é o ponto (0; 0).
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Comparando a equacédo y2 = 4 . f
y2 = 8. x, teremos:

4 . f=8<« f=2 Dessaforma, ofoco é F(2; 0) e a diretriz
tem equacao x = — 2.

. X com a equacao

0 A equacdo x2 = — 3 . y representa uma pardbola com
diretriz paralela ao eixo das abscissas, com vértice na
origem e voltada para baixo.

AY
3
———————————— 4 —0————————————y=%
V (0; 0) > x
.-3
F(O‘T)
Comparando a equacdo x2 = — 4 . f . y com a equacéo

x2 = =3 .y, teremos:

4 f=3<f= % Dessa forma, o vértice é V(0; 0), o foco

é F(O; - %) e a diretriz tem equacéo y = -

e A pardbola possui centro C(0; 0), reta diretriz de equacéo
X = —2 e eixo de simetria na horizontal. Assim, sua equagao
éy2 =4 2x < y2=8x
Resposta: A

Meédulo 56 - Parahola

O ve3

) FV=Vd=f=2
[1) A equacgéo é do tipo

(x —g)2 = — 4f(y — h) e, portanto, (x —4)2 = - 8(y - 3)
IV) A equacéo da diretrizéy =5

e ) x2=-4fyex2=-20y=f=5
II) O vértice é a origem do sistema cartesiano, a parabola
estd "voltada para baixo" e f = 5
[1) O foco da paradbola é o ponto (0; — 5) e a equacéo da
diretrizéy =5
Resposta: C

e Se P(10; ) é um dos pontos da pardbola de equagdo
x2 = 4fy, entdo: 102 =4 . f b= f=5
A equacao da parabola, portanto, é:
x2=4.5.y < x2=20y
Resposta: B

o ) A equacao da parabola é do tipo (y — h)2 = 4f(x — g)
l) O vértice é V(3; 2) e, portanto,g=3eh =2
) VF =f=2
IV) Aequagdo é (y-2)2=4.2.(x-3) <
< (y-2)2=8(x-23)
Resposta: C

e A equacéo da pardbola é do tipo x? = 4fy, e f = 3. Logo, a
equagédo é x2 = 12y
Resposta: E

e AY

F(2; 1) V(4; 1)

<V

A partir da figura, temos:
(y-12=-4.2.(x-4)
(y-12=-8.(x-4)
Resposta: E

ea) Ve=f=3=p=2.f=6¢ o0 pardmetro.

b) Adiretriz é a reta vertical, tal que Vd = VF =f = 3, e esta
localizada para a direita da parabola; assim, sua equacéao
éex=2.

c) Sendo V(-1; - 2), f = 3, a equacdo da parédbola indicada
eé:

(y—h2=-4.f. (x=g =y +22==12.(x +1).

e 1) Focos das parabolas
x2=-12.y—=F, (0;-3)

y2=16.x—=F, (4,0
y2=-12.x—=F;(-3;0
2) Area do AF,F,F,

Ay
F3('3; 0) 0 F2(4; 0)
X
F\(0: -3)
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F,Fs . OF . 21
e QV=%,(AB+Ab+M)=

Resposta: E 12

3 (256 + 36 + V256 . 36) = V = 15652 m3
FRENTE 2

6 Sendo S a érea da seccdo, temos:
2

S =<£> — S =100
225 ~\ 3

Resposta: D

Meédulo 45 - Tronco de piramide
de bases paralelas

1) cos 60° = %@g:B

2) Ag =10%=100

3) A, =42=16

(10+4).6 _
2

168

4 A =4

5 A=A, +Ag+ A,
Assim: A, = 168 + 100 + 16 < A, = 284
Resposta: E

— 182 _ 2
) Ag=16°=Ag =256 m 0 O volume V do tronco de piramide, em metros cubicos, é

N A, = 62 = A, =36 m? igual a diferenca entre os volumes das piramides ABDE e
16+6 13 AlJK. Assim,
A =4, 96+6.13 o _ 570 m2 41
2 1T 1.1 1 2°2 1 _ 1 1 7
V:——.]——. S —= ——— = —
3 3 2 2 6 48 48

V) Ar=Ag + A, + A = A; =256 + 36 + 572 =
9 Sendo v o volume da pirdmide menor, temos:

:>AT=864m2
: 3
l_( 7D>2V_1 V
vV \" D -
Assim,V-v=V- tv="y
8 8
Resposta: A

]

]

]

3 |

Pﬂ N |

i h =10

h h i

]

13 15 |
QR M _Y

8

No triangulo MNR, temos: 132 =h?2 + 52 =h =12 m
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Se V, o volume da pirdmide de altura “d” e V o volume da

piramide de altura h = 10 m, tem-se

Assim,
3
( d ) :1_ _d :l@ d=56m
10 m 8 M0m 2
Resposta: C

Sendo h a medida da altura do tronco de pirdmide, temos:
h2 +52=132=h=12
O volume V do tronco de piramide é dado por:

V= %_(162+62+\/162.62)=1552

Resposta: B

Meédulo 46 - Tronco de cone de bases paralelas

o Separando o trapézio e aplicando o Teorema de Pitdgoras
no triangulo BCE, temos:

A 5 B
H 5
5 <] 3
Di E iC
o 8 g

52=H2+32=H=4cm

@ ) Altura do tronco: 52 = H2 + 32 = H = 4 cm

) Area da base maior: Ag = m . 42 = 16m cm?

1) Area da base menor: Ay = . 12 = w cm?

[V) Volume: V = % (t+16m+ V m16n) =V = 28t cm3

e Considere o tronco de cone da figura abaixo e o trapézio
ABCD.

A 1 B
12| 12 N
DT|1ET| 5 c

1
I I
1 1
I I
- »!
< >
I I
1 1

6

l) Aplicando o Teorema de Pitdgoras no triangulo BCE,
temos: g2=122+52 <« g=13¢cm

) Area da base maior: Ag = x . 62 = 36 1 cm?

) Area da base menor: A, = . 12 = & cm?

IV) Area lateral: A =n(R+rg=mn6+1).13=91x cm?

V) Area total: Ar=Ag+A +A =

=36n + 7 + 91 = 128 cm?

@ ) Area da base maior: Ag =m.5% =251 cm?
II) Area da base menor: Ay = . 12 = m cm?

[11) Volume:
31 = %(n+25n+ V .25 ) <
< H=3cm

@ ) Area da base maior:
Ag=mn.R?=49tcm? < R=7cm
Il) Area da base menor:
Ay=m.r?=4xcm? < r=2cm
I1l) Considere o tronco de cone da figura a seguir e o trapézio
ABCD. Aplicando o Teorema de Pitdgoras no triangulo
BCE, temos:
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B
13
c
A 2 B
13
Hl H
DT|2ET| 5 c

|
I
|
< >
] -
|

A 7

H2 +52=132 < H=12cm

IV) Area lateral: A = xR + r)g = @(7 + 2) . 13 = 117 cm?

V) Volume:
V= % (47 + 497 + VAn.497 ) = 268w cm3
Resposta: D

Assim: V,

suco = 3 )
Resposta: C

h
@ Vouise = 7 B2+ 4RI

< Vpade = T '345 (196 + 81 + 126) =

= Ve = 6045 7
Resposta: B

2

0 (1f.¥.1
VAl VAR

Resposta: E

9 Sejam Vg, Vg e V., respectivamente, os volumes da
espuma, da parte consistente de sorvete e do copo.
Da semelhanca dos soélidos VAB e VCD, conforme a figura,
temos:

20cm

Vs
Ve
Como
64 61
VE=Vc‘Vs=Vc‘m Ve = 155 Ve =0/488 .V,

tem-se: Vg = 48,8% . Vo =50% . V.
Resposta: C

Modulo 47 - Inscricao e
circunscricao de solidos |

0 ‘
/ a=2r=10cm

|) A aresta do cubo mede a =2r =10 cm.
1) O volume do cubo é V = a3 =103 = 1000 cm?3

(2]

N3

I) A diagonal do cubo e o diametro da superficie esférica

5V3
2

sdo iguais a 5V3 cm.
cm

II) O raio da superficie esférica é R =
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Il) A &rea da superficie esférica é: e

2
A=4.n.R2=4n<¥> = 75w cm? 4 R\_\

T / A
N /
71'!* A
9 [) Sendo de 2 cm o raio da esfera, e, portanto, 4 cm o seu h
didametro, o raio do cilindro equilatero circunscrito ¢ de li Ny
2 cm e a sua altura, 4 cm. /7 [
Y / v
Veja imagem. ‘ 7

Sendo “a"” a medida da aresta do cubo, “R" e "h",
respectivamente, as medidas do raio e da altura do
cilindro, temos: a = h = 2R.

4cm
Assim, sendo A_ ;€ Ajinaro @S @reas totais do cubo e do
cilindro, temos:
Acubo 682 _
Ajindro 2nR2 + 27R . h
6. (2R)? 24R? 4

Il) A drea da base do cilindro é Ag = n R? = 22 = 4 cm? 2nR%+ 2nRt . 2R 6nR T

) O volume éV=A; . H=4n.4=16n cm3 Resposta: C

o (6]

A 5
2R+a V3 /|-
4
—aR3 3
[) Sendo R o raio da superficie esférica e a a aresta do £ -_3 = A R3 = 2
cubo, tem-se: Ve nR?(2R) 6x R 3
R Resposta: B
2R=a\3 & — = REN
a 2
Il) Area da superficie esférica: Asupesf. = 4T R2 o N
\
. \
I11) Area total do cubo: A 1cup0 = 6 - @2

IV) A razéo entre a érea da superficie esférica e a area total

do cubo nela inscrito é:

2 prag
Asup.esf. _ 4z R? _ 4. (i) — /
Atotalcubo 6a? 6 a
2
_ (ﬁ) o
T3 2 T2
Resposta: C
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Sendo a a medida da aresta do cubo, d a medida da
diagonal do cubo e R o raio da esfera, temos:

) 6a2=8©a2=i©a=£
3 3
) 2R=deR= -4 «R-= av3
2 2
27\/5_@
=R = 2 =< R=1

Assim, o volume V da esfera é dado por:
V = inRa(:V: in.13©V: 4—ﬂ
3 3 3

Resposta: B

@ Sendo R a medida do raio da base do cone e d a medida
da diagonal da face do cubo tem -se:

T ZTCRS T

V =1- —«8R-—=1-— &

1) chbo ~ Veone 12 3 12

@8R3(1—%)=1—%©8R3:1©R:—

1
2) d=2R\/§©d=2.T-\/§©d=\/§

Resposta: A

Sendo ¢ a aresta da base do prisma e R o raio da base do
cilindro, temos:

V3 (RV3)2V3. 2n
0 Vogms = —— . 21 = _33.m g
4 4 2
2) Vgjingro = 7R . 6V3

3) A razao entre o volume de dgua que transbordou e o
volume do cilindro é:

3V3. n. R2
Vprisma _ 2 _ l
Viiinaro 6. V3. 7. R2 4
Resposta: C

Médulo 48 - Inscricao e

circunscricao de solidos Il

Cc

A

I) A distancia do centro O & base é o raio da esfera V3. A
distancia do centro O ao vértice A é 2V3 e, portanto, a

altura H ¢ 3V3. Lembrando que H = BC2\/§

BC2\/§ =33« BC =

, tem-se:

Assim, o raio da base do cone é R = 3.

II) A drea da base do cone é:
AB=nR2=n.32=9ncm2
[11) O volume do cone é:

V= %AB,H - % 9. 3V3 = 9n V3 em®

v

I) A altura H do triangulo equilatero é

H:i—Z\/_cm

(2]
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Il) Pela propriedade do baricentro, a distancia do centro ao [I) Da semelhanca dos triangulos ABC e AQT, temos:

vértice & AC _ OT - 8-r _ T =r=3
4V3 = == =
Re 2 H= 2 2V3= cm AB BC 10 6
3 3 3 1) O volume V da esfera inscrita é:

3
<V =36xcm3

[Il) A area da superficie esférica

w3 )2_ 64
L) -

A = 4zR2 = 4n( cm?

3

4 xRS
Vesf.= 3 S\ =4V
Vcone i < R2 R esf. * Ycone
3
)
Resposta: B
I) AM é a altura do triangulo equildtero ABC cujo lado é
= 2\/6, assim: @
am= 8 o 2Y6V3 _a
2 2
II) G é o baricentro do triangulo ABC, assim:
AG=2 AM=2 3 V2-22
3 3
IV) Utilizando o Teorema de Pitdgoras no triangulo AOG,
temos:
R2=(4-R2+(2V2)2<R2=16-8R+R2+8 < %anh 2n
V, _ _
< 8R=24<R=3 e = T 4R
Vesfera gnRs
V) Comor=4-R,entdo, r=4-3=1
Portanto, temos: a) H =4 Assim:
_ 2
b) r=1 Veone _ 3%(5 +34) _ .81 _ 16.2%
c) R=3 Vestera 4.5 500
Resposta: E

[) No triangulo ABC, retangulo em C, temos:
H2+62=102< H=8




O volume da esfera, em metros cubicos, é:

4 4
Vesfera = En.43= 3.3.43=256

O volume da piramide, em metros cubicos, é:

V = —. — .

piramide 3 2 ?
Assim:
Vst 256
vp:r:ircje B 128 < Vesfora = 6 - Vpirémide
3
Resposta: A

Sendo r o raio da esfera, temos:

r

[) tg 30° = \/_=>r=2cm
2V3
4 4 32n
”) Vesfera: Eﬂrsz En.Zsz—g
Resposta: C
E' D'
| i
N Y
] } I
' A'A 1=}
| i i
I I ]
I ] ]
I ] ]
I I I
I I |
) i |
I I
S R
Vg : D\
/7 | \\
F< &-R| e
A a B

Sendo a; 2a e R, respectivamente, as medidas da aresta da
base, altura e do raio da base do cone reto inscrito no
prisma temos:

R= ? pois o triangulo OAB ¢é equilétero.
a2V'3
VmSrna =6.Aong-2a=6. .2a=33%/3
va )’ s
1 1 av3 wa
Vcone=?R-R2.2a= €W< T ) .2a = 7

Vprisma _ 3a%V3 _ 6V3

\/cone T 83 T
2

Resposta: D

Sendo ¢ a medida, em centimetros, da aresta do octaedro
regular, temos: €2 =22 + 22 = (2 =8 = = 2\/2

O volume do octaedro regular € o dobro do volume da
piramide regular VABCD de aresta da base V2 cm e altura
2cm.

Assim, sendo V o volume do octaedro, em centimetros
cubicos, temos:

V=2 L .@vz)2.2=32
3 3

Resposta: B

Médulo 49 - Solidos de revolucao

I) O solido gerado é um cone de raio da base 3 cm e altura
4 cm.

I) A rea da base é: AB = nR? = 7.32 = 9t cm?

Il O volume &: V = % Ay H= % 9. 4 = 127 cmd

9 I) O solido gerado é uma composicao de dois outros

solidos bésicos: um cilindro de raio da base 2 cm e
altura 3 cm e um cone de raio da base 2 cm e altura
2 cm, ambos com eixo em posicdo horizontal.
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1z

+()

[1) Volume do cilindro: V =7.223 =12 cm3

cilindro
. 1 2 8TC 3
[1l) Volume do cone: V. = 5 " 2¢.2= — cm
IV) Volume do sélido:
8n 447
Vso’lido = Vcilindro + Vcone =12n + ? = 3 cm?

6 O sélido gerado € um cilindro equilatero de raio % cme

altura 1 cm.

-

U

-

A —

8 2 b

-

A &rea lateral do cilindro é:
A = 27Rh = 2 . % 1 =mem?

Resposta: E

[) A éarea do tridngulo retangulo é:

2.H
A, = - = 6, em que H é a medida do outro cateto,

logo, H =6 cm.
II) O solido gerado é um cone circular reto de raio da base

medindo 2 cm e altura H = 6 cm.

0-

1
1) Seu volume é V = 5 " 226 = 8t cm3

Resposta: A

O volume do solido gerado é o volume de um cilindro
circular reto de raio da base 6 cm e altura 12 cm menos o
volume de um cone circular reto de raio da base 6 cm e
altura 6 cm.

Vssiido = Veilindro ~ Yeone =
Vi = - 6212 - % 7. 6.6 < Vg4, = 360 mem?
Resposta: A
270° 1 .62 .4 V=36n
360° 3
Resposta: E

Sejam r a medida deAB, h a medida de BC, Vgc € Ve 08
volumes dos sélidos gerados pela rotacao completa dos
triangulos ABC e ADC em torno de BC.

Assim,
1 2
)" Vage = Veone = ?n reh
1 2 2

I VADC = Vcilindro_vcone =mr?h- ? nreh= ? mreh

%nrzh 1

e, portanto, a razao é: -
%nrzh

Resposta: E

Meédulo 50 - Geometria de posicao - entes

primitivos e postulados

a) O ponto, a reta e o plano.
b) Infinitos.
c) Infinitos.
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d) Uma Unica reta.

]
/g/
A

e) Um Unico plano.

OA OB
oC

9 a) Verdadeira. Entes primitivos s&o aceitos sem definicgo.
Sao conhecidos por sua prépria natureza e pela convi-
véncia que temos com eles.

b) Falsa. Reta ndo tem definicdo. E um ente primitivo.

c) Verdadeira. Ponto ndo tem dimenséo e, portanto, entre
dois pontos distintos sempre “cabe” mais um. Obser-
Ve que o conceito “estar entre” também é um conceito
primitivo.

d) Verdadeira. O postulado da determinacdo da reta as-
segura que “dois pontos distintos determinam uma
reta”.

e) Falsa. Para que trés pontos determinem um plano, eles
precisam ser nao colineares.

e Sim. O postulado da inclusdo assegura que, "se dois
pontos distintos de uma reta pertencem a um plano, entao
todos os pontos dessa reta pertencem a esse plano, isto
€, a reta esta contida nesse plano".

@ Nao. Os pontos precisam ser ndo colineares (nao
alinhados).

6 N&o. Quatro pontos podem ou nao ser coplanares. Na
primeira figura, os pontos A, B, C e D sédo coplanares,
porém, na segunda figura, eles nao séo.

A© OB
D@ eocC 2

10! _ o100
@C“"S' (10-3)131 713! =120

eA reta € um ente primitivo e, portanto, ndo tem definicéao.
Resposta: D

6 A proposicao (I) é verdadeira (postulado 1a de existénica).
A proposicéo (ll) é verdadeira (postulado 1b de existéncia).
A proposicao (lll) é verdadeira.
Resposta: A

X 2

ABN a = {P}
Resposta: E

Meédulo 51 - Retas e planos no espaco

0 Trés pontos distintos precisam ser ndo colineares (ndo
alinhados) para determinar um plano.
Resposta: B

9 a) Falsa. As retas podem ser reversas.

b) Falsa. As retas podem ser paralelas distintas.

c) Falsa. Somente retas reversas nao sdo coplanares.
d) Falsa. Somente retas reversas nao sao coplanares.
Resposta: E

9 Por um ponto fora de um plano, podem ser tragadas in-
finitas retas paralelas a esse plano.
Resposta: E

9 Cyz= (g) = 4. Os planos determinados sé&o ABC (plano

a), ABD, ACD e BCD.
Resposta: C

6 Existem em o retas paralelas a r e também existem em o
retas reversas ar.

Resposta: C

e Duas retas sao reversas quando ndo sdo coplanares, ou
seja, quando nao existe plano que contém ambas.
Resposta: A

7

[~

Reposta: C
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C

Considerando-se as arestas do tetraedro ABCD da figura,
sdo reversas as dos seguintes pares: (AB;CD), (AD;BC) e
(AC;BD), num total de 3 pares.

Resposta: B

Modulo 52 - Paralelismo

0 a) Falsa. As retas podem ser coincidentes.
Falsa. As retas podem ser reversas.

)
)
) Verdadeira. E a propria definicdo de retas reversas.
)
)

o O T

Verdadeira. E a definicao de reta paralela a plano.
Verdadeira. De fato, as intersecgdes estdo no mesmo
plano e nao tém pontos em comum; portanto, sdo para-
lelas.

e

9 a) Verdadeira. b) Verdadeira.
c) Verdadeira. d) Verdadeira.
e) Verdadeira. A interseccdo de planos secantes € uma
reta e, para determinar uma reta, bastam dois pontos
distintos.

9 Se os planos sé&o paralelos, entdo:
AB BC CD 4 X 8

TF-FG GH - x 9 -y Tx=bey=i2

Portanto, o valor de EH é 27
Resposta: B

e a) Verdadeira. r ¢ paralela a s e reversa a t.

b) Verdadeira. r de a. é concorrente com s de f.

c) Falsa. Eles podem ser secantes.

ez

d) Verdadeira. r e s de B sado concorrentes entre si e
paralelas a a. Os planos a e p sdo paralelos entre si.

e) Verdadeira. r é paralela a o e esta contida em f; s é
paralela a ambos.

—r
p
s
o /
Resposta: C

e Se os planos séo paralelos, entéo:

AB _BC _CD _2_5_56 _ _s5ey-3e
PQOQR RS T 1 T x Ty TXTAvEYE

o valor de (y — x), em cm, é 0,5

e Se areta r é paralela ao plano a, entdo nenhuma reta de o
intercepta a reta r. Portanto, existem em o retas paralelas
areretasreversasar.

Resposta: B

Modulo 53 - Perpendicularismo

0 a) Se duas retas sé&o paralelas a uma terceira, entdo sédo
paralelas entre si.

b) Se uma reta é paralela a dois planos secantes, entao ela
€ paralela a sua intersecgao.

c) Dois planos paralelos interceptados por um terceiro
determinam interseccdes paralelas.

d) Um feixe de planos paralelos determina sobre duas
transversais segmentos correspondentes diretamente
proporcionais.

e) Duas retas perpendiculares a um mesmo plano sao
paralelas entre si.
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e a) Se dois planos sao paralalelos distintos, entao toda reta

de um é paralela ou reversa as retas do outro.

b) Se uma reta é paralela a um plano, ela é paralela ou
reversa as retas do plano.

¢) Por um ponto ndo pertencente a um plano, podemos
conduzir um unico plano paralelo a esse plano.

d) Por um ponto ndo pertencente a um plano, podemos
conduzir infinitas retas paralelas a esse plano.

e) Por um ponto nao pertencente a uma reta, podemos
conduzir uma Unica reta paralela a essa reta.

e a) Se uma reta € ortogonal a duas concorrentes de um
plano, ela é perpendicular ao plano.

b) Se uma reta é perpendicular a duas retas paralelas
distintas de um plano, entdo ela estad contida nesse
plano.

c) Se uma reta é perpendicular a um plano, entdo todo
plano que a contém é perpendicular a esse plano.

d) Por um ponto, existe uma Unica reta perpendicular a
um plano.

e) Se uma reta forma um angulo de 20° com uma reta
perpendicular a um plano, entdo ela forma 70° com o
plano.

e a) Falsa. Podem ser secantes.
b) Falsa. Pode ser paralela ou incidente sem ser perpen-
dicular.
c) Falsa. Podem ser concorrentes e até reversas.
d) Verdadeira.
e) Falsa. Pode ser ortogonal.
Resposta: D

6 Por um ponto ndo pertencente a um plano, pode-se tracar
uma e s6 um reta perpendicular a esse plano e infinitos
planos perpendiculares ao referido plano.

Respostas: C

Meédulo 54 - Projecoes ortogonais

@ ) BD?=BC2+CD?=52+42 < BD = V41

[) AD2 = BD? + AB2 < AD? = (V41)2 + 32 & AD = 5V2

)

b) Falso. Eles podem ser secantes.
)
)

lelos entre si.

e) Verdadeiro.
Resposta: E

o I) Falsa. Séo paralelas entre si.
Il) Falsa. Pode ser reversa a segunda.
IIl) Verdadeira.

Falso. Podem ser concorrentes e até reversas.

Falso. Podem ser concorrentes e até reversas.

Falso. Podem ser coincidentes, secantes e até para-

IV) Falsa. Se uma reta é paralela a um plano, ela é paralela

ou reversa as retas do plano.
Resposta: C

6 A projegao ortogonal de uma circunferéncia pode resultar
numa circunferéncia, ou numa elipse ou ainda num

segmento de reta.

Para que resulte num segmento de reta, basta que a
circunferéncia esteja contida num plano perpendicular a o..

Resposta: E

G Sendos=fNaet=yNa, tem-se:
rls,rlt
sCao, tCa
s e t concorrentes

=rlpls, t)=rlLa

Resposta: B

Meodulo 55 - Diedros, triedros e poliedros

f, +f, + f; < 360° 148° + 110° + f; < 360°
0 f<f+ 1, 148° < 110° + fy
f,<f +1; = 110° < 148° + f,
<t +1, f; < 148° + 110°
f; < 102°
'3>8 gty <102
fy>-3g V0 ST
fy < 268°
Resposta: C

F = 16 (triangulos)

2 JNLE R ~v=10
V-A+F=2
Resposta: E
O volume do cilindro 6 V = Ag . h = . R2 . h = F=88+46=6134
( a )2 a2 R 9A='72+'=25 V=13
=7T. - .a:n.—.a:T
2 4 V-A+F=2
Resposta: D Resposta: E
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9 Quantidade Tibo de face Quantidade
de faces o de lados
1 Triangular 3
3 Quadrangular 12
3 Pentagonal 15
Totais F=7 XXXXXXXXXXXXX | 2A = 30
2A=30<A=15
F=7 =V=10
V-A+F=2
Resposta: E
6 Possui 5 faces.
V=6
A = 9 = F = 5
V-A+F=2

e Em todo poliedro convexo, de acordo com a relagédo de
Euler, sempre se pode afirmar que: V-A + F=2
Resposta: E

@) F=20+12F=32

20.6+12.5
2

M V+F=A+2<V+32=90+2< V=60
Resposta: C

i A= =90

6 Sendo V, A e F, respectivamente, o nimero de vértices, o
numero de arestas e o numero de faces desse poliedro,

tem-se:
) F=18
I A=12:3+6.4 A _30

2

[V —-A+ F =2 (relacdo de Euler)
Assim:V-30+18=2 <V =14
Resposta: A

Q Sendo F o numero de faces, A o nimero de arestas e V o
numero de vértices desse poliedro, tem-se:
1) F=60

2) A:BOZ—'3©A:90

3) V-A+ F =2 (relagdo de Euler)
Assim:V-90+60 =2 < V=32
Resposta: D

@ Se uma piramide tem exatamente 11 faces tridngulares,
entdo a sua base é um poligono de 11 lados e assim,
sendo V o nimero de vértices e A o numero de arestas
dessa piramide, tém-se:

N V=1+11eV=12
11.3+1.11
2

2) A= < A=22

Resposta: E

Meodulo 56 - Poliedros de Platao e regulares

o Resposta: D

@ No icosaedro regular, temos 20 faces triangulares e,

portanto, A = % =30

Assim, V-30+20=2 < V=12

9 No octaedro regular, temos 8 faces triangulares e,
8.3

portanto, A = — = 12

Assim,V-12+8=2<V =6
Ndo existem diagonais nas faces, entdo, o nimero de

6.5 -12=3

di isén=Ci,-A= —
iagonais é n 6.2 K

Q No dodecaedro regular, temos 12 faces pentagonais e,

portanto, A = 1275 =30

Assim,V-30+12=2<«<V =20
A soma de todos os angulos das faces é
S =(20-2).360° = 6480°

e No icosaedro regular, temos 20 faces triangulares e,

portanto, A = ? =30

Assim,V-30+20=2< V=12
A soma de todos os angulos das faces é
S=(12-2).360° = 3600°

e Os poliedros regulares séo os poliedros de Platdo com as
faces regulares e congruentes, e os angulos poliédricos
congruentes. Portanto, sao cinco as classes de poliedros

regulares.
Resposta: B
o O dodecaedro tem 12 faces pentagonais. Assim,
) F=12
12.5
) A= =
) 5 30

MV+F=A+2<V+12=30+2<V=20
Resposta: D

@ O dodecaedro regular tem 12 faces pentagonais.
Resposta: D

Q O icosaedro tem 20 faces triangulares. Assim,
) F=20
20.3
2

M V+F=A+2<V+20=30+2< V=12
Resposta: B

=30

1 A=
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