Matematica e suas Tecnologias

FRENTE 1

Y IVDIRIIVY
As melhores cabecas

Algebra

Potenciacao: Definicao e Propriedades

1. DEFINICAO

2. PROPRIEDADES Observe que,sen=2em = 2,

. , . entéo:
Sendo a um numero real e n um Sendo a e b nimeros reais, m e
numero natural, chama-se poténcia n numeros inteiros e supondo que o -
de expoente inteiro o nimero a™ ou denominador de cada fracéo seja di- a’.a"=a.a....a.a.a..a=
. . . a %/—/ g
a~" assim definido: ferente de zero, valem para as potén- nfatores  m fatores
~ cias as seguintes propriedades:
e Se n = 2, entao
a"=a.a.a...a(nfatores) e a".aM=g"*tMm =a.a.a....as=
%/—/
an (n + m) fatores
e Sen=1,entaoa'=a *am =an-m
— n+m
) ) .« an.b"=(a.b) = a ,aeR, n,meN
e Sen=0,entaoa"=1

e Se a # 0, entao

=G

Verifique, substituindo, a validade
da propriedade para (n =0e m = 0),

e

(an)m =an-m

(n=0em=1)e(n=1e m=1).

Radiciacao: Definicao e Propriedades

1. DEFINICAO

Seja a um numero real € n um numero natural néo
nulo. O numero x é chamado raiz enésima de a se, e
somente se, elevado ao expoente n, reproduz a.

Simbolicamente:

X é araizenésimadea < x"=a

2. EXISTENCIA (EM R)

e Sea=0en€N, entdo existe uma Unica raiz
enésima que é o proprio zero.

n
Assim: VO =0

¢ Se a é estritamente positivo e n é par, entdo
existem duas e somente duas raizes enésimas de a.
Estas duas raizes séo simétricas. A raiz enésima estrita-
mente positiva é representada pelo simbolo r\]/5. A raiz
enésima estritamente negativa, por ser simétrica da
primeira, é representada pelo simbolo — r\]/5.

e Se a é estritamente negativo ¢ n ¢ par,
entdo nao existe raiz enésima de a.

e SeacRenéimpar, entdo existe uma Unica raiz
enésima de a. Esta raiz enésima tem o mesmo sinal de

n
a e ¢é representada pelo simbolo Va.

Observacodes

e No simbolo %:
V" éoradical;
a ¢éoradicando;
n ¢éoindice daraiz.

e Por convencdo, na raiz quadrada omite-se o
indice. )
Escreve-se, por exemplo, V4 em lugar de V4 .

e Se a é um numero real positivo e n é par, entéo a
raiz enésima positiva de a é chamada raiz aritmética de
a, sempre existe, é Unica e é representada pelo simbolo

Va.
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U Propriedades 3. POTENCIA DE EXPOENTE RACIONAL
Sendo a e b numeros reais positivos € n um ndmero

. . . ] Definicao
natural ndo nulo, valem as seguintes propriedades:

Sendo a um numero real positivo, n um ndmero

«Va . Vb= Vab

m

natural ndo nulo e =— um ndmero racional na forma
n

n

l/; - '.\/E, comb # 0 irredutivel, define-se:
Vb b

° (I{/;)m= r{/aF‘, comme/Z

Y /m nm Propriedades
« V Va = Va,commeN* 3 P

Demonstra-se que todas as propriedades vélidas para

n np as poténcias de expoentes inteiros valem também para as
e Vam= Va"™P,commeZe peEN* poténcias de expoentes racionais.

Observe que: 4. RACIONALIZACAO DE DENOMINADORES
x=Va x"=a

{y _ % = {y” -b = Racionalizar o denominador de uma frag&o significa

eliminar todos os radicais (ou poténcias de expoentes

. fracionarios) que existem no denominador desta, sem
~Vab=Va. Vb=Vabacrnen '
=x.y=Vab= Va. Vb=Vab,a€R],nEN porém alterar o seu valor.

MODULOS 3 e 4 Fatoracdo D

1. DEFINICAO

=x".y'=a.b=Xx.y"=a.b=

Fatorar é transformar uma soma de duas ou mais parcelas num produto de dois ou mais fatores.

2. CASOS TiPICOS
12 Caso: FATOR COMUM 3?2 Caso: DIFERENCA DE QUADRADOS

ax + bx = x . (a + b) a2-b2=(a+b).(a-b)

4° Caso: QUADRADO PERFEITO
a2+2ab+b2=(a+b).(a+b)=(a+b)?

2? Caso: AGRUPAMENTO

ax + bx + ay + by = x(a + b) +

+y(a+b)=(a+b). (x +y) a2-2ab +b2 =(a-b).(a-b)=(a-b)?
MODULOS 5 e 6 Exercicios de Potenciacao e Radiciacao D
MODULO 7 Fatoracdo ')
52 Caso: SOMA E DIFERENGCA DE CUBOS 62 Caso: CUBO PERFEITO
a3 +b3=(a+b).(a2-ab + b?) a®+3a%h +3ab%2+b3=(a+b).(a+b).(a+b)=(a+b)®
a®- b%=(a-b).(a%+ab +b? a3-3a2b + 3ab2-b3 = (a-b).(a-b).(a-b) = (a-b)?
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MODULOS 8 e 9

Equacoes do 1?2 e do 2?2 Grau

1. INTRODUCAO

Analisando as sentencas
hH 2.6-1=13
(I 2.7-1=13
(my 2x-1=13
podemos fazer as seguintes con-
sideracodes:

a) A sentenca () é falsa, pois
2.6-1=12-1=11# 13.

b) A sentenca (ll) é verdadeira,
pois2.7-1=14-1=13.

c) Asentenca2x —1 =13 nao é
verdadeira nem falsa, pois x, chama-
do variavel, pode assumir qualquer
valor. Este tipo de sentenca € um
exemplo de sentenca aberta.

Toda sentenca aberta na for-
ma de igualdade é chamada equa-
cao.

d) Substituindo x por 7, a sen-
tenca aberta 2x — 1 = 13 transforma-
seem?2 .7 -1=13, que € uma
sentenga verdadeira. Dizemos, entéo,
que 7 é uma raiz (ou uma solucao) da
equagao 2x -1 =13.

2. RAIZ, CONJUNTO-VERDADE,
RESOLUCAO

e Raiz (ou solucdo) de uma
equacao € um numero que transforma
a sentenga aberta em sentenca ver-
dadeira.

e Conjunto-verdade (ou con-
junto-solucéo) de uma equacéo é o
conjunto de todas, e somente, as rai-
zes.

e Resolver uma equacao é deter-
minar o seu conjunto-verdade.

e Existem processos gerais de re-
solucao de alguns tipos de equacdes,
particularmente as do 1°e do 22 grau,
que, a seguir, passamos a comentar.

3. EQUACAO DO 12 GRAU

U Definicao
E toda sentenca aberta, redutivel
e equivalentea ax + b =0 ,com

aceR*ebeR.

Exemplos

S&o equacdes do 1° grau as

sentencas abertas 5x — 3 = 12 e
3x  x+3 1
2 2
Resolucao
Notandoque ax + b =0 «
@ax:—bc»x:—%paraaio,

concluimos que o0 conjunto-verdade

s av_ | b
daequacédoéV = { a }
1 Discussao

Analisando a equacéao ax + b =0,
com a, b € R, temos as seguintes
hipdteses:

a)Paraa #0,ax+b=0<

= V= {_ % } (a equagéo admite uma

Unica solugéo).

b)Paraa=0eb #0,ax+b=0
nao tem solucéo, pois a sentenca é
sempre falsa. Neste caso, V = @.

c)Para a= 0 e b=0,aequa-
cédo ax + b = 0 admite todos os nu-
meros reais como solucéo, pois a
sentenca Ox + 0 = 0 é sempre ver-
dadeira. Neste caso, V = R.

Observacao

Sentencas abertas redutiveis ao
tipo Ox = 0 s&o chamadas identida-
des. (x + 1)2=x2 + 2x + 1 é um
exemplo de identidade em R.

4. EQUACOES DO TIPO
“PRODUTO” OU “QUOCIENTE”

 Definicao

S&o equacdes dos tiposa -.b =0
(produto) ou % = 0 (quociente), com
{a;b} CR.

Resolucao

Ao resolver equacgdes destes ti-

pos, lembrar das duas seguintes equi-
valéncias:

a.b=0<a=0o0ub=0

:—=O©a=0 eb+0

5. EQUACAO DO 2?2 GRAU

U Definicao

F toda sentenca aberta, em x,
redutivel e equivalente a ax? + bx + ¢ = 0,
comaeR", beReceR.

(] Resolucéao para o caso

c=0 e b#O0

al+bx+c=0eax+bx=0 <

c»x.(ax+b)=0@x=00ux=—%@
b
a

U Resolucio para o caso

@V:{O;—

b=0 e c#0

axl+bx+c=0 < ax?+c=0 <

c
o axl=-ce x2=—3©

Af— 3},seaec
a

forem de sinais contrarios, ou V = {,
se a e ¢ forem de mesmo sinal, para
xeR.

(1 Resoluciao para o caso

©V={i

b=0 ¢ ¢c=0

axl+bx+c=0saxl=0<
=x2=0=V={0}
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1 Resolucao do caso geral

Utilizando “alguns artificios”, Baskara verificou que
a equacdo ax2 + bx + ¢ = 0 ¢ equivalente & equacéo
(2ax + b)2 = b2 - 4ac.

De fato:

axl+bx+c=0<ax+bx=-c

Multiplicando-se ambos os membros desta Ultima
igualdade por 4a, obtém-se:

ax? + bx = — ¢ < 4a?x? + 4abx = - 4ac

Somando-se b2 aos dois membros da igualdade
assim obtida, resulta:

4a°x2 + 4abx + b2=b2-4ac <

< (2ax + b)? = b2 - 4ac

Assim, representando por A o discriminante
b2 — 4ac, temos:

a) A< 0= aequacao nio tem solucdo em R.

b)A=0 = 2ax+b= + VA<

—b+VA
2a

<lax=-b+VA< x =

Portanto, sendo V o conjunto-verdade em R, conclui-
se que:

A>0=>V={_b+\/z : -b-VA }

2a 2a

A=0=>V={i}
2a

A<O0O=V=0

O Propriedades
Se A= 0 e {x4; X,} € conjunto-verdade da equagéo
ax? + bx + ¢ =0, coma # 0, entdo:

-b
a

S=x,+X,=

C
P=x1.x2=?

MODULOS 10 e 11

Equacdes Redutiveis a 12 ou 22 Grau

1. OBTENGCAO DE UMA ax®  bx
EQUACAO A PARTIR < Ta T3
DAS SUAS RAIZES

a
Sendo S = x4 + X, € P =X . Xy,

entdo uma equacgéo do 2° grau, cujo
conjunto-verdade € {x; X,}, sera:

< x2-Sx+P=0

+.¢ -0 a.b=0 < a=0oub=0
a a

2 _0< a=0eb+#0

@Xz—(—L)X+%=O© b

b) Se a equacgao proposta n&o for

dotipopax+b=0nemax? +bx+c=0,

x2-Sx+P=0

De fato, supondo a # 0, temos:
ax+bx+c=0 =

1 Equacodes redutiveis

a 12 ou 292 grau

a) Se a equacéo estiver na forma
de produto ou na forma de quociente,
sera util uma das seguintes equiva-
|éncias:

com a # 0, deve-se, se possivel,

1°) Fatorar e utilizar a equiva-
lénciaab=0<a=00ub=0.

29) Fazer uma troca de varia-
veis e procurar recair em 12 ou 29 grau.

Sistemas e Problemas

1. SISTEMAS DE DUAS
EQUACOES E DUAS

INCOGNITAS

Not [x=1 {x=8

ote que y=8" ly=1"
{x=10 {x=—1 50 al
y:_1 , y:10 Sao algumas

das solucbes daequacéo x +y =9 .

4 — D OBIJETIVO

=9
2

) x =10 X
Além disso, { , [
y=3

{x=8 {x=7
y=1"ly=0

solucbes da equacdo x -y = 7 -

s&o algumas das

O sistema formado pelas equa-
coes x+y=9 e x—-y=7, isto g,

X =
, apresenta {

{x+y=9 SComo

X—-y=7

solucéo, pois esses dois valores tor-
nam verdadeiras as duas equacdes
simultaneamente.

A solugédo de um sistema de duas
equagodes e duas incognitas, x ey, é
qualquer par ordenado de valores
(x; y) que satisfaz ambas as equa-
coes.



Inequacdes do 1? Grau

QO Definicao

Chama-se inequacéo (desigual-
dade) do 19 grau, na variavel real x,
toda sentenca que pode ser reduzida
a uma das formas: ax + b > 0 ou
ax+b=0ouax+b<0ouax+b=0,

emquea beRea#0.

Resolucao

Resolver, em R, uma inequacéo
do 19 grau € determinar o conjunto de
todos os valores da variavel x que

tornam a sentenca verdadeira.

Por ser mais pratico, € costume
“isolar” o x da sentenga. Para isso s&o
utilizadas as seguintes propriedades
da desigualdade em R, sendo x,y e a

numeros reais:

X<y Xx+a<y+aVaceR

X<y<ax<ay,sea>0

X<y<sax>ay,sea<0

Exemplos
1) 2x+10<0 <
<2x<-10ex<-5<

< V={xER|x<-5}

-2X+10<0 <=
s-2X<-10ex>b=

<V={xER|x>5}

xX—3 2x — 1
— <le
4 6

3(x-3)-2(2x-1)
12

< 3x-9-4x+2<12 <=
< 3Xx-4x<12+9-2 <
< -xXx<19<ex>-19 <

< V={xER|x>-19}

MODULO 14

Funcdes do 1° e 2° Grau

1. FUNCAO DO 12 GRAU

Q Definicao
E afungdo f : R — R, tal que
f(x)=ax +b,comacR*eb ER.

e Dominio = R

e Contradominio = Imagem = R

Q Grafico

E uma reta nao paralela a qual-
quer um dos eixos do sistema de
coordenadas cartesianas.

. , -b
Araizdefé x= o e confor-
me os sinais de a € b podemos ter 0s

seguintes tipos de graficos:

b>0

yA

b<0

a<o0
yA
‘ b
b>0
(+)
DN
a .
yA
- (+)
b=0 = -
2| \@
. y4
9} -
b<0 a2 \@
b
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2. FUNCAO DO 2° GRAU
QO Definicao

E a funcdo f : R — R, tal que
f(x)=ax? +bx+c,comaER* bERe
ceR.

e Dominio = R
e Contradominio = R
e Conjunto-imagem

(ver mais adiante)

Q Raizes reais de f
Se V é o conjunto-verdade de
f(x) =0, em R, e A= b? - 4ac, ent&o:

—b+VA —b—\/X}

2a 2a

-b
2a
e A<O0O=V=0¢

° A>O:V={

° A=O:>V={

a Grafico

E sempre uma parabola, com eixo de simetria paralelo ao eixo dos Yy.
Conforme os sinais de a e A, podemos ter os seis seguintes tipos possiveis de

graficos.

y A

<

A>0

y

<
—

A<O0

.

Inequacdes do 2? Grau

Q Definicao

Chama-se inequacgao (desigual-
dade) do 2° grau, na variavel real x,
toda sentenca que pode ser reduzida
a uma das formas: ax? + bx + ¢ > 0 ou
ax? +bx+c=0ouax?+bx+c<0ou
ax’® + bx+c=<0,coma, b,ceRe
a+0.

Resolucéao

Resolver, em R, uma inequacao
do 2° grau é determinar todos os va-
lores da variavel x que tornam a
sentenca verdadeira.

Sendoy =f(x) = ax? + bx + ¢ (a # 0),
podemos analisar a variacao de sinais

da funcédo e chegar a solugdo da
seguinte maneira:

19) Determinar as raizes reais de f,
marcando esses valores no eixo x, das
abscissas.

2°) Esbocar o grafico que repre-
senta f (parabola) passando por esses
pontos.

39) Assinalar no eixo x os valores
que satisfazem a sentenca. Se a
func&o ndo admitir raizes reais, entdo
f(x) > 0 Vx € R para a > 0 ou
f(xX) <0VxERparaa<0.

Exemplo
O conjunto-solucdo da inequacéo

X2 +2x-8=<0,emR, é
V={Xx€ER|-4<x=< 2}, pois, sendo
f(x) = x2 + 2x — 8, temos:

19) As raizes de fsdo x;, = -4 e
X, = 2. Comoa >0 (a=1) entéo a
parabola tem a “concavidade” voltada
para cima.

2°) O esboco do grafico de f é:

3%) Para—-4 < x < 2, temos f(x) < 0.

MODULO 16

Fatoracao do Trindmio do 2° Grau

1. FATORACAO
Se x; e x, S830 Os zeros reais
(raizes) de f(x) = ax? + bx + ¢ (a # 0),

entéo:
* A>0=1f(x) =a(x—x;).(X=X,)

o A=0=f(x)=ax-x,). (x—x;) =
= a(x — x;)?

6 — D OBJETIVO

e A< 0= nao existe fatoracao
em R.

Observe que para a # 0 o trind-
mio f(x) = ax? + bx + ¢ é tal que

b c\ _
3X+_)_

f(x) = a(x2 + a

Il
QO

Lo (=) 5]

X=Xy + X)X+ Xy L Xo] =

[X2_X1 -X—XZ.X+X1 .X2]=
XL (X = Xg) =X, (X =Xg)] =

(X =Xq) (X=X,)

1
AV O R O N )



Exemplos

1. Fatorar o trinbmio:
f(x) = 2x2 - 9x + 4

Resolucao

9+7
As raizes de f s&oxy =

e

X —9_7 istoé, x;,=4ex,= 1
2~ 4 ’ M T 2_2

Portanto
f(x) = 2x2 —

@f(x):Z(x—4).(x—?) =

X+4 =

<f(x)=(x—-4).(2x-1)

o -3

2. Fatorar o trindbmio:

f(x) = 4x°2 = 12x + 9 [2(x— —)] (2x—3)?
Resolucao 3. Fatorar o trinbmio
As raizes de f s&o f(x) = 3x2 + 8x + 6.
12+0 3 Resolucao
X1 = X2 = = ?
8 ComoA=82-4.3.6=

=64 -72=-8<0, concluimos que
nao existe, em R, a fatoracdo de
f(x) = 3x2 + 8x + 6.

Portanto, f(x) = 4x2 - 12x + 9 =

e D 2)-

Inequacdes — Produto e Quociente

Q Definicao

Inequacdes-produto sdo senten-
cas na variavel real x, que podem ser
reduzidas a uma das formas:
f(x) . g(x) > 0 ou f(x) . g(x) = 0 ou
f(x) . g(x) <Oouf(x).gx)<0

No caso das inequacdes-quo-
ciente, ao invés de f(x) . g(x), temos

f(x)
g(x)
Resolucao
Para resolver esses tipos de sen-
tencas, pode-se analisar isoladamen-
te a variacdo de sinais de fe g. Isso é
feito interpretando-se o0 esboco do
grafico de cada uma. Em seguida,
constréi-se um quadro de sinais atra-
vés do qual se obtém a resposta.
Como o produto e o quociente de
dois numeros reais n&o nulos tém o
mesmo sinal, convém salientar que as
inequagdes-quociente podem ser re-
solvidas usando-se uma das seguin-
tes equivaléncias:

com g(x) # 0.

£(x) Esbogando-se o grafico de

() >0 < f(x) . g(x) >0 f(x) = x2 — 4x + 3, resulta:
f(x) > > Ty i
m 0<f(x).g(x)=0eg(x)+0 |
® ®
fX) 6 < fix).gx) <0 Ne /2

g(x)

f(x)
<0<« f(x).g(x)<O0eg(x) #0

9(x) Esbogcando-se o gréfico de
Exemplos g(x) = x =2, resulta:
X+ 1 y
19) 3 =0«
X = £ @ .
< (X+1).(x-3)=0ex#3< e’ 2 o
< x<-1oux>3, pois o gra-
ficodef(x)=(x+1).(x-3) é g ‘
do tipo: Construindo o quadro de
sinais, temos:
1 2 3
f(x) + - - +
g(x) = = + +
f(x).9(x)
—4x+3 <0 O conjunto-verdade, em R,
X—2 da inequacéo é, portanto,
o (C-4x+3).(x-2)<0ex#2. V={xER|x<1ou2<x=<3}

MODULOS 18 e 19

Funcao do 2? Grau e Sinal de Raizes

Conjunto Imagem da

1. VERTICE DA PARABOLA

b —A)
Veérti toV|==;—
értice é o ponto (2 '3

QO Eixo de simetria da parabola
-b
Eixo de simetria € a reta de equacédo x = ——.
2a

#DOBIJETIVO — 7



Q Conjunto Imagem de
f(x) = ax2 + bx + ¢ (a # 0)
Im(f)—{ ER]| >i} sea>0
ou

-A
Im(f) = {yER|y<E}, sea<0.
2. SINAL DAS RAIZES DA EQUACAO
ax2+bx +c =0 (a # 0)

Lembrando que se x, e X, sdo raizes da equagéo do
segundo grau ax? + bx + ¢ = 0, ent&o:

X +X,=8S=—— €

* x;,>0e x>0=

* x;,<0ex<0«

-b c
Xy Xp=P=—
a 1°72 a

temos, para A = b2 — 4ac:

A=0
P>0
S>0

A=0
P>0
S<0

® X, € X, com sinais contrarios < < P < 0.

MODULO 20

Funcao Exponencial

Q Definicao
E afungdo f : R — R}, tal que 8
f(x) =aX, com0<a #1.
e Dominio = R
e Conjunto-imagem = Al poecoas .
= Contradominio = R} '
Exemplos
Esbocar o gréafico da funcéo de-
finida em R por f(x) = 2%

> X

= |0123

Resolucao Esbocar o gréfico da fun¢éo defi-
_ oX 1 \*
x flx) =2 nidaem R por f(x) = (?> .
Resolucao
- 6 1/64 1 X
-3
-5 1/32 x (x) =12
-4 1/16 E i
-3 1/8 6 o4
2 1/4 -0 o
~ i —4 16
-1 1/2 _3 8
0 1 -2 4
1 2 -1 2
2 4 0 1
3 8 1 1/2
2 1/4
4 16
8 1/8
° 32 4 116
6 64 5 1/32
6 1/64
de base

A funcdo exponencial
a > 1 ¢ estritamente crescente e con-
tinua em R. Assim, para f(x) = 2%,
temos o esboco:

8 — D OBIJETIVO

A funcdo exponencial de base
a, comO0 < a< 1, é estritamente
decrescente e continua em R.

1 X
Assim, para f(x) = (—) , temos
0 esboco: 2

Resumo

A funcao exponencial assim defi-
nida é:

Injetora e Sobrejetora
(Bijetora)

Estritamente Crescente,
sea>1

Estritamente Decrescente,
se0<a<1

Conclusoes

al=a2<« x,=x,se0<a*1

a"l<a & x, < x,, se a>1

X X
al<a2ex,>x,se0<acx<t

Graficos

a>1




FRENTE 2

Algebra

9 IVDIEIIVY
As melhores cabecas

Definicao e Propriedades de Conjuntos

D

1. PRIMEIROS CONCEITOS

e Conceitos primitivos
Se A é um conjunto e x € um
elemento,

"x € A" significa "x é elemento de A"
"x & A" significa "x ndo é elemento de A"

Exemplo

Seja A o conjunto dos numeros
naturais maiores que 3 e menores que
11 e seja B o conjunto formado pelos
elementos de A que sdo pares.
Represente os conjuntos A e B, sim-
bolicamente:

[) enumerando, um a um, 0s seus

elementos;
A ={4,506,7,89 10}
B ={4,68 10}

II) caracterizando seus elementos
por uma propriedade;

A={xEN|3<x<11}
B ={xEA|xépar}

[II) construindo diagramas de
Venn-Euler.

e Conjunto Vazio

Se, para TODO x, tem-se x & A,
diz-se que A é o CONJUNTO VAZIO.
Usa-se o simbolo & para indicar o
conjunto vazio.

A=0 < Vx,x&A
Exemplo

@ ={x:x éum numero inteiro e
3x+1=2}

2. SUBCONJUNTO OU PARTE

e Definicao

Sejam A e B dois conjuntos. Se
todo elemento de A é também ele-
mento de B, dizemos que A é um
SUBCONJUNTO ou PARTE de B e
indicamos por A C B.

Em simbolos:

A C B < (Vx),(x €EA = x € B)
A ¢ B < (Ix), (x EA e x & B)
Exemplo
{1,31c{1,23]})
e Consequéncias
N VA, ACA
) VA @ CA

Exemplo
{56}C{56}
dC{56}

3. IGUALDADE DE CONJUNTOS

e Definicao

Sejam A e B dois conjuntos. Dize-
mos que A € igual a B e indicamos
por A = B se, e somente se, A é
subconjunto de B e B é também
subconjunto de A.

Em simbolos:
A=B<ACBe BCA
A*+*B<AZBouB(ZA

Exemplo
{2,2,2,4}={4, 2}, pois
{2,2,2,4}C{4,2}e
{4,2}C{2,2 24}
e Propriedades da inclusao
) Reflexiva
VA ACA
[I) Antissimétrica
VA VB ACB e BCA=
= A=B
[ Transitiva
VAVB,VC,ACBeBCcC=
= ACC

¢ Propriedades da igualdade
I) Reflexiva
VA A=A
[I) Simétrica
VA VB;A=B=B=A
[N Transitiva
VA VB, VC;A=BeB=C=
=A=C

4. CARACTERISTICAS
GERAIS DOS CONJUNTOS

Se A é um conjunto e x é um
elemento, ent&o:

*VA,A¢EA e Vx, x # {x}
VA,ACA *VA,A # {A
*VA,0CA ’ (A}
Vx,x¢o@ °9%i9}

5. CONJUNTO DAS
PARTES DE UM CONJUNTO

* Definicao

Dado um conjunto A, podemos
construir um novo conjunto formado
por todos os subconjuntos (partes) de
A. Esse novo conjunto chama-se
CONJUNTO DOS SUBCONJUNTOS
(ou das partes) de A e é indicado
por P (A).

Em simbolos:

P(A)={x|xCA}
xXEPA) < xCA

Exemplo

A={1,23}

PA)={9 {1} {2} {3} {12},

{1,383}, {2,383}, A}

¢ Teorema

Se A tem k elementos, entédo P(A)
tem 2K elementos.
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m Operacdes entre Conjuntos * DD

1. REUNIAO OU UNIAO

Dados dois conjuntos A e B, cha-
ma-se REUNIAO (ou UNIAO) de A e
B, e se indica por A U B, ao conjunto
formado pelos elementos de A ou de
B.

Em simbolos

3. SUBTRACAO

AUB={xIxEAoux€EB} Dados dois conjuntos A e B, cha-

ma-se DIFERENCA entre A e B, e se Exemplo

indica por A —B, ao conjunto formado SejaS={0,1,2,34,56}
pelos elementos que s&o de A e nédo ~

s30 de B. Entdo:

A={234}=A={01,506)

Em simbolos * Propriedades

A-B={x|xEAex&B}

Sejam A e B subconjuntosde Se

/&=C8Aeé=[:sB

AUB

Exemplo
{2,3}1U{4,56}={23,4,56}
1)) [:AQ =A
2. INTERSECCAO -
nm AUB=ANB
Dados dois conjuNntos A e B, V) ANB= AUB
chama-se INTERSECCAO de Ae B, e —
se indica por A M B, ao conjunto O conjunto A — B é também co- V) AU A_= S
formado pelos elementos comuns de nhecido por CONJUNTO COM- VI) é NA=@g
AedeB. < Vi) A=A
) PLEMENTAR de B em relacédo a A e, -
Em simbolos para tal, usa-se a notacao [:AB. Vill) ACB< BCA
ANB={x|xEAexEB} Portanto: 4. NUMERO DE ELEMENTOS
CAB=A-B=(xIxEAe x&B) DE UM CONJUNTO FINITO
A B
Exemplo Seja A um conjunto com um nu-
A=1{0,1,23leB=1{0, 2} mero finito de elementos. Indicaremos
por n(A) o numero de elementos de A.
EAB =A-B={13}e Sejam A e B dois conjuntos quaisquer.
Valem as seguintes propriedades:
ANB CeA=B-A=0
o _ e n(A-B)=n(A)-n(ANB)
Se X C S, indicaremos por X o «BCA=n(A-B)=n(A) - n(B)
Exemplo CONJUNTO COMPLEMENTAR de X
{213’4}0{3,5}={3} emrelagéoaS_ 0n(AUB)=n(A)+n(B)—n(AﬂB)
Observaciao Portanto: *AMB=G=nAUB)=n(A)+n(B)

Se AN B =, dizemos que Ae -n(A)=k=>n[|]3’(A)]=2k

X C X=s5-Xx=0[x
B s30 CONJUNTOS DISJUNTOS. S=X=S Cs
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MODULO 3 Produto Cartesiano, Relagao Binaria e Fungao

1. PRODUTO CARTESIANO

e Par ordenado

O conceito de PAR ORDENADO ¢
PRIMITIVO. A cada elemento a e a
cada elemento b esta associado um
unico elemento indicado por (a; b) e
chamado PAR ORDENADO, de tal
forma que se tenha:

(a;b)=(c;d)=a=ce b=d

Dado o PAR ORDENADO (a; b),
diz-se que a é o PRIMEIRO ELEMEN-
TO e b é 0 SEGUNDO ELEMENTO do
par ordenado (a; b).

¢ Produto cartesiano

Dados dois conjuntos A e B, cha-
ma-se PRODUTO CARTESIANO de A
por B, e indica-se por A x B, ao conjunto
formado por todos os PARES OR-
DENADOS (x;y),comxE€Aey EB.

Em simbolos

AxB={(x;y)I xEAeyEB}

Se A= ouB =, por definicéo,
A x B = @ e reciprocamente.
Em simbolos

A=0OouB=0<AxB=0

Nota: Se A =B, emvez de A x A,
escreveremos AZ.

¢ Representacao grafica

do produto cartesiano

O PRODUTO CARTESIANO de
dois conjuntos ndo vazios pode ser
representado graficamente por DIA-
GRAMAS DE FLECHAS ou por DIA-
GRAMAS CARTESIANOS.

Por exemplo, se A = {1, 2, 3} e
B={2, 3}, entdo AxB ={(1, 2), (1, 3),
(2,2),(2,3), (3, 2), (3,3)}, cujas repre-
sentacdes podem ser dadas por:

1) Diagrama de flechas

Consideramos de um lado o
conjunto A e de outro de B e repre-
sentamos cada PAR ORDENADO por
uma FLECHA, adotando a seguinte
convencéo: a flecha parte do primeiro
elemento do par ordenado e chega

ao segundo. Assim:

AxB B
]
T~2
[ )

A

A

Il)Diagrama cartesiano

Tomamos dois eixos ortogonais e
representamos sobre o eixo horizon-
tal os elementos de A e sobre o eixo
vertical os elementos de B.

B

Tragamos, por estes elementos,
paralelas aos eixos considerados.

B
e o o
(1,3) (2,3) (3,3)

(12) 2.2) 3.2)

As interseccdes dessas paralelas
representam, assim, os pares orde-
nados de A x B.

¢ Numero de elementos de
um produto cartesiano
Teorema: Se A tem m ele-
mentos e B tem k elementos, entdo
A x B tem m.k elementos.

2. RELACAO BINARIA

¢ Definicao

Dados dois conjuntos A e B,
chama-se relacao binaria de A
em B a qualquer subconjunto f
de A x B.

Entéo:

f é uma RELACAO BINARIA
DEAEMB<«<fCAXB

* Representacao grafica de
uma relacao
Sendo a RELACAO BINARIA um
conjunto de pares ordenados, pode-
mos representa-lo graficamente como
ja o fizemos com o produto cartesiano.

Exemplo
SeA=R,B=R e

f={x;y)ERZly=x+2}, entdof={..(0, 2),
-20),(1,3),(-1,1),..} C R%e o gréfico de
f no plano euclidiano (cartesiano) é
uma reta que passa por dois desses
pontos.

3. FUNCOES

() Definicoes

Seja f uma RELACAO BINARIA
DE A EM B. Diz-se que f € uma APLI-
CACAO DE A EM B ou que f é uma
FUNCAO DEFINIDA EM A COM VA-
LORES EM B se, e somente se:

[) TODO x &€ A se relaciona com
ALGUM Yy € B.

[I) CADA x € A gque se relaciona,
relaciona-se com um UNICO y € B.

Se (x, y) € f, entdo y se chama
IMAGEM DE x PELA APLICACAO f
ou, ainda, VALOR DE f EM xe, em
ambos 0s casos, indicaremos este
fato pory = f(x) [I&-se: “y & imagem de
x por f” ou “y é valor de f em x”].

A B

f(x)@--

S

-+

I

I

I

I

I

I
EE————

#DOBJETIVO — 11



Sejaf a fungdo definida em R*

com valores em R*, tal que y = % ou

seja, f(x) = %

Portanto:

-f={(x;Y)E[RR*x[R*Iy=%}

® aimagem de 2 por f é f(2) = %

e aimagemde —1porféf(-1)=

=_1 =_1
-1

e aimagemde x + 3porféf(x + 3) =
1
X+ 3

1

of(x+h) = ——+

e Dominio,
contradominio e
imagem de uma funcao

Se f é uma APLICACAO ou FUN-
CAO de A em B, ent&o:

[) O conjunto de partida A passa
a ser chamado DOMINIO DA APLI-
CACAO f e é indicado por D(f).
Assim: D(f) = A

[I) O conjunto de chegada B sera
chamado CONTRADOMINIO DA APLI-
CACAO f e é denotado por CD(f).
Logo, CD(f) = B.

O conjunto de todos os ele-
mentos y de B para os quais existe,
pelo menos, um elemento x de A, tal
que f(x) =y, € denominado IMAGEM
DA APLICACAO f e ¢ indicado por
Im(f).

Assim:

Im(f)={yEB|IxEA
tal que y = f(x)}

12 — D OBIJETIVO

Pela propria definicdo de Im(f) de-
corre que:

Im (f) = CD (f)

D (f) CD (f)
A Im (f)
&
y

=B

CD (f)

Sejam A ={1,2,3}e
B=1{0,2, 4,6,8}e sejaf afuncéo de
A em B, tal quey = 2x, ou s€ja,
f(x) = 2x. Entao:

o f={(xy)EAB|y=2x=
= {(x, f(x)) € AxB | f(x) = 2x}
f={(1,2),(2 4), (3 6)}

e« Df)=A={1,2 3
e CD(f)=B=10,2, 4,86, 8)
e Im(f) = {2, 4, 6} C CD(f)

¢ Notacodes
Indicaremos uma APLICACAO f

DE DOMINIO A e CONTRADOMINIO
B por uma das notacoes:

f:A—>BouAI>B

Quando n&o houver duvidas sobre o
DOMINIO, o CONTRADOMINIO e a
definic&o de f(x), num elemento qualquer
x do DOMINIO de f, usaremos a notag&o:

f:x = f(x): [Ie-se "f associa a cada
x € D(f) o elemento f(x) € CD(f)" ].

* Representacao
grafica de uma funcao

1) Diagramas de flechas

Uma RELACAO f DE A EM B ¢é
uma FUNCAO se, e somente se, cada
elemento x de A se relaciona com um
Unico elemento y de B, o que equivale
dizer que: "de cada elemento x de A
parte uma unica flecha".

1) g

111y

o000 )>

f& FUNCAO fNAO é FUNCAO

ill) Diagrama cartesiano
(Grafico)

Seja f uma RELACAO BINARIA
DE A CREMR e consideremos o seu
GRAFICO CARTESIANO.

Entdo, f € uma FUNCAO DEFI-
NIDA em A COM VALORES EM R se,
e somente se, toda reta paralela ao
eixo Qy, que passa por um ponto de
abscissa x € A, "corta" o grafico f num
Unico ponto.

Portanto, a RELACAO fde A C R
EM R NAO é FUNCAO se, e somente
se, existe, pelo menos, uma reta
paralela ao eixo Oy que passa por um
ponto de abscissa x € A e tal que ou
intercepta o grafico em mais de um
ponto, ou ndo o intercepta.

Por exemplo, no gréafico Ill, a reta
paralela ao eixo Oy passando pelo
ponto de abscissa 2 € A ndo intercepta
o gréfico f, logo f ndo ¢ FUNCAO de-
finida em A com valores em R. No
entanto, se restringirmos A ao conjunto
A'={xER|-3<sx<20u2<x<6}
entdo a RELACAO DE A'EM R é uma
FUNCAO.

)




1l1) Dominio e imagem

através do grafico

Um outro problema comum é o da
determinacdo do DOMINIO e da
IMAGEM DE UMA FUNCAO f pelo
grafico. De acordo com as definicdes
e comentarios feitos até aqui, dado o
grafico de uma FUNCAO f, temos:

e D(f) é conjunto de todas as
abscissas dos pontos do eixo tais
que as retas verticais por eles tra-
cadas interceptam o grafico de f.

as ordenadas dos pontos do eixo
Oy tais que as retas horizontais
por eles tracadas interceptam o gra-
fico de f.

Em outras palavras:

e D(f) é o conjunto de todos os
pontos do eixo Ox que sao ob-
tidos pelas projecoes dos pon-
tos do grafico de f sobre o
referido eixo.

e Im(f) é conjunto de todos os
pontos do eixo Oy que sao ob-
tidos pelas projecoes dos pon-

8 e Im(f) é o conjunto de todas

tos do grafico de f sobre o
referido eixo.

MODULOS 4 e 5

Dominio, Contradominio e Imagem

1. CONVENCOES

A funcao f de A em B fica determinada se especifi-
carmos o dominio A, o contradominio B e o subconjunto
f de A x B que satisfaz as propriedades que definem a
funcao. Em geral, o subconjunto f de A x B é substituido
pela sentenca aberta de duas variaveis que o define
(y = f(x)).

Quando dissermos "consideremos a func¢ao definida
por y = f(x)" ou "seja a funcéo tal que x — f(x)", fica
convencionado, salvo mencao em contrario, que o
contradominio € R e o dominio de f é o "'mais amplo" sub-
conjunto de R, para o qual tem sentido a sentenca aberta

y = f(x).
2. EXEMPLO

-3

Seja a funcéo f definida por f(x) = .Como nédo

foi mencionado o contradominio, subentende-se que

X —
X-3

x—2 = 0, pois em R néo se define a divisao por zero e a
raiz quadrada aritmética s6 tem sentido se o radicando for
maior ou igual a zero. Assim,
A=Df)={xER|x=2ex+#3}lea

imagem Im(f) = {y eB | Ax €A, tal que y = f(x)}.

B=CD(f) =R. Se ER, entdox -3 # 0 e

3. DOMINIO E IMAGEM PELO GRAFICO

O dominio D(f) é o conjunto de todos os pontos do
eixo Ox que s&o obtidos pelas projecdes dos pontos do
grafico de f sobre o referido eixo.

A imagem Im(f) é o conjunto de todos os pontos do
eixo Oy que sao obtidos pelas projecées dos pontos do
grafico de f sobre o referido eixo.

4. EXEMPLOS

Sejam as funcdes f; N — R, tal que f(x) = x2 e
g R—R,, talque g(x) =x2.

D(f) = N
CD(f) =R
Im(f)={0,1,4,9, ...} = {y = n2, comnE N}

Ay=9(x)

N
I [ S s

_‘____
o
N .

D(g) = R
CD(g) = R,
Im(g) = {y = x3, comxER} =R,
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MODULO 6

Propriedades de uma Funcao (1)

1. FUNCAO SOBREJETORA

Uma fungéo f : A — B é sobreje-
tora se, e somente se, para todo
elemento y de B existe pelo menos
um elemento x de A, tal que y = f(x).

Assim,
f: A— B ¢é SOBREJETORA <«
< Im(f) = CD (f).

Quanto a representacao grafica:

e f: A — B é sobrejetora se, e
somente se, todo elementoy € B é
atingido por pelo menos uma flecha.

e f: A — B é sobrejetora se, e
somente se, a reta paralela ao eixo
Ox, passando por todo ponto de
ordenada y € B, intercepta o gréfico
de f pelo menos uma vez.

Exemplo

SeA={-1,1,23},B={1,409, 10}
eC={1,4,9}, entdo a fungéof: A—B,
definida por y = f(x) = x2, nao é so-
brejetora e a funcdo g : A — C,
definida por y = g(x) = x4, é sobre-

jetora.
A f B
-
D(f) = A
CD(f)=B

Im(f) = {1, 4,9} # CD(f)

W
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D(g) = A
CD(g) = C =Im(g)

2. FUNCAO INJETORA

Uma fungéo f : A — B ¢ injetora
se, e somente se, elementos dis-
tintos de A tém imagens distintas
em B.

f:A—=BéINJETORA <

< (Vx, x'€eA), (x#x' =

= f(x) # f(x")), ou, ainda,
f:A—=BéINJETORA «

< (Vx, x'€A), (f(x) = f(x') =
=X =X').

Nos diagramas de flechas e nos
graficos cartesianos:

e f: A — B é injetora se, e so-
mente se, cada elemento y € B ¢ atin-
gido no maximo por uma flecha.

e f: A — B éinjetora se, e so-
mente se, a reta paralela ao eixo Ox,
passando por cada ponto de orde-
nada y € B, intercepta o grafico de f,
no maximo, uma vez.

Exemplo

SeA={-1,1,2,8,B={1,2,3e
C = {1, 4, 9, 10}, entdo a funcgao
f: A — C, definida por y = f(x) = x2,
nao é injetora e a fungéo g : B — C,
definida por y = g(x) = X2, é injetora.

9
I
|

a(1) # g(2)
a(2) # g(3)
g(1) # g(3)

3. FUNCAO BIJETORA

Uma funcéo f : A — B ¢ bijetora
se, e somente se, f € sobrejetora e
injetora, ou, em outras palavras, se
para cada elemento y € B existe um
unico elemento x €A, tal que y = f(x).

Assim:

f:A—=BéBIJETORA «

< f. A— B é SOBREJETORA E
INJETORA.

Quanto a representagao:

e f: A — B é bijetora se, e so-
mente se, cada elementoy € B é
atingido por uma unica flecha.

e f: A — B é bijetora se, e so-
mente se, a reta paralela ao eixo Ox,
passando por cada ponto de orde-
nada y € B, intercepta o grafico de f
uma unica vez.

Exemplo

Se A = {1,2,3leB=1{1,4, 9},
entdo afuncaof: A — B, definida por
y = f(x) = x2, é bijetora.



Propriedades de uma Funcao (I)

Sejam ACR, f: A— R uma fun-
céo e x4 e X, dois elementos quais-
quer do intervalo [a, b] C A.

1. FUNCAO ESTRITAMENTE
CRESCENTE

Uma funcdo f: A — R é uma fun-
cao estritamente crescente em
[a, b] se, e somente se, x; < X, =

= f(x4) < f(x,).

2. FUNCAO ESTRITAMENTE
DECRESCENTE

Uma funcéo f : A — R é uma fun-
céo estritamente decrescente em
[a, b] se, e somente se, X, < X, =

= f(x4) > f(x,).

Exemplo

A funcéo f : R — R, tal que
f(x) = x2, ndo &€ monotdnica, pois é
estritamente decrescenteem R_e é
estritamente crescente em R, .

Ay

xv

e Afungéo f: R, — R, tal que
f(x) = X2, é estritamente crescente.

Ay
/) I

1F---

Nf---------"=
Xy

= ===

e Afuncdof:{xER|x>1} =R,
tal que f(x) = x2, é estritamente cres-
cente.

b 4

e A funcdo f:R_— R, tal que
f(x) = x2, é estritamente decrescente.

Ay
———————— 4

o) 4

1
Nf----—-—--=---=
1

N |-

3. FUNCAO CRESCENTE

Uma fungdo f: A — B € cres-
cente em [a, b] se, e somente se,

Xy <Xy = f(x) = f(xy).
4. FUNCAO DECRESCENTE

Uma funcdo f: A — B é decres-
cente em [a, b] se, e somente se,

Xy < Xy = f(xq) = f(x,).
5. FUNCAO CONSTANTE

Uma funcdo f : A — B é cons-
tante em [a, b] se, e somente se,

f(xq) = f(x,), Vx4, X, € [a, b].

Exemplo
Sejaf: R — R afuncéo definida
por:

f(x) = 4,se-1<x<3

{—2x+2,sexs—1
2x—-2,se x =3

Xy

e fndo é monotbdnica.

e f ¢ crescente em
[1; + « [, por exemplo.

e f¢& decrescente em

- o; 2], por exemplo.

e fé constante em

[- 1; 3], por exemplo.

e Afuncédof:{xER/x>-1} =R,

4,se-1<x<8 |
tal que f(x) = 1oy 5 gax=3 ' ©
crescente.

e Afunciof:{xER/x=3} =R,
tal que f(x) = 2x — 2, é estritamente
crescente.

e Afuncéof: {(XER/x=<-1} =R,
tal que f(x) = — 2x + 2, é estritamente
decrescente.
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e Afuncaof:{xER/x <3} =R,

-2X+2,sex=-1 |
talquef(x)={4 se-1<x<3 '°

decrescente.
e Afuncédof: R — R, definida por
f(x) = 4, é constante.

6. FUNCAO PAR

Seja A um subconjunto de R.

Uma funcéo f: A—R & par se,
e somente se, f (—x) = f(x), para todo
X EA.

Assim,
f:A—R éPAR < f(-x) = f(x), VX EA

O gréfico de uma funcéo par é
simétrico em relac&o ao eixo Oy.

Exemplo
Seja f: R — R afuncgao, tal que
f(x) = cos x (funcéo cosseno).

»
>

Temos:

f(x) = cos x = OM

f(-x) = cos(-x) = OM
Assim, f(—x) = f(x), Vx € R.

Logo, f € uma funcao par.
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7. FUNCAO iMPAR

Seja A um subconjunto de R.

Uma funcdof: A— R éimpar se,
e somente se, f(-x) = —f(x), para to-
dox €A.

Assim,

f:A—R¢IMPAR <
< f(-x) = -f(x), VxEA

O grafico de uma fungao impar €
simétrico em relacdo a origem do
sistema de coordenadas.

Exemplo

Sejaf: R — R a funcao, tal que
f(x) = sen x (func&o seno).

Temos:
f(x) =senx = OM
f(- x) = sen(— x) = OM'

Como |OM| = |OM'| eOM=-0OM',

entdo f(— x) = — f(x), Vx € R.

Logo, f € uma funcao impar.

8. FUNCAO PERIODICA

Seja A um subconjunto de R.
Q Definicao

Uma funcéo f : A — R é perio-
dica se, e somente se, existe
p € R* tal que f(x + p) = f(x), para
todo x em A.

Q Propriedade

Se f(x + p) = f(x), paratodo x em
A, entdo f(x + k . p) = f(x), para todo
xem A, emque k € Z*.

Q Periodo

Se f € uma funcao periodica,
entdo o menor valor estritamente
positivo de p chama-se periodo
de f e é indicado por P(f).

Exemplo

Sejaf R — R, tal que f(x) = sen x.
Entao f(x + k . 2w) = f(x), para todo x
em R, em que k € Z. Portanto, f é
periodica de periodo 2.

9. FUNCAO LIMITADA

Seja A um subconjunto de R.

Sef: A —Réumafuncao limi-
tada, entdo existe M € R} tal que
|f(x)] < M, para todo x em A e reci-
procamente.

Exemplo

Sef:A — R, tal que f(x) =senx;
como-1<sen x = 1, ¥Vx €ER;
entdo-1 < f(x) <1, Vx € R, ouseja:
f é limitada (0 mesmo para f: R — R,
f(x) = cos x).



Funcao Composta

MODULO 8

Sejamf:A—-=B eg:B—Cduas
funcdes.
Chama-se composta de g com f a

fungéo h : A — C, tal que h(x) = g[f(x)].

Sejag:B—B.

Chama-se composta de g com g a
funcao

Sejamf:M—=Neg:L—=M. h: B — B, tal que h(x) = g(g(x)).

Chama-se composta de f com g
a funcéo

h:L— N, tal que h(x) = flg(x)].

Exemplo

Sejam f:R—=Reg:R— Rduas

funcdes definidas por f(x) = x + 1 e
a(x) = x2 + 3. E claro que neste caso

Sejaf: A—=A.
Chama-se composta de f com f a

estdo definidas as fun¢cées compos-
tas gof, fog, gog e fof e, além disso:
funcéo

h: A — A, tal que h(x) = f(f(x)). gof :R—R, fog: R —= R,

gog: R —=R, fof : R — R.

Assim sendo,

* (gof) (x) = glf(x)] =
= (f(x))? + 3 =
=(x+1)?+3=
=(x*+2x+1)+3=

=x2+ 2x+ 4, ¥xER

¢ (fog)(x) = flg(x)] =
=g(x)+1=
=x2+ 4, VxER

e (fof) (x) = f[f(x)] =
=fx)+1=x+2 VxER

* (gog) (x) = glg(x)] =
=(g(x))2+3=(x*+3)2+3=
=(x*+6x>+9)+3=

=x*+6x2+ 12, VxER

gof: R - R

(gof) (x) = x2 + 2x + 4; VX ER

fof: R —- R

(fof)(x) =x + 2, VX ER

fog: R — R

(fog)(x) = x2 + 4, VX ER

gog: R - R

(gog)(x) = x?*+6x2 +12,VxER

#DOBJETIVO — 17



MODULOS 9 e 10

Funcao Inversa

Sejaf: A — B uma fungéo.

Se existir uma funcédo g : B — A,
tal que:

® gof = id,

e fog = idg
dizemos que g : B — A é a funcéo
inversa da funcdo f : A — B e se in-
dica por 1.

A B

f-1

y=f(x) < x=1"(y)
1. TEOREMA

f:A— B éinversivel
< f é bijetora.

2. PROPRIEDADES

o fTof = id,

o fof 1 = idg

e fog = idge gof =id, = g = f'

* (fog)~" = g~'of !

e Os graficos de f e {1 sdo simé-
tricos em relacao a bissetriz dos
quadrantes impares (1% e 39).

3. REGRA PRATICA

Dada uma funcéo bijetora f: A — B,
asua funcdo inversa sera a funcéo
f-1:B — A, cuja sentenga ¢ assim ob-
tida:

19) substitui-se, na sentencga de f,

f(x) pory;
29) isola-se x num dos membros;
39) substitui-se na nova sentenca

x por f=1(y).

Exemplo

Consideremos a funcdo f: R — R,
definida por f(x) = 3x — 3. Como f é
bijetora, ela é inversivel. Determine-
mos a sua fungao inversa.

Pela regra pratica, temos:

f-1:R—R e, além disso:
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f(x)=3x-3 = y=3x - 3=

Pela regra pratica, temos:

-1 . s
=y+3=3x:>x=y+3:> g R =R
e além disso:
= fiy) = Y2
3 gxX)=x2=y=x=
Portanto, =>X=—\/>7=> g () :_\/37
TR - R Portanto,
iy = Y2 gR ~R
’ Gy =y
ou, ainda:
9. ou, ainda:
FR=R 971ZR+—>R_
109 = 23 g0 =-\y
f:R >R | f1:R > R g:R > R |g':R, >R
-1 X+ 3 2 -1
f(x) = 3x - 3| 7(x) = — g(x) = x g l(x) =-Vx

Notemos que os gréficos de f e
f-1 sado simétricos em relacdo a
bissetriz do 19 e 3% quadrantes

(grafico da funcao identidade id).

Facamos, agora, a construgao
dos gréficos de f e de f~1 num s6 sis-
tema de coordenadas cartesianas:

A

Xy

Consideremos a funcéo
g: R — R,, definida por g(x) = x.
Como g é bijetora, ela é inversivel.
Determinemos a sua fungao inversa.

Notemos que os gréficos de g e
g ! sé@o simétricos em relacdo a
bissetriz do 1° e 3° quadrantes
(grafico da fungéo identidade id).

Facamos, agora, a construcao
dos gréficos de g e g~! num so siste-
ma de coordenadas cartesianas.

<V

e (1,-1)

Observemos que
-1, NEg=(1,-1eEg!

D(g) = Im(g™") e D(g™") = Im(g)



Matematica e suas Tecnologias

9 IVBIRIINVY
FRENTE 3 Trigonometria As methores cabecas
m Funcdes Trigonométricas no Tridangulo Retangulo
1. DEFINICOES ~ b senC = S x o | G g x
senB = — a
Seja um triangulo ABC retangulo a b o 1 V3 V3
em A. Os outros angulos 8 ef C séo agu- cosB = .S cosC = — 2 2 3
= Ta a
dos e complementares (B +C =90°). a 45° V2 V2 1
Eara éngulpg a~gudos, temosNas tgB = % tgC = % \/2_ f
seguintes definicbes das funcdes 60° 3 _ V3
trigonométricas: . e ~ b 2 2
tgB = — tgC = — . -
cateto oposto R b - c A sequir, temos a obtencé&o de al-
seno = - guns valores dessa tabela.
hipotenusa A a Q a
secB = = secC = 'y
cateto adjacente
cosseno = hipotenusa Aoa A a
pote cossec B = B | cossec C = .
cateto oposto
tangente = 2
cateto adjacente Observando que:
cateto adjacente é _ é t 6 _ t é
cotangente = sen B = cOoS - g = cotg C
cateto oposto cosB =senC | | cotgB = tgC No triangulo equilatero de lado <,
hipotenusa 4 \/5
te = A A _ . im:
secante cateto adjacente secB = cossecC a altura vale h = , 8ssim:
hipotenusa cossecB =secC 02 ;
cossecante = . . ~ sen 30°=cos 60° = —— = —
cateto oposto concluimos que as “cofuncoes de 2
angulos complementares sao NS
3 Com baAse nessas. definicdes, no  jguais”. cos 30° = sen 60° = €N3/ @
triangulo retangulo da figura, temos: B ¢ 2
2. VALORES NOTAVEIS
¢ A partir de tridngulos retangulos  tg 30° = _tre | -1 g
) a convenientes, as definicdes de seno, ¢.V3r2 V3
c0osseno e tangente permitem a ob-
A . B tencao do seguinte quadro de valores ¢ gge — ¢.\V3)2 _\3
notaveis (decore-0s). €2

Relacoes Fundamentais e Auxiliares

Seja x um angulo agudo num triangulo retangulo. De acordo com as definigdes das funcbes trigonométricas,

podemos verificar que:

F. 1) sen?x + cos?x = 1<

sen2x = 1 - cos2x F. 3) cotg x = P F. 5) cossec x = !
cos2x = 1- senx 9 sen x
A. 1) sec?x = 1 + tg2x
F.2) tg x = ——n X_ F. 4) sec x = — 1
cos x cos x

A. 2) cossec?x = 1 + cotg?x
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Medidas de Arcos e Angulos

1. ARCOS DE _
CIRCUNFERENCIA

Seja uma circunferéncia em que
sdo tomados dois pontos, A e B. A
circunferéncia ficara dividida em duas
partes chamadas arcos. Os pontos
A e B sao as extremidades desses
arcos.

~\
Representacédo: AB

Se A e B coincidem, esses arcos
sdo chamados:

e arco nulo (de medida 0°);
e arco de uma volta (de medi-
da 360°).

Dessa forma,
o 1
e 1 grau (1°) = —— do arco de
grau (1°) 360
uma volta.
Como submultiplos do grau, temos:

H l — 1
e 1 minuto (1) = 50 do grau ou
60 minutos = 1 grau (60" = 1°);

e 1 segundo (1”) = 61—0 do minuto

ou 60 segundos = 1 minuto (60" = 1).

2. MEDIDA DE
ARCOS EM RADIANOS

) Definicao

A medida de um arco, em radi-
anos, é a razdo entre o coms-
primento do arco e o raio da
circunferéncia sobre a qual este arco
esta determinado.

~ N\
comprimento AB
raio

[ Observacoes

e O arco de uma volta, cuja
medida em graus € 360°, tem com-
primento igual a 2xr, portanto sua
medida em radianos ¢:

~
comp(AB) 2nr
a= =
r

=2n = 6,28

e O arco ZFB mede 1 radiano, se 0
seu comprimento € igual ao raio da
circunferéncia.

e A medida de um arco, em radia-
nos, é um numero real, portanto €
costume omitir-se o simbolo rad. Se,
por exemplo, escrevermos que um
arco mede 3, fica subentendido que

sua medida é de 3 radianos.

e Seja A(/SB 0 angulo central,
determinado pelo arco @ Adota-se
como medida (em graus ou radianos)
do angulo central a propria me-
dida do arco ,&B

3. CONVERSOES

As conversdes entre as medidas
de arcos (ou angulos) em graus e ra-
dianos sé&o feitas por uma regra de trés
simples (direta), a partir da relacao:
360° sao equivalentes a 2r radianos,
ou 180° s&o equivalentes a i radianos.

Exemplo
Conversédo de 210° em radianos.

180° — m rad 180 7T
<> — = —
210° — x rad 210 x
6 T 7.7
S — = — S X =
7 X 6

Portanto, 210° equivalem a %t

radianos.

MODULO 4 Medidas de Arcos e Angulos Trigonométricos

1. CICLO TRIGONOMETRICO

O ciclo trigonométrico ¢ uma
circunferéncia de raio unitario, sobre a
qual fixamos um ponto (A) como ori-
gem dos arcos e adotamos um sen-
tido (o anti-horario) como o positivo.
O ciclo trigonométrico é dividido em
4 partes, denominadas quadrantes.
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A (origem)

2. ARCO (ANGULO)
TRIGONOMETRICO

Chama-se arco trigonomé-
trico AP a0 conjunto dos infinitos
arcos gque sdo obtidos partindo-se
da origem A até a extremidade P,
girando no sentido positivo (ou ne-
gativo), seja na primeira passagem ou
apos varias voltas completas no ciclo
trigonométrico.



O angulo trigonométrico
A6Pé 0 conjunto dos infinitos an-
gulos centrais associados ao arco
trigonométrico AFI?’

e Se, por exemplo, escrevemos
que um arco trigonométrico mede
1120°, significa que, partindo da
origem, no sentido @, foram dadas
3 voltas completas (3.360° = 1080°)
e ainda percorremos mais 40°
(1120° = 3.360° + 40°) no ciclo trigo-
nométrico. Dessa forma, todas as
funcdes trigonométricas do arco de
1120° sdo iguais as corresponden-
tes funcbes do arco de 40°.

3. CONJUNTO DAS DETERMI-
NACOES DE UM ARCO (OU
ANGULO) TRIGONOMETRICO

A determinacao de um arco
ATI5 € a medida desse arco precedida
de um sinal @ ou &, conforme o
sentido de percurso de A para P seja
o anti-horario ou o horario, respecti-
vamente.

Ao arco trigonomeétrico ArF\’
associamos infinitas determina-
cdes, que sdo obtidas adicionando-
se e subtraindo-se multiplos de 360°
(ou 2rt) a 12 determinacao o (po-
sitiva ou negativa), e que vao constituir
o conjunto das determinacdes:

a é a 1&@determinacéo (@ ou ©)
+ 360°
- 360°
+ 2.360°
2 .360°
+ 3.360°
3.360°

R R QR QR R R

o+n.360°, comn&e”Z.

O conjunto das determinacdes, em

radianos, ¢ @+ N .25 comnE Z.

e Lembrete: Como a medida do
arco trigonométrico AK\E (em graus
ou radianos) ¢ igual a med/i\da do an-
gulo trigonométrico AOR conclui-
se que ambos tém o mesmo
conjunto das determinacoes.

e Na trigonometria, 0s casos mais
comuns s&o 0s apresentados a seguir:

1) .

Conjunto das determinacoes:

o+ n.2n

a+n.360° "ED
I .
A

Q

Conjunto das determinacaoes:

a+hnN.w

a+n.180° (NEZ)

Estudo da Funcgao Seno

1. FUNCAO SENO
U Definicao

Y
Consideremos um arco trigonométrico AP e seja N a
projecao ortogonal de P sobre o eixo dos senos.
Y
Por definicdo, chama-se seno do arco AP a

medida algébrica do segmento ON.

Representa-se:

Eixos dos Senos

—~
Notando-se que a um arco AP  qualquer de
determinacao x corresponde um unico segmento ON,

XY
sen AP = ON

de medida algébrica y, conclui-se que ha uma corres-
pondéncia univoca entre os nUmeros reais X, que me-

dem os arcos, € 0s NUMeros reais y, Senos desses arcos.
Pode-se, portanto, definir uma funcao de R em R, tal
que a cada x associaumy = sen x = ON.

Simbolicamente:

f:R - R

x — Yy = f(x) = sen x = ON

Observe que o ponto P, numa volta completa no
ciclo trigonométrico, faz o valor do seno (ON) variar
entre = 1 e 1. A cada volta, verificamos que esse
comportamento se repete.

L Consequéncias

Da definigdo da funcédo y =f(x)=senx , decorre

que

Dominio: D(f) = R
Imagem: Im(f) = {yeR |-1 <y <1}
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 Variacao da Funcido Seno

O Propriedades

x = 0° 0° < x < 90° x = 90°
o Ni P I) O periodo da funcéo seno é 2.
A=p A A INA funcdo y = sen x é impar:
sen(-x)=-senx
senx =0 O<senx<1 sen x = 1 (maximo)
90° < x < 180° x = 180° 180° < x < 270°
P Il) A funcdo y = sen x é crescente
nos quadrantes I e IV e decrescen-
A P A A
te nos quadrantes Il e 11l (a cada
p volta no ciclo trigonométrico).
O<senx<1 senx=0 -1<senx<0
X = 270° 270° < x < 360° X = 360° o
IV) Sinais
A A A=P Seno
=N P
sen x = -1 (minimo) -1<senx<0 senx =0
O Grafico
AY=senx
’
o 3n p
AEM 3 AEIN. F
/2 B =T s T
3 I8 = l_y%:
=i

MODULO 6

Estudo da Fungao Cosseno

1. FUNCAO COSSENO
1 Definicao
Y
Consideremos um arco trigonométrico AP e seja M
a projecao ortogonal de P sobre o eixo dos cossenos.
Y
Por definicdo, chama-se cosseno do arco AP a

medida algébrica do segmento OM.

Y
Representa-se: cos AP = OM

P

Eixo dos cossenos
A
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Pode-se definir uma funcédo de R em R, tal que a
cada x associaum y = cos x = OM.

Simbolicamente
fR—-R

x— y = f(x) = cos x = OM

Observe que o ponto P, numa volta completa no
ciclo trigonométrico, faz o valor do cosseno (OM) variar
entre = 1 e 1. A cada volta, verificamos que esse com-
portamento se repete.

(1 Consequéncias

Da definicdo da funcdo y = f(x) = cos x ,
decorre que:
Dominio: D(f) = R
Imagem: Im(f) ={yeR|-1 <y =<1}



U Variacao da Funcao Cosseno

x =0° 0° < x <90° x = 90°
P
| N\
L) AP )
o /M g O M /A g A
| |
cos x = 1 (maximo) 0<cosx<1 cosx=0
90° < x < 180° x = 180° 180° < x < 270°

Mo A
| P
-1 <cosx<0 cos x = -1 (minimo) -1<cosx<0
x = 270° 270° < x < 360° x = 360°
A
P
cosx=0 0<cosx<1 cos x = 1 (maximo)
U Grafico
A Yy = Cos X

U Propriedades
[) O periodo da funcéo cosseno é 2x.

) Afuncdoy =cos x é par. cos (- x) = cos x

[lI) Afuncdoy = cos x é decrescente nos quadrantes I e Il e crescente nos quadrantes Il e IV (a cada volta no ciclo
trigonométrico).

IV) Sinais

®
®

Cosseno
A -
>
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MODULO 7

Estudo da Funcao Tangente

Q Definicao

Consideremos um arco trigono-
métrico APcomP#BeP=De sejaT
a interseccéo da reta OP com o eixo
das tangentes.

Por definicdo, chama-se tangen-
te do arco AP a medida algébrica
do segmento AT.

Representa-se:
'
tg AP = AT

Eixo das tangentes
A

B

R
N

O
1
|
1
1
1
1
1
1
i

o

S,
i
!
|
1
1
1
1
1
1
i

>

OF-----------

Pode-se definir uma funcéo de R
em R, tal que a cada x associa, um
y = tg x = AT.

Simbolicamente:

f:R—{—T25+nn,n€Z}—>[R{

x —»y = f(x) =tg x = AT

Observe que: o ponto P, numa
volta completa no ciclo trigonométri-
co, faz o valor da tangente (AT)
tender a + o ou a = %, quando o ponto
P se aproxima de B (ou D), onde a
tangente n&do existe. A cada meia
volta, verificamos que os valores da
tangente (R) se repetem.

O Consequéncias
Da definicdo da funcéo
y = f(x) = tg x , decorre que:
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P
Dominio:
H

Imagem: Im(f) = R

T
D(f)=[R—{—+n.n,nEZ}
2

Q Variacao da Funcao Tangente

0° < x <90°
Pl
-
A
tgx=0 tgx>0 Atg x
90° < x < 180° x = 180° 180° < x < 270°

\P /‘
A A
N
\‘T P
tgx<0
x = 270° 270° < x < 360°
A
A
N
P \‘T
Atg x tgx<0 tgx=0
Q Grafico




O Propriedades

V) Sinais

[) O periodo da funcéo tangente é m.

[I) A funcéoy = tg x € impar:

tg(-x)=-tg x .

) A funcdo y = tg x é crescente no intervalo

T

n
-— +N.T<X<—+N.7 paracadan e ”Z.
2

A Tangente

MODULOS 8 e 9

Estudo das Funcoes

Cotangente, Secante e Cossecante

1. INTRODUCAO

O estudo das funcdes Cotan-
gente, Secante ¢ Cossecante
pode ser feito a partir das trés fun-
¢coes ja estudadas (seno, cosseno e
tangente).

O Funcao Cotangente

Lembrando que:

1
tg x

cotg x =

podemos concluir que a funcgéo

y =f(x) = cotg x tem:

¢ Dominio:
Dif)=R-{n.mn€EZ ,poisa
funcéo cotangente néo existe quando
a funcéo tangente é zero

(tgx=0<x=n.m nE”Z).
e Imagem: Im(f) =R . A fun-

¢&o cotangente assume esses valores
a partir da imagem da funcao tangen-
te (R).

e Periodo: 7 , pois a funcéo
cotangente tem o mesmo periodo da

funcéo tangente (m).

e Sinais: a funcdo cotangente
tem os mesmos sinais da tangente,
em cada um dos quadrantes.

A Tangente

e Afungdo y = cotg x é impar:

cotg (-x) = -cotg x

O Funcao Secante
Lembrando que:

1
SeC X = —m ,
COS X

podemos concluir que a funcéo

y=f(x) =sec x tem:

¢ Dominio:

mﬂ=R-{%+n.mnez}

pois a funcdo secante n&o existe
guando a funcédo cosseno é zero

(cosx=0©x=%+n.n,n€Z).

e Imagem:

Im(f)={yeR |y<-1ouy=1}

A fungéo secante assume esses valo-
res a partir da imagem da fungéo cos-
seno (valores do intervalo [- 1; 1]).

e Periodo: 27 , pois a fungédo
secante tem o mesmo periodo da
funcao cosseno (2m).

e Sinais: a funcdo secante tem
0Ss mesmos sinais da fungao cosseno,
em cada um dos quadrantes.

©
©

®
®

cosseno
»
>

e Afuncaoy = sec x é par:

sec (-x) = sec x

O Funcao Cossecante
Lembrando que:

CcoSsecC X =

senx
podemos concluir que a funcao

Yy = cosSsecC X tiem:

e Dominio:
D(f)=R-{n.x,nEZ} pois a

funcéo cossecante ndo existe quando

a fungéo seno é zero
(senx=0<x=n.m NnEZ).
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e Imagem:

Im(f)={yeER|y<-1ouy=1}"

A funcao cossecante assume esses
valores a partir da imagem da funcéo
seno (valores do intervalo [-1; 1]).

e Periodo: 27  pois a fungdo
cossecante tem o mesmo periodo da
funcao seno (2m).

e Sinais: a funcdo cossecante
tem os mesmos sinais da funcéo
seno, em cada um dos quadrantes.

e Afungdoy = cossec x é impar:

cossec (-x) = - cossec x

2. INEQUAGOES
TRIGONOMETRICAS

As inequacdes trigonométricas
(elementares) sao resolvidas a partir
da leitura, no ciclo trigonométrico,
dos arcos determinados pelas con-
dicbes dos problemas, da mesma
maneira como foi feito o estudo das
equacaodes trigonométricas (elemen-

tares).

MODULO 10

Estudo das Variacdes do Periodo e
do Grafico das Funcdes Trigonométricas

1. VARIACOES DO PERIODO NAS
FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Seja y = f(x) uma funcéo trigonométrica de periodo
p e sejay = g(x) uma outra funcéo, obtida de y = f(x),
com periodo P. Sendo K um numero real ndo nulo, as

relacdes entre p e P, nos quatro casos importantes que

se seguem, sd0 as seguintes:

() g
() g
() g

V) g

Exemplos

Determinacao do periodo nas funcdes a seguir.

1) y = sen x tem periodo p = 2
y = 2 + sen x tem periodo
P=p=2n
(caso )

2)y =tg x tem periodo p = 1
y = 3. tg x tem periodo
P=p=m
(caso )
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K + f(x), verifica-se que

K . f(x), verifica-se que P

f(x + K), verifica-se que P

f(K . x), verifica-se que P = L

K|

3) y = cos x tem periodo p = 27
y = Cos (X + m) tem periodo
P=p=2n
(caso Ill)

4) y = sen x tem periodo p = 2x
y = sen(2 . x) tem periodo

_ P _2m_
2] 2
(caso IV)

5)y =tg x tem periodop = n

X .
y =1g ( > ) tem periodo
P = L = i =27
bl
2 2
(caso V)

6) y = cos x tem periodo p = 27
y=1+3.cos(rm.x)tem

2. 2
periodo P = T oo
|t m

(casos I, Il e V)




2. VARIACOES NO GRAFICO DAS FUNCOES
TRIGONOMETRICAS

Considerando os quatro casos mais importantes,
temos as seguintes alteragdes nos graficos das funcées

trigonométricas:

@ g(x) = K + f(x) , verifica-se que o gréfico da
funcdo da funcédo g(x) € obtido através de um
deslocamento na vertical (igual a |K|) do gréfico da
funcéo f(x): o gréfico de f(x) sobe quando k > 0, ou
desce quando K < 0. Se f(x) é a funcdo seno (ou

cosseno), entdo a imagem da funcédo g(x) sera o

intervalo [- 1 + k; 1 + k].

@ g(x) = K . f(x) , verifica-se que o gréfico da
funcéo g(x) é obtido através de uma deformacao na
vertical do grafico da funcao f(x): o grafico de f(x)
abre quando |K| > 1 ou fecha quando |K| <1.SeK«<
0, além dessa deformacéo, o gréafico gira 180° em torno do
eixo x. Se f(x) € a fungcdo seno (ou cosseno), entdo a

imagem da func&o g(x) sera o intervalo [-1. |K]; 1 . IKI].

@ g(x) = f(K + x) , verifica-se que o gréfico da
funcéo g(x) é obtido através de um deslocamento na
horizontal (igual a |K|) do gréfico da funcédo f(x): o
grafico de f(x) desloca para a direita quando

K < 0 ou para a esquerda quando K > 0.

@ g(x) = f(K . x) , verifica-se que o gréafico da

funcéo g(x) é obtido através de uma deformacao na

horizontal do grafico da funcao f(x); gracas a uma mus-

danca no periodo da funcéo (P = I;;I) o gréfico de f(x)

abre quando | K| < 1 ou fecha quando |K| > 1.

Nos itens @ e @ se f(x) é a fungédo seno (ou cos-
seno), entdo a imagem da funcdo g(x) serda o intervalo

[-1:1].

Exemplo
Representacao gréfica da funcdoy = 3. sen(2 . x), em um

periodo.

2.7
2

Notando que o periodo da funcéo é P = =x
(caso @) e que sua imagem ¢ igual ao intervalo [- 3; 3]

(caso (ID) temos o0 seguinte grafico para a funcao:

yA
K
] ]
I I
I I
I
I
AT
-___Jf;——‘\ - - -
al \\\ T | <
0| w4 w2 13x '~ Ao X
ETAR /
(| TSR, W r——-——-4- N
i ky =sen x
| N
L fy= 3. sen (2x) !
o = = = ]
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Matematica e suas Tecnologias

FRENTE 4

Geometria Plana

YV IVDIRIIVY

As melhores cabecas

Angulos

1. REGIT\O CONVEXA E
NAO CONVEXA (CONCAVA)

R é uma regiao convexa <
< (VA BER(A#B)=ABCR)

Py

R' é uma regiao ndo convexa <
< (3A BER'|AB ¢ R)

‘;q.

2. ANGULOS

U Definicao
Angulo é a uniado de duas semir-
retas de mesma origem.

o
m/\>

U Regiao angular

Um angulo geralmente determina
no plano trés conjuntos:

— pontos interiores;

— pontos do angulo;

— pontos exteriores.

Ponto Exterior ~ Ponto do Angulo

.‘ IA

0 o Ponto
Interior
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A unido do conjunto dos pontos
interiores com o conjunto dos pontos
do angulo constitui a regido angular.

] Bissetriz

E uma semirreta de origem no
vértice do angulo, que o divide em
dois &ngulos congruentes.

A

C A A
----—» A0C = BOC

QO Angulos consecutivos
e adjacentes

e S30 consecutivos dois angulos
que possuem um lado em comum.

Exemplo

AN ASAN AN AN AN
Osangulos 1e2,1e3e2e3da

figura sdo consecutivos.

\ 4

<
s | N>
w

e S&0 adjacentes dois angulos
consecutivos cujas regides angulares
se interceptam no lado comum. Na fi-
gura anterior, s&o adjacentes somen-
te os angulos 4\ e /2\

O Angulos opostos pelo
vértice
S&o0 angulos cujos lados de um
sdo semirretas opostas aos lados do
outro.

O Angulos: reto, agudo e obtuso

reto /aguyv
© A - A -

Ldl »
medida = 90° medida < 90°

( ) obtuso

90° < medida < 180°

O Angulos complementares,
suplementares
e replementares

A
e complementares: Se a+b=90°

<\b(

a

e suplementares: Se a+ It\> =180°
b
a

e replementares: Se a+ It; = 360°

b()a



Retas Paralelas

1. NOMENCLATURA 2. PARALELISMO

Angulos de lados paralelos pos-
suem nomes e propriedades especiais.

Dadas, num plano, duas retas, r
e s, e uma transversal t, obtém-se
oito angulos com as seguintes deno-

MiNagoes: e Angulos correspondentes

«=p K
rll's

e Angulos alternos
ril's
o
p
/ S
/A ril's
S
By

e Angulos colaterais

Observacao

Se as retas r e s fossem parale-
las e a transversal t nao fosse perpen-
dicular ar e s, entdo os oito angulos
determinados seriam tais que quatro
deles seriam agudos e congruentes,
0s outros quatro seriam obtusos e

congruentes e finalmente cada o+ B =180°
angulo agudo e cada angulo obtuso /
seriam suplementares, conforme a
figura seguinte.

ril's
o

p
S
o /

oY
B p

A S  Angulos de lados paralelos sao

¢ ‘/[; CONGRUENTES ou SUPLEMEN-

o+ B =180°

TARES.

4_%
o

o+ B =180° -

3. PERPENDICULARISMO

Angulos de lados perpendicula-
res séo CONGRUENTES ou SU-
PLEMENTARES.

o+ B =180°
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Tridngulos

1. DEFINICAO

Dados trés pontos nao alinhados,
A, BeC, Chamaje tr_iéngu_lo a unido
dos segmentos AB, BC e CA.

A

AABC = AB U BC U CA

2. REGIAO TRIANGULAR

E a unigo do triangulo ABC com o
conjunto dos pontos interiores.

Elementos do triangulo:

e vértices: A/B,C
e lados: AB, BC, AC
ngulos internos:

a
A A A A A A
A=BAC,B=ABC e C=ACB

e angulo externo: é o angulo for-
mado por um lado e a reta suporte do
outro, suplementar ao &ngulo interno.
Na figura, por exemplo, é o angulo a.

3. PROPRIEDADES IMPORTANTES

¢ Lei angular de Tales: a so-
ma dos angulos internos de qual-
querAtriéngquA € 180°, pois, como
EAC e p = B (alternos internos) e

y = A, resulta:
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4. CLASSIFICACAO DOS

; A . TRIANGULOS
m e quanto aos lados:
B c
B C

A A A
y+B+a=A+B+C=180°

¢ Teorema do angulo exter-
no: em qualquer tridngulo, cada equ,,';tero isosceles
angulo externo é igual a soma dos
internos ndo adjacentes.

escaleno

A
— Equilatero: os trés lados sao
congruentes.
. — lIsosceles: dois lados séo
Ex congruentes.
B c

— Escaleno: os trés lados sao
n&o congruentes.

AN A

Ex +C =180 e quanto aos angulos:
A AN A

A+ B+ C=180°

AN AN AN N N
AssmEx+C=A+B+C =

A A A
= Ex=A+B

. Retangulo
¢ Soma dos angulos exter- (A = 90°)

nos: em qualquer tridangulo, a soma
dos angulos externos € 360°.

o
v Acutangulo
A B &< 90°)

N\

o+ +y=360°
¢ Desigualdade nos tridngu- Obtusangulo
los: em todo tridngulo, ao maior lado se (A>90°)

opde o maior &ngulo e vice-versa.

— Retangulo: possui um angu-

A
lo reto.
c b — Acutangulo: possui 0s trés
angulos agudos.
B 5 ©

— Obtusangulo: possui um an-
a>b>coA>B>C gulo obtuso.




MODULO 4

Congruéncia de Triangulos

1. DEFINICAO

Dois triangulos sdo congruentes
se é possivel estabelecer uma cor-
respondéncia biunivoca entre o0s
vértices de um e os do outro, de
modo que os lados e os angulos
correspondentes sejam, respectiva-
mente, congruentes.

A A

B

(AB = A'B’
BC = B'C’

CA=CA’
AABC = AA'B'C' < ¢

>

B>

=A'
A
BI
A

cl

m>
[l

>

\C

R

2. CRITERIOS DE

CONGRUENCIA &/\ &/\
Os critérios de congruéncia séo o H

0S casos em que se pode assegurar a
congruéncia de dois triangulos sem
que se saiba tudo sobre eles.

ALA

Dois triangulos séo congruentes
quando possuem dois angulos € o la-
do entre eles, respectivamente, con-

Temos quatro casos de congruén-
cia de triangulos:

LLL gruentes.
Dois triangulos sédo congruentes
quando possuem os trés lados, res- /\’\ /\'\
pectivamente, congruentes. # #
LAA,

AN

U U
LLL LLL

Dois triangulos sao congruentes
quando possuem um lado, um angu-
lo e 0 &ngulo oposto a esse lado, res-
pectivamente, congruentes.

LN AN

LAL

Dois triangulos sdo congruentes
quando possuem dois lados e 0 an-
gulo entre eles, respectivamente, con-
gruentes.

Condicao de Existéncia de Triangulos

Em todo triangulo, a medida de cada um dos lados é

Consequéncia

sempre menor do que a soma das medidas dos outros

dois.

AB < AC + BC
BC < AB + AC
AC < AB + BC

Num triangulo ABC, tem-se sempre:

| BC-AC | < AB <BC + AC

Observacao
e se AB for o maior lado, basta que AB < AC + BC

© para existir o triangulo.

e A, B e C sédo pontos de uma mesma reta
(alinhados) se, e somente se, AB + BC = AC ou
AB + AC =BC ou AC + BC = AB.
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MODULO 6

1. DEFINICAO

Consideremos,
pontos (n = 3), Ay, Ay, As,..., A, orde-
nados de modo que trés consecutivos
nao sejam colineares.

Chama-se poligono A;AA5...A, a
figura formada pela unido dos n seg-
mentos consecutivos:

AAUAA U AA, U .. UAA,

2. REGIAO POLIGONAL

E a regido do plano formada pela
unido dos pontos do poligono com 0s
pontos do seu interior.

Se aregido poligonal for convexa,
o poligono sera denominado poligono
Convexo.

Regigo Poligonal
Convexa

3. NOMENCLATURA

Conforme o numero de lados,
temos a seguinte nomenclatura:

32 — D OBJETIVO

Para os demais, dizemos poligo-
no de n lados.

4. CLASSIFICACAO

e Poligono equilatero: tem
todos os lados congruentes.

Exemplos:

losango, quadrado,...

e Poligono equiangulo: tem
todos os angulos internos congruen-
tes.

Exemplos:

retdngulo, quadrado,...

e Poligono regular: é equila-
tero e equiangulo simultaneamente.

Exemplo:

quadrado.

5. NUMERO DE DIAGONAIS

Chama-se diagonal de um poli-
gono a todo segmento de reta cujas
extremidades sdo vértices ndo con-
secutivos.

Num poligono convexo de n lados:

a) cada vértice da origem a
(n —3) diagonais.

Poligonos
b) os n vértices déo origem a
n nome . .
n(n — 3) diagonais.
num plano, n 3 triangulo . c) com este raciocinio, cada
diagonal fica contada duas vezes,
4 quadrilatero pois cada uma delas é determinada
por dois vértices.
5 pentagono Assim, sendo d o numero de dia-
gonais do poligono, temos:
6 hexagono
d= n(n - 3)
7 heptagono - 2
8 octégono 6. SOMA DOS ANGULOS
INTERNOS (S;)
9 eneagono
Como ilustram as figuras abaixo,
10 decagono as diagonais que partem de um vér-
; tice dividem o poligono, em (n — 2)
11 undecagono triangulos.
12 dodecagono :: ‘g
15 pentadecagono
20 icosagono

Como a soma dos angulos inter-
nos de um triangulo € 180°, entéo:

S,=(n-2).180°

7. SOMA DOS ANGULOS
EXTERNOS(S,)

Em cada um dos n vértices de um
poligono convexo de n lados, tem-se:
& +a,=180°

Assim:n(§ + &,) =n . 180° =

< §5+5,=n.180° =

< (nN-2).180°+S,=n.180° =

= §, = 360°

8. POLIGONOS REGULARES

Em todo poligono regular de n
lados (n = 3), sendo 4, a medida de
cada angulo interno e &4, a medida de
cada angulo externo, tém-se:

R (n-2).180°

a = o
360°

n

a, +a, = 180°

a, =



MODULO 7

Quadrilateros Notaveis

1. TRAPEZIO

Quadrilatero com dois lados pa-

ralelos.

AB //CD (bases)

AD eCB (lados transversais)
o+ B =180°

a = 90° = trapézio retangulo

AD = CB = trapézio isdsceles

2. PARALELOGRAMO

Quadrilatero com os lados opos-
tos respectivamente paralelos.

AD // BC

AB //CD e

Propriedades
e | ados opostos congruos.
e Angulos opostos congruos.

¢ Diagonais que se cortam ao meio.

3. RETANGULO

Paralelogramo com um angulo
reto.

Propriedades Propriedades
® Valem as propriedades do pa- e Valem as propriedades do pa-
ralelogramo. ralelogramo.

e As diagonais estdo nas bis-
setrizes dos angulos internos.

e As diagonais séo perpendicu-
lares.

e (Os quatro lados s&do congruen-
tes.

* As diagonais s&o congruas.
e (Os quatro angulos séo retos.

4. LOSANGO

Paralelogramo com dois lados

consecutivos congruentes.
5. QUADRADO

A
Paralelogramo que é retangulo e

losango ao mesmo tempo.

A B

45°

45°

Propriedades
e Valem as propriedades do
retangulo.

e Valem as propriedades do
C
losango.

6. DIAGRAMA DE INCLUSAO ENTRE OS

CONJUNTOS DOS QUADRILATEROS NOTAVEIS

retangulos(quadrados) losangos

paralelogramos
trapézios

quadrilateros
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MODULO 8

Linhas Proporcionais

1. FEIXE DE

RETAS PARALELAS

Conjunto de trés ou mais retas pa-
ralelas entre si.

Qualquer reta interceptando to-
das as paralelas serd uma transver-

sal do feixe.

r/ls

s/t

t//u

Q Teorema

Se um feixe de retas paralelas
determina sobre uma transversal seg-
mentos congruentes, entdo determina
também, sobre outra transversal qual-
quer, segmentos congruentes.

Sejam a e b as transversais que
determinam no feixe de paralelas
r//s//t//u ospontosA B CeDeP,
Q, R e S, respectivamente:

ril's

s/t
t//u

AB = BC = CD=

= PQ =QR = RS

13

2. TEOREMA DE TALES

Se duas retas séo transversais de
um feixe de retas paralelas, entédo a
razdo entre as medidas de dois seg-
mentos quaisquer de uma delas é
igual a razédo entre as medidas dos
segmentos correspondentes da outra.
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rlls
s/t
t//u

ul/lv

N,

AB _
cD

LM
NU

PQ
RS

Q Consequéncia
“Toda paralela a um lado de um
triangulo determina sobre os outros

dois lados segmentos proporcionais.”

= =—>
Sendo MN // BC, temos:

AM AN
MB =~ NC
ou
AM AN
AB =~ AC

3. TEOREMA DA
BISSETRIZ INTERNA

“Em todo tridangulo, a bissetriz de
um angulo interno determina no lado
oposto dois segmentos diretamente
proporcionais aos lados desse angu-
lo.”

Assim, na figura seguinte, temos:

AB _AC

BS CS

B S C

Uma das demonstracdes desse
teorema consiste no tracado de retas
paralelas a AS passando, respectiva-

mente, pelos pontos B e C.
Neste caso, basta aplicar
diretamente o Teorema de Tales.

4. TEOREMA DA
BISSETRIZ EXTERNA

“Quando a bissetriz de um angu-
lo externo de um tridngulo intercepta a
reta suporte do lado oposto, ficam
determinados, nesta reta, dois seg-
mentos, cujas medidas sédo direta-
mente proporcionais as medidas dos
outros dois lados desse tridngulo.”

Assim, na figura seguinte, temos:

AB AC

BS CS

Como no caso anterior, esse teo-
rema também pode ser demonstrado
pelo teorema de Tales.



MGODULO 9

Semelhanca de Tridngulos

1. DEFINICAO

Dois triangulos sdo semelhantes
se, e somente se, possuem 0s trés
angulos ordenadamente congruentes
e 0s lados correspondentes respecti-
vamente proporcionais.

(oe]
(@]

AABC ~ AA'B'C' =
AA A A A A
A=A"'B=B,C=C

AB
A'B'

BC _ _AC
BC' AC

O numero k é denominado raz&o
de semelhanca dos triangulos.
Se k = 1, entéo os triangulos sé&o

congruentes.

2. CRITERIOS
DE SEMELHANCA

Q 19 Critério (AA~)

'Se dois triangulos possuem dois
angulos ordenadamente congruentes,
entdo sao semelhantes."

A
B' c’
A
B ©

= AABC ~ AAB'C'

n

o> >>
n
w> >

Q 292 Critério (LAL~)

“Se dois triangulos possuem dois
lados correspondentes ordenada-
mente proporcionais e os angulos
compreendidos entre esses lados séo
congruentes, entao os triangulos sé&o
semelhantes.”

A

Cl

A A
B=B'

AB BC
i
AIBI BICI

= AABC ~ AAB'C'

Q 3¢ Critério (LLL~)

'Se dois triangulos tém os trés
lados correspondentes ordenada-
mente proporcionais, entdo sdo se-
melhantes."

Al
CI
A
B
C
B

AB BC AC
= = =

AB  BC AC
= AABC ~ AABC

Observacao

Se a razdo de semelhanca de
dois triangulos é k, entdo a razéo
entre dois elementos lineares corres-

pondentes quaisquer é k.

Exemplo

Se a razao de semelhanca de
dois triangulos é 2, entao a razéo
entre as medianas correspondentes é
2, araz&o entre as alturas correspon-

dentes é 2 etc.
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MODULO 10

Teorema de Pitagoras

Q Enunciado

Num triangulo retangulo ABC,
retoem A, vale a seguinte relac&o:
(BC)? = (AB)? + (AC)? ou "o quadrado
da medida da hipotenusa € igual a
soma dos quadrados das medidas

dos catetos'".

O Demonstracao
Seja o triangulo ABC da figura se-

guinte, no qual ABL ACe AD L BC.

Os triangulos ABC e DBA séo se-

melhantes pelo critério (AA~).

Assim:
AB  BC

DB BA

< BC.BD = (AB)2 ()

Os triangulos ABC e DAC séo
semelhantes pelo critério (AA~).
Assim:

AC

DC

_ BC

AC

<BC . DC = (AC)? (Il)
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Somando-se (1) e (lI), membro a

membro, tem-se:

BC.BD + BC . DC = (AB)? + (AC)? «
< BC . (BD + DC) = (AB)? + (AC)° <

< BC.BC = (AB)? + (AC)? <

« (BC)2 = (AB)? + (AC)2

Q Calculo da medida
da diagonal de um
quadrado em funcao
da medida do seu lado

Seja ABCD um quadrado de lado
¢ e de diagonal d.

D ¢ c
i d i
ol

A 7 B

Aplicando o Teorema de Pita-
goras ao tridangulo retangulo ABD,
temos:

(BD)?2 = (AB)? + (AD)?
Assim:

d2=¢2 + (2 < d2 =22 <

sd=V22s d=¢V2

Q Calculo da altura h
de um triangulo equilatero
em funcao do lado ¢

Seja ABC um triangulo equilatero
de lado ¢, cujo ponto médio do lado
BCé M.

A

/ h 4
Do

2 2

Os triangulos MBA e MCA séo
congruentes pelo critério LLL e assim
sé&o retangulos em M.

Aplicando o Teorema de Pita-
goras a um deles, temos:

2
4
h? + (7) =’

3¢2 3¢2
< h? = T < h= 7 =
, ¢V3
= =
2



