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EXERCICIOS PROPOSTOS FRENTE 1 - ALGEBRA

3. (ESPCEX) - O grifico abaixo representa a funcdo y = a*.
A partir dos dados fornecidos, pode-se concluir que o valor de
~ log,c +log.a € igual a
LOGARITMOS: DEFINICAO
a) i 4
1. Calcule: 3
— — — Ci-------
a) log,32= b) log;9V3 = ¢) log,s125= b % :
d) logsl +1og3 +log, 7% + 2% = i
17 i
C) _— 1
4 i
RESOLUCAO: 2 i
d) zero i |
a) log,32=x+2x=32s2x=25«x=5 ' !
L 241 5 e) 2 / : :
b) log9V3=x e 3=9V3e3=32.32 & 3=3 T ex= — 1' : >
X
2% — 53 3
©) logyI25=x25"=125 = 5% =5« x= B3 Gréfico fora de escala
d) logsl +log,3 +log, 792 +2'°%2" = 0+ 1+ 92 +7 = 100 RESOLUCAO:
Sendo y = f(x) = a* e f(1) = 2 (do grafico), resulta a = 2. Logo, f(x) = 2* e
como f(3) = ¢ (do grafico), obtém-se 23 = ¢ e, portanto, c = 8.
Assi _ _ 1 _ 10
ssim, log,c + log.a =log,8 + logg2 =3 +T =5
Resposta: B
2. O valor de logg[log, (log;81)] €
1 1
a) 0 b) 5 c) 1 d) 2 e) 3 4. (UNESP) - O valor de x na equagdo log, =x = 5 é
RESOLUCAO: 3
1 1 \3 V3 V3
logg[log, (log;81)] = logg[log,4] = logg2= 5 a) ( JE— ) b) =S c) =S
3
Resposta: B 3
d V3 e)V3
RESOLUCAO:
1 1
1 — —
- - 3 -(V33)3
logng— 3 <X (3\/§> X ( 3 ) <
1
3N\73 1
©X=<32> ex=32ex=V3
Resposta: E
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5. (UF DE SANTA MARIA-RS) — A partir de dados do Instituto
Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (Inep),
o indice de Desenvolvimento da Educagdo Bdsica (IDEB) para as
Séries Iniciais do Ensino Fundamental da Escola Estadual Bdésica
Professora Margarida Lopes (Santa Maria, RS) pode ser representado

pela expressdo
t—1997
f(t) =5 +log, —5

onde f(t) representa o IDEB em func¢do do ano t em que o dado foi
coletado. Diante dessas informagdes, pode-se afirmar que o acréscimo
do IDEB previsto para essa escola, de 2005 a 2013, é de

a)5 b) 1 c) 12 d)1/4  ¢e)0

RESOLUCAO:

2013 - 1997 > }
— /|-

£(2013) - £(2005) = [ 5+ log2<

2005 - 1997
—-| 5+log, T =

=[S +1log,2] - [5+log,1]=[5+1]-[5+0]=1

Resposta: B

PROPRIEDADES DOS LOGARITMOS

1. Considerando log;,2 =0,30,log,,3 =0,48 e log,,7 = 0,84 obtenha:
a) log,(2.3)= b) log,,(2+3)=

23 \V7
c) log,,72= d) logy, f =
RESOLUCAO:
a) log;(2.3) =log, 2 +log;y3 =030 + 0,48 = 0,78

10
b) log,,(2 + 3) =log,,5 =log,, T =

=log;,10 - log,,2=1-0,30=0,70

o) log, 72 =log, 2% . 32 =log,(23 + log,y3* =
=3.log; 2 +2.log;;3=3.0,30+2.0,48=090 + 0,96 = 1,86
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2 7

d) logjy —5— =log;,(2*.V7)-log,3=

L 1
=log;y2® +log )7 2 —log;n3=31log,2 + > log,,7 —log,;,3 =

1
=3.030+ 7 .0,84-0,48=0,90 + 0,42 - 0,48 = 0,84

2. (MACKENZIE) — O pH do sangue humano é calculado por
1

pH = log <§>, sendo X a molaridade dos fons H;0*. Se essa

molaridade for dada por 4,0.108 e, adotando-se log 2 = 0,30, o valor

desse pH serd

a) 7,20 b) 4,60 ¢) 6,80 d) 4,80 e) 7,40

RESOLUCAO:
Sendo, de acordo com o enunciado,

1
pH =log,, (Y) ,X=4,0.10"8¢ log,,2 = 0,3, temos
pH =log,,(4~ 1,103 =-1. log,,4 + 8 .log,,10 =
=-2.log2+8=-2.030+8=74

Resposta: E



Ve

FUNCAO LOGARITMICA

|||||||||||||||

1. Esbogar os gréficos das fungdes f e g, de IR"; em R, definidas por
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2. (UNIP) — A maior raiz real da equac¢do
log,,x = x2 -4 é a. E correto afirmar que

a) -1<a<0 b) 0<a<l1 c) I<a<?2
d)0<a<?2 e) a>?2
RESOLUCAO:

Esbocando os graficos das funcdes definidas por
f(x) =log,ox e g(x) = x? -4 obtém-se:

\

-2

Ay

As raizes X, e X, (x; < X,) da equacio f(x) = g(x) sdo as abscissas dos pontos
de interseccdo dos grificos. Portanto, 0 <x; <1 e x, > 2.

Logo,a > 2.

Resposta: E

3. (MACKENZIE) — A figura mostra os esbocos dos gréficos das
fungdes f(x) =22 e g(x) = log,(x + 1).

AY

"

» X
A drea do tridngulo ABC é
b 3 d 2 1
Yw Py 9m 9% 9%
RESOLUCAO:

1) B0,y Ef=>y,=22-0=1

2) A(XA,yB)Eg=yB=log2(xA+1)=l=XA+ 1=2=x,=1

3) C(x,,yo) Ef =y =22-Xa=221=4

4 — D OBIJETIVO

4) A area do triangulo ABC é
(xy =Xp) - (Y —Y4) 1-0).4-1) 3

BA .AC
2 - 2 - 2 T2

Resposta: C

4. (IBMEC-Adaptado) — No grifico a seguir, estdo representadas as
funcoes log,x, log;x, logsx € log,ox

y i(x)
R h(x)
b e 9(x)
g LI A = = ﬂX)

»
>
X

1
]
!
i
1 k

Utilizando as informagdes do grafico podemos concluir que o valor de

logkg—o—logk%é
1 1 1 1 1 1 1 1
e R e R
1 1 1 1 1 1 1 1
e e
o L L 1 1
a b C d
RESOLUCAO:

Observando que se k > 1, entdo log, k <logsk <log;k <log,k, concluimos
que log,k =a;log;k =b,log;k = clog,k =d

Entio, logleO - logk% = (log, 10 — log,3) — (log,5 — log,2) =

=log, 10 —log, 3 —log, S + log, 2 = 1 ___1 1 , 1 _

log, k log;k log .k log,k
1 1 1,1

1
a c b d a b c d

Resposta: A



MODULO 24

EQUAGOES E INEQUACOES
EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS

1. (ESPCEX) — O valor de x na equagéo exponencial
72x—1 X 7x—1 =0é

2log 2 b 3log 3 o) 2log 3
log 7 log 7 log 7
" 3log 2 o Jlog8
log 7 log 7
RESOLUCAO:
x)2 X
et_popetzge T T g
7 7

& (TN2=T7.(T)=(T)=0< (T2=8 . (7 =0<7*.(7*-8) =0 <
< 7%= 0 (nfio serve) ou 7* = 8 < log 7 = log 23 <>

3log 2

< x.log7=3log2 < x=
log 7

Resposta: D

2. Resolva,em R, as equagdes
a) log (x+2)=2
b) log(X7 2)(2)( -9)= log(x B 2)(23 - 6X)

RESOLUCAO:
a) logx(x+2)=2=>xz=x+2=>

2_x-2=0=x=2o0ux=-—1 (ndio serve) = x =2

= X
b) log(x _ 2)(2X -9)= log(X _ 2)(23 - 6x) =

= 2x -9 =23 - 6x = 8x =32 = x =4 (nio serve)
Resposta: a) V = {2}

b)vV=0

3. (FATEC) - Se x é um niimero real positivo tal que
log,9 =log,x —log,x, entdo log,x € igual a

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 5

RESOLUCAO:
log,x

log,9 = log,x —log,x <> log,9 = log,x —
log,4

log,x
<> log,9 =log,x —

< 2log,9 = 2log,x — log,x <>

<> log,9? =log,x <> x = 81
Logo, log;x =log;81 =4
Resposta: D

4. (UFMA) — A soma das raizes da equagdo 2 log, x +2 log, 9=5 ¢:

a) 92 b) 27 c) 36 d) 76 e) 84
RESOLUCAO:
2logyx+2log, 9=5<2logyx+2.— =5

log, x

<> 2(logyx)? + 2= 5 loggx <> 2(logyx)* — 5 logyx +2 =0 <>

< logyx=2 ou log9x=%@x:Sloux:?ac»V:{S;Sl}

Resposta: E
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EQUAGOES E INEQUACOES
EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS

1. Resolvendo em R a inequagdo logo’l(x2 +75) —logy (x-4) < -2
resulta como solugdo o conjunto

a) (xER|5=<x=<95}

b) {xER[4<x=<95}

c) {xER\xSSouXB%}

d) {xER[4<x<50ux=95}

e) {XER[4<x<50ux=75}

RESOLUCAO:

) x-4>0=>x>4

x2+75

<-2
—4 =

1D log, ,(x*+75) - log, ,(x - 4) < -2 =>log,

x2+75

) =100 = x2+ 75 = 100x — 400, pois x > 4 =
X—

= x2-100x + 475 = 0 = x < 5 ou x = 95, pois o grifico de

f(x) = x% - 100x + 475 é do tipo y

De (I) e (ITI) concluimos que a solucao /

da inequacio é o conjunto » x
5 95

V={xER|4<x<50ux =95}

Resposta: D

2. Os valores reais de x que satisfazem a sentenga

2.logg(x —2) — logg(x - 3) > 2 sdo dados por

3
a) x>3 b) x>2ex#3 c) x>3exz4
d) x>4 e) 3<x<4
RESOLUCAO:
) {X_2>0=>x>3
x=-3>0
2 -2)? 2
1) 2 logy(x - 2) ~ logy(x - 3) > —3- => logg & _3) > 5=

(x-2)*

X —

>4= (x-2)2>4x-12,poisx >3 =

Sx2-4x+4>4x-12=>x2-8x+16> 0= (x-4)2>0=>x%4

De (I) e (II) concluimos que o conjunto verdade da inequacao é

V=(xER|x>3exz4}

Resposta: C
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3. (CFOAVI) - Se a fungdo real f € definida por

f(x) = logy (3x + 4) — log; (2x — 1), entdo o conjunto de valores de x
para os quais f(x) < 1¢é

3

a) {xER|i<x< } ©) {xER|x<%oux> 7}

b) {xER|x<7} d) {XER|X>%}
RESOLUCAO:
a) Condicao de existéncia

3x+4>0 1

x-1>0 TX7 7

b) f(x) =logy(3x +4) —logy(2x — 1) <1 => log, 2X + 411 e
X —

3x+4
2x -1

7
<3=3x+4<6x-3=>T7<3x=>x> KN

7
De a e b concluimos que x > KN

Resposta: D

4. Resolva, em R, a inequacao 10g3log1 (x-3)<0.

3
RESOLUCAO:

D x-3>0=x>3
1) log1 x-3)>0=>x-3<1=>x<4
3

1 10
I1I) log3logl (x—3)<0=>logl x=-3)<1=x-3> ? =Xx> 3
3 3

De (I), (II) e (IIT) concluimos que a solucio da inequacéo é o conjunto

V= {xER| % <x<4}

Resposta: V = {XER‘ % <x<4}



MODULO 26

LOGARITMOS DECIMAIS

1. Utilizando a tabela de logaritmos, determinar

a) log 36500 = 4,5623

b) log 0,0049 = 3,6902 = -3 + 0,6902 = — 2,3098

2. (UNIFESP) — A tabela apresenta valores de uma escala logaritmica
decimal das populac¢des de grupos A, B, C, ... de pessoas.

Grupo A B C D E F
P"p(‘;:?ga" 5 35 | 1800 | 60000 10009000

log,,(p) |0,69897|1,544073,255274,77815|5,54407| 7,00039

Por algum motivo, a populagdo do grupo E estd ilegivel. A partir de
valores da tabela, pode-se deduzir que a populagdo do grupo E é

a) 170.000. b) 180.000. ¢) 250.000.
d) 300.000. e) 350.000.
RESOLUCAO:

log 35 =1,54407 =1 + 0,54407 = 5,54407 = 5 + 0,54407 = log 350 000
Resposta: E

3. (FUVEST) - Pressionando a tecla de uma calculadora,
aparece no visor o logaritmo decimal do nimero que estava antes no
visor. Digita-se inicialmente o nimero 8 8 8 8 8 8 8 8 (oito oitos).
Quantas vezes a tecla precisa ser pressionada para que apare-
¢ca mensagem de erro?

a) 2 b) 4 c) 6 d) 8 e) 10

RESOLUCAO:

12 vez: log 88888888 =7, m
22vez:log7,m=0,n
32vez:log0,n=—-A(A>0)

42 vez: log (- A) ndo existe (ERRO)
Resposta: B

4. Considerando log 3 = 04771, podemos concluir que o nimero de
31000 é:

c) 477

algarismos de x =
a) 47 b) 48 d) 478 e) 572
RESOLUCAO:

x = 31000  Jog x = log 31900 = Jog x = 1000 . log 3 =

= log x =1000 . 0,4771 < log x =477,1

Portanto, x tem 477 + 1 = 478 algarismos

Resposta: D

5. (FGV) - Os diretores de uma empresa de consultoria estimam que,
com x funciondrios, o lucro mensal que pode ser obtido € dado pela
func¢do:

2
P(x) =20 + ¢n (;—5) —0,1x mil reais.

Atualmente a empresa trabalha com 20 funciondrios.
Use a aproximag@o €n 2 = 0,7 para responder qual é o valor do lucro
mensal da empresa.

RESOLUCAO:
Com x = 20 funcionarios, o lucro da empresa, em milhares de reais, resulta
igual a:
202 4
P(20) =20 + €n 55 -0,1.20=20+4n16-2=20+€n2*-2=

=20+4.6n2-2=20+4.0,7-2=20+28-2=208

No caso, o lucro é, portanto, igual a R$ 20 800,00.

Resposta: R$ 20 800,00
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TABUA DE LOGARITMOS

N 0 1 2 3 4 S 6 7 8 9

10 | 0000 0043 | 0086 | 0128 | 0170 & 0212 @ 0253 @ 0294 | 0334 0374
11 | 0414 | 0453 | 0492 | 0531 | 0569 | 0607 | 0645 | 0682 | 0719 0755
12 | 0792 | 0828 | 0864 | 0899 | 0934 | 0969 | 1004 | 1038 | 1072 1106
13 | 1139 | 1173 | 1206 | 1239 | 1271 | 1303 | 1335 | 1367 | 1399 1430
14 | 1461 | 1492 | 1523 | 1553 | 1584 | 1614 | 1644 | 1673 | 1703 1732
15 | 1761 | 1790 | 1818 | 1847 | 1875 | 1903 | 1931 | 1959 | 1987 2014
16 | 2041 | 2068 | 2095 | 2122 | 2148 | 2175 | 2201 | 2227 | 2253 2279
17 | 2304 | 2330 | 2355 | 2380 | 2405 | 2430 | 2455 | 2480 | 2504 2529
18 | 2553 | 2577 | 2601 | 2625 | 2648 | 2672 | 2695 | 2718 | 2742 2765
19 | 2788 | 2810 | 2833 | 2856 | 2878 | 2900 | 2923 | 2945 | 2967 2989
20 | 3010 @ 3032 3054 @ 3075 | 3096 | 3118 @ 3139 @ 3160 | 3181 3201
21 | 3222 | 3243 | 3263 | 3284 | 3304 | 3324 | 3345 | 3365 | 3385 3404
22 | 3424 | 3444 | 3464 | 3483 | 3502 | 3522 | 3541 | 3560 | 3579 3598
23 | 3617 | 3636 | 3655 | 3674 | 3692 | 3711 | 3729 | 3747 @ 3766 3784
24 | 3802 | 3820 | 3838 | 3856 | 3874 | 3892 | 3909 | 3927 | 3945 3962
25 | 3979 | 3997 | 4014 | 4031 | 4048 | 4065 | 4082 | 4099 @ 4116 4133
26 | 4150 | 4166 | 4183 | 4200 | 4216 | 4232 | 4249 | 4265 | 4281 4298
27 | 4314 | 4330 | 4346 | 4362 | 4378 | 4393 | 4409 | 4425 | 4440 4456
28 | 4472 | 4487 | 4502 | 4518 | 4533 | 4548 | 4564 | 4579 | 4594 4609
29 | 4624 | 4639 | 4654 | 4669 | 4683 | 4698 | 4713 | 4728 | 4742 4757
30 | 4771 | 4786 | 4800 | 4814 | 4829 4843 | 4857 | 4871 | 4886 4900
31 | 4914 | 4928 | 4942 | 4955 | 4969 @ 4983 | 4997 | 5011 | 5024 5038
32 | 5051 | 5065 | 5079 | 5092 | 5105 | 5119 | 5132 | 5145 | 5159 5172
33 | 5185 | 5198 | 5211 | 5224 | 5237 | 5250 | 5263 | 5276 | 5289 5302
34 | 5315 | 5328 | 5340 | 5353 | 5366 | 5378 | 5391 | 5403 | 5416 5428
35 | 5441 | 5453 | 5465 | 5478 | 5490 | 5502 | 5514 | 5527 | 5539 5551
36 | 5563 | 5575 | 5587 | 5599 | 5611 | 5623 | 5635 | 5647 | 5658 5670
37 | 5682 | 5694 | 5705 | 5717 | 5729 | 5740 | 5752 | 5763 | 5775 5786
38 | 5798 | 5809 | 5821 | 5832 | 5843 | 5855 | 5866 | 5877 | 5888 5899
39 | 5911 | 5922 | 5933 | 5944 | 5955 | 5966 | 5977 | 5988 | 5999 6010
40 | 6021 @ 6031 @ 6042 6053 @ 6064 @ 6075 | 6085 = 6096 @ 6107 6117
41 | 6128 | 6138 | 6149 | 6160 | 6170 | 6180 | 6191 | 6201 | 6212 6222
42 | 6232 | 6243 | 6253 | 6263 | 6274 | 6284 | 6294 | 6304 | 6314 6325
43 | 6335 | 6345 | 6355 | 6365 | 6375 | 6385 | 6395 | 6405 | 6415 6425
44 | 6435 | 6444 | 6454 | 6464 | 6474 | 6484 | 6493 | 6503 @ 6513 6522
45 | 6532 | 6542 | 6551 | 6561 | 6571 | 6580 | 6590 | 6599 | 6609 6618
46 | 6628 | 6637 | 6646 | 6656 | 6665 | 6675 | 6684 | 6693 | 6702 6712
47 | 6721 | 6730 | 6739 | 6749 | 6758 | 6767 | 6776 | 6785 | 6794 6803
48 | 6812 | 6821 | 6830 | 6839 | 6848 | 6857 | 6866 | 6875 | 6384 6893
49 | 6902 | 6911 | 6920 | 6928 | 6937 | 6946 | 6955 | 6964 | 6972 6981
50 | 6990 | 6998 7007 | 7016 | 7024 | 7033 | 7042 @ 7050 @ 7059 7067
51 | 7076 | 7084 | 7093 | 7101 | 7110 | 7118 | 7126 | 7135 | 7143 7152
52 | 7160 | 7168 | 7177 | 7185 | 7193 | 7202 | 7210 | 7218 | 7226 7235
83 | 7243 | 7251 | 7259 | 7267 | 7275 | 7284 | 7292 | 7300 | 7308 7316
54 | 7324 | 7332 | 7340 | 7348 | 7356 | 7364 | 7372 | 7380 | 7388 7396

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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TABUA DE LOGARITMOS

N 0 1 2 3 4 S 6 7 8 9

55 | 7404 | 7412 | 7419 | 7427 | 7435 | 7443 | 7451 | 7459 | 7466 | 7474
56 | 7482 | 7490 | 7497 | 7505 | 7513 @ 7520 | 7528 | 7536 @ 7543 | 7551
57 | 77559 | 7566 | 7574 | 7582 | 7589 | 7597 | 7604 | 7612 @ 7619 | 7627
58 | 7634 | 7642 | 7649 | 7657 | 7664 = 7672 | 7679 | 7686 @ 7694 | 7701
59 | 7709 | 7716 | 7723 | 7731 | 7738 | 7745 | 7752 | 7760 | 7767 | 7774
60 7782 | 7789 @ 7796 | 7803 7810 7818 | 7825 7832 7839 | 7846
61 7853 | 7860 | 7868 | 7875 7882 | 7889 | 7896 | 7903 & 7910 | 7917
62 | 7924 | 7931 | 7938 | 7945 | 7952 | 7959 | 7966 | 7973 | 7980 & 7987
63 | 7993 | 8000 & 8007 | 8014 & 8021 | 8028 | 8035 | 8041 & 8048 | 8055
64 8062 | 8069 & 8075 | 8082 8089 | 8096 | 8102 @ 8109 & 8116 | 8122
65 | 8129 | 8136 | 8142 | 8149 8156 = 8162 | 8169 | 8176 8182 | 8189
66 | 8195 | 8202 | 8209 | 8215 8222 | 8228 | 8235 & 8241 | 8248 | 8254
67 | 8261 | 8267 | 8274 | 8280 = 8287 | 8293 | 8299 @ 8306 8312 | 8319
68 | 8325 | 8331 | 8338 | 8344 8351 | 8357 | 8363 @ 8370 @ 8376 | 8382
69 | 8388 | 8395 @ 8401 | 8407 & 8414 = 8420 | 8426 & 8432 8439 | 8445
70 | 8451 | 8457 | 8463 | 8470 | 8476 &« 8482 8488 | 8494 8500 | 8506
71 | 8513 | 8519 | 8525 | 8531 @ 8537 = 8543 | 8549 | 8555 8561 | 8567
72 | 8573 | 8579 | 8585 | 8591 | 8597 | 8603 | 8609 | 8615 = 8621 & 8627
73 | 8633 | 8639 | 8645 | 8651 @ 8657 @ 8663 | 8669 @ 8675 8681 | 8686
74 | 8692 | 8698 | 8704 | 8710 | 8716 | 8722 | 8727 | 8733 @ 8739 | 8745
75 | 8751 | 8756 | 8762 | 8768 @ 8774 | 8779 | 8785 8791 | 8797 | 8802
76 | 8808 | 8814 | 8820 | 8825 8831 | 8837 | 8842 8848 | 8854 | 8839
77 | 8865 | 8871 | 8876 | 8882 8887 | 8893 | 8899 | 8904 & 8910 | 8915
78 | 8921 | 8927 | 8932 | 8938 | 8943 | 8949 & 8954 | 8960 & 8965 | 8971
79 | 8976 | 8982 | 8987 | 8993 | 8998 | 9004 & 9009 | 9015 9020 | 9025
80 | 9031 | 9036 = 9042 | 9047 | 9053 | 9058 @ 9063 | 9069 9074 | 9079
81 | 9085 | 9090 & 9096 | 9101 & 9106 = 9112 | 9117 | 9122 | 9128 | 9133
82 | 90138 | 9143 | 9149 | 9154 | 9159 | 9165 | 9170 | 9175 @ 9180 | 9186
83 | 9191 | 9196 | 9201 | 9206 & 9212 | 9217 | 9222 | 9227 | 9232 | 9238
84 | 9243 | 9248 | 9253 | 9258 | 9263 | 9269 | 9274 | 9279 & 9284 & 9289
85 | 9294 | 9299 | 9304 | 9309 | 9315 | 9320 | 9325 | 9330 @ 9335 | 9340
86 | 9345 | 9350 | 9355 | 9360 = 9365 | 9370 | 9375 9380 | 9385 | 9390
87 | 9395 | 9400 | 9405 | 9410 @ 9415 | 9420 | 9425 @ 9430 | 9435 | 9440
88 | 9445 | 9450 | 9455 | 9460 @ 9465 9469 | 9474 | 9479 & 9484 | 9489
89 | 9494 | 9499 | 9504 | 9509 | 9513 | 9518 | 9523 | 9528 @ 9533 & 9538
90 | 9542 | 9547 @ 9552 | 9557 @ 9562 9566 | 9571 9576 @ 9581 | 9586
91 | 9590 | 9595 | 9600 | 9605 | 9609 | 9614 | 9619 | 9624 = 9628 | 9633
92 | 9638 | 9643 | 9647 | 9652 @ 9657 | 9661 | 9666 = 9671 | 9675 | 9680
93 | 9685 | 9689 | 9694 | 9699 | 9703 | 9708 | 9713 | 9717 | 9722 @ 9727
94 | 9731 | 9736 | 9741 | 9745 @ 9750 @ 9754 | 9759 | 9763 | 9768 | 9773
95 | 9777 | 9782 | 9786 | 9791 | 9795 | 9800 | 9805 | 9809 @ 9814 & 9818
96 | 9823 | 9827 | 9832 | 9836 & 9841 | 9845 | 9850 | 9854 & 9859 | 9863
97 | 9868 | 9872 | 9877 | 9881 & 9886 = 9890 | 9894 | 9899 & 9903 | 9908
98 | 9912 | 9917 | 9921 | 9926 = 9930 | 9934 | 9939 & 9943 | 9948 | 9952
99 | 9956 | 9961 | 9965 | 9969 | 9974 | 9978 | 9983 | 9987 & 9991 | 9996
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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MODULO DE UM NUMERO REAL

1. A soma das raizes da equagio 3 . |x — 2| —2x = 1, em que x é um
numero real, €

a) S b) 6 c) 7 d) 8 e)9
RESOLUCAO:
2
x<2 x=2
3.(-x+2)-2x=1 3(x-2)-2x=1
-3x+6-2x=1 3x-6-2x=1
—15é]=-52] x=7 € [2; + oo
X= — o0:
’ V,={7
V,= (1 ,=A{T}

V=V,UV,={1;7}

A soma das raizes da equacio é 1 +7=8

Resposta: D

2. Resolva, em R, a inequacdo |3x — 6] + |6 — x| > 12

RESOLUCAO:
2 6
x<2 2=<x<6 X=6
-3x+6+6-x>12 | 3x-6+6-x>12 3x-6-6+x>12
-4x>0 2x > 12 4x > 24
x<0 xX>6 X>6
V,=1-0;0[ vV,=0 V3 =165 + o[

Resposta: V=V, UV, U V;=]-;0[ U 16; + o[

3. Resolva,em R, a equagdo [x>— 1| = x +1

RESOLUCAO:
1) xs-1=|2-1|=x+1ex>-1=x+1<

2

< x*—x-2=0< x=2(ndo serve) oux =—1.Logo, V, ={-1}

2) —1=x=1=|-1=x+1s-xX2+1=x+1<

@Xz

+x=0<x=0o0ux=-1.Logo,V,=1{-1; 0}
3) x21=|x>-1|=x+1=x>-1=x+1=>x=-1(nfo serve) ou x =2

Logo, V5 ={2}
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O conjunto verdade da equacdo é V=V, UV, U V;={-1;0; 2}
Resposta: V ={-1; 0; 2}

4. O conjunto verdade, em R, da equacao

3
\/(2x -5 + \/(x —-20)? =20¢

a) @ b) R c) {15} d) {5} e) {5;15}

RESOLUCAO:

3
\/(2)(—5)3 + \/(X—ZO)2 =202x-5 +[x-20/=20
< 2x +[x—20| =25

20
x<20 x =20
2x—-x+20=25 2x +x-20=25
x=5 3x=45
V,=1{5} x =15 & [20; + o[
V,=0

V=V, UV,={5}
Resposta: D

MODULO 28

~ PROPRIEDADES
E GRAFICOS DA FUNCAO MODULAR

1. (FGV) — A soma dos valores inteiros de x que satisfazem simul-

taneamente as desigualdades [x — 5| <3e|x—4|=1¢

a) 25 b) 13 c) 16 d) 18 e) 21

RESOLUCAO:
a)[x-5/<3<e-3<x-5<3<«2<x<8

b)[x-4=1<x-4<-loux-4=1<x<3o0ux=5

De a e b resulta:

Portanto2 <x <3ous5<x<8.

Os valores inteiros de x que satisfazem simultaneamente as duas
desigualdades do enunciado sao 3, 5,6 e 7. A soma desses niimeros é
3+45+6+7=21.

Resposta: E



2. Dos gréficos dados a seguir, o que melhor representa a funcdo b) gx)=2|x|-4,A=R
f: R — R, definida por f(x) = x . |x| = x é

AY
A H i A ] ’
DN R A /
’
’
0/ > X I I J/
A ¢ >
2 )2 X
.=' ;
,I
H II
d) ’\“ y e) 4y K
. ’
1 \ /’
-4
_ ’,
CEATIRG EAN RV ‘
\ o) h(x) =||x|2-4|x|+3|.A=R
' Ay
RESOLUCAO: \
a) x=0=|x|=x=f(x) =x? - x e o grifico é ‘:r3 ,"
R W3 x
b) x<0=|x|=-x=f(x) =—x>—x e o grifico é A ----t-
RESOLUCAO:
Assim sendo, o melhor esboco para o grifico de f é a)
Ay

=<V

Resposta: C

b) g(x)=2|x|-4,A=R

AY
3. Esbogar os graficos das fun¢des de A C R em R definidas por
a) f(x) =|cos x|,A=[-2m; 2m]
Ay
2 2 x
___________________ 1_________________._
\\\ ,/ ‘\\ ,
, \ ,
‘\\ III ‘\\ II,
2n 81\ Sz [0 x\ ® /31 2 x
2N ;2 2\ ;2 -4
N S N S
e
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¢ hex) = x2-dx+3,A=R ty
» X
\/ |
-1
As interseccoes do grafico com os eixos siao os pontos (1; 0), (- 1; 0) e
0;-1).
b) Sendo g(x) = f[f(x)] e f(x) = |x| - 1, V x € R, resulta
4. (FUVEST) — Seja f(x) = |x| - 1, Vx € R, e considere também a g(x) = flf(x)] = [fx)] - 1= [Ix| = 1] = 1
fungao composta g(x) = f(f(x)), Vx € R. I)De acordo com o item anterior, o grafico de f(x) = [x| -1 ¢
a) Esboce o grifico da func¢do f, no desenho da folha de respostas,
indicando seus pontos de intersecdo com os eixos coordenados. 4y
b) Esboce o grifico da fun¢@o g, no desenho da folha de respostas,
indicando seus pontos de intersecdo com os eixos coordenados.
¢) Determine os valores de X para os quais g(x) = 5.
Gréfico de f
Ay > x
\/ |
1 -1
1 I0) O grifico de h(x) = ||x| - 1] é
————————+— :>X Ay
- N
1 I
} » X
-2 -1
Grafico de g 1) O gréfico de g(x) = |[x| - 1| - 1 ¢
Ay Ay
——— —
0 X -1 1
T } } » X
1 -2 1 1 2
I I
1 o s
T As interseccoes do grifico com os eixos coordenados sio os pontos (2;
0), (0; 0) e (- 2; 0).
RESOLUCAO: 0 g =5<|x-1]-1=5<|x|-1|=6 =[x -1=60ux|-1=-6«
a) Considerando a funcio f(x) = x| - 1, V x € R, temos: < x|=7oulx|=-5ex=x7<V={-7;7}
‘ { x-1,sex=0 Respostas: a) Grafico e os pontos de interseccio sao (1;0), (- 1;0) e (0; -1).
)= -x-1,sex=<0 b) Grafico e os pontos de intersec¢io sao (2;0), (0;0) e (- 2;0)
cujo grifico é oV={-T77}
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MODULO 29

DIVISAO EM N, MULTIPLOS E DIVISORES
EM Z, NUMERO PRIMO E COMPOSTO

1. (UNIFESP) - Dia 20 de julho de 2008 caiu num domingo. Trés mil
dias apds essa data, caird
a) numa quinta-feira. b) numa sexta-feira.
¢) num sabado. d) num domingo.

e) numa segunda-feira.

7
3000 <> 3000 = 428 . 7 + 4 concluimos que
4 | 48

daqui a 3 000 dias terdo se passado 428 semanas, mais quatro dias. Assim
sendo, se o dia 20/7/2008 foi um domingo, entao 3 000 dias depois sera uma
QUINTA-FEIRA.

Resposta: A

RESOLUCAO:

Observando que

2. (UFCG) - Por seguranga, atualmente, os nimeros primos sao
importantes para criar mensagens por meio de cddigos* e envid-las via
Internet. Para isso, usam-se nimeros primos que tenham muitos
digitos. Em relag@o a nimeros primos, quantos nimeros naturais n

existem de modo que ¢ primo?

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4

* Sistema de sinais secretos utilizados em correspondéncias e comu-
nicacdes.

RESOLUCAO:
n+10 n 10 10
= — + — =14+ —
n n n n

Sen €N, entdo n=1,2,5,10, pois n é divisor de 10. Os valores assumidos

n+10

pela expressio sdo, portanto, 11, 6, 3 e 2 dos quais 2,3 e 11 sao

primos.

Resposta: D

3. (ESPM) — Um escritério possui duas salas quadradas cujos lados
medem nimeros inteiros de metros. Se a diferenca entre suas dreas ¢é
de 11 m?, a soma dessas dreas é igual a:
a) 57 m? b) 99m? ¢) 61m? d) 63m? e) 65m?
RESOLUCAO:

Sejam x e y inteiros as medidas dos lados das salas quadradas.
Devemos ter x2 — y2 =11 e, portanto, (x +y) (x—y) =11 < (x+y=1le
x—y=1)ou(x+y=1lex-y=11)=x=6ey=5,poisx>0ey>0.
A soma das dreas é x2 + y2 = 62 + 52 = 61.

Resposta: C

4.

a) Decomponha 120 em fatores primos;

b) Escreva o conjunto dos divisores naturais de 120;
¢) Determine o nimero de divisores naturais de 600.

RESOLUCAO:
& 120
60

30

15

5

1

120=2.2.2.3.5=23.3.5

N W NN

b) D (120) ={1,2,3,4,5,6,8,10,12,15,20,24,30,40,60,120}

¢) Decompondo 600 em fatores primos obtém-se 600 = 23.21 52,
Assim sendo, o nimero de divisores naturais de 600 é igual a
B+DHA+DH2+1)=24.

5. (EPCAR) — Se somarmos sete nimeros inteiros pares positivos e
consecutivos, obteremos 770.

O nimero de divisores naturais do maior dos sete nimeros citados é:
a) 6 b) 8 ¢) 10 d) 12

RESOLUCAO:

Sendo n um niimero natural par devemos ter
m=-6)+m-4)+m-2)+n+Mm+2)+m+4)+m+6)=770=
=7n =770 =n=110.

O maior desses niimeros é 110 + 6 = 116 = 22 . 29! que tem

(2+ 1) (1+1)=6 divisores naturais.

Resposta: A
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6. (FGV)

a) Determine todos os nimeros naturais que satisfazem simultanea-
mente as inequagdes:
107'x 20,06 e 107'x < 0,425

b) Os sistemas de inequacdes sao Uteis para resolver antigos problemas
como este, aproximadamente, do ano 250:
Trés estudantes receberam cada um uma mesma lista de palavras
sindnimas que deveriam ser escolhidas em pares. Cada palavra
tinha uma tnica palavra sindénima correspondente. Dentro do
tempo permitido, o primeiro colocado conseguiu 21 pares corretos;
o segundo colocado tinha dois tercos dos pares corretos e o terceiro,
quatro a mais do que a metade do nimero de pares corretos. Qual
era o total de pares corretos de palavras sindnimas?

RESOLUCAO:
a) Sex €N, entio:

1071 .x= 0,06 x=0,06.10 x=0,6
d < = xe{1;2;3; 4}

101 . x <0425 x=0425.10 x <4,25

b) Se x € N for o niimero total de pares corretos, entao:

21<x
>21
2x 21 X
n{3 = o x<315
1 2 x> 24
—Xx+4<—
2 3

< x € {25; 26; 27; 28; 29; 30; 31}

2x
2) 5 € N = x é miiltiplo de 3

1
3) — x+4EN = x é miltiplo de 2
2

4) De (1), (2) e (3), tem-se: x = 30

Respostas: a) {1;2; 3; 4}
b) 30 pares

MODULO 30

~ MAXIMO DIVISOR COMUM,
MiNIMO MULTIPLO COMUM E PROPRIEDADES

1. (UFF)

a) Escreva o nimero 306 como produto de nimeros primos.

b) Considere os niimeros naturais a =217 x 328 x 710 ¢
b = 2% x 52 x 7', Escreva o maior divisor comum e o menor
multiplo comum de a e b como produto de poténcias de nimeros
primos.

¢) Quantos divisores inteiros positivos o ndmero b = 2% x 52 x 716
possui?

14 — D OBIJETIVO

RESOLUCAO:
a)
306 2
153| 3
51| 3 =306=2.3.3.17
17| 17
1

b) mdc(a,b) =2°.7' e mmc(a, b) =217, 328 52 716,

Obs.: Para obter o mdc(a, b) efetuamos o produto dos fatores primos
comuns a a e b considerados com os seus menores expoentes; para obter
o mmc(a, b) efetuamos o produto dos fatores primos comuns e nao
comuns de a e b considerados com os seus maiores expoentes.

¢) O nimero de divisores positivos de b,
nD,(m]=O+D2+1DA6+1)=10.3.17 =510

2. Calcular, pelo método das divisdes sucessivas, o mdc (408, 300).

RESOLUCAO:
1 2 1 3| 2

408 | 300 | 108 | 84 | 24 | 12

108 | 84 | 24 12 0

Resposta: mdc(408, 300) = 12

3. Calcular, por fatora¢do simultanea, o mmc(18, 24, 42).

RESOLUCAO:

18, 24, 42
9, 12, 21
9, 6, 21
9, 3, 21
3, 1, 7

1, 1, 7
1, 1, 1

’

N W W NN

Resposta: mmc (18, 24,21) =23 .32 .7 =504



4. (ESPCEX) - Este ano, duas empresas patrocinardo a premiagao,
em dinheiro, dos alunos de uma escola pelo destaque no critério
“Melhor Rendimento Escolar”. A empresa Alfa doard um montante de
R$ 9.600,00 e a empresa Bravo de R$ 7.800,00. Cada aluno deve
receber como prémio um cheque de somente uma das empresas e todos
os cheques devem ter o mesmo valor. Se todo esse montante for
distribuido, o nimero minimo de alunos que poderd ser contemplado
nessa premiacdo € de

a) 25 b) 29 c) 30 d) 32 e) 40

RESOLUCAO:

O valor de cada cheque deve ser igual, em reais, ao

mdc (9600; 7800) = 600.

Assim, 0 niimero minimo de alunos que podera ser contemplados ¢ igual a
(9600 + 7800) + 600 =29

Obs.:

1 4 3
9600 7800 1800 600
1800 600 0

Resposta: B

5. (UEL) — Trés ciclistas percorrem um circuito saindo todos ao
mesmo tempo, do mesmo ponto, e com o mesmo sentido. O primeiro
faz o percurso em 40 s, o segundo em 36 s e o terceiro em 30 s.

Com base nessas informagdes, depois de quanto tempo os trés ciclistas
se reencontrardo novamente no ponto de partida, pela primeira vez, e
quantas voltas terd dado o primeiro, o segundo e o terceiro ciclistas,
respectivamente?

a) 5 minutos, 10 voltas, 11 voltas e 13 voltas.

b) 6 minutos, 9 voltas, 10 voltas e 12 voltas.

¢) 7 minutos, 10 voltas, 11 voltas e 12 voltas.

d) 8 minutos, 8 voltas, 9 voltas e 10 voltas.

e) 9 minutos, 9 voltas, 11 voltas e 12 voltas.

RESOLUCAO:

Os trés ciclistas se reencontrarao novamente no ponto de partida apés
mmc(40, 36, 30) segundos = 360 segundos = 6 minutos. O primeiro tera
dado 360 : 40 = 9 voltas, o segundo 360 : 36 = 10 voltas e o terceiro
360 : 30 = 12 voltas.

Resposta: B

~ NUMEROS PRIMOS ENTRE Sl
CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE E NUMEROS REAIS

1. Sendo D(a) o conjunto dos divisores do niimero inteiro a, assinale

a afirmacao falsa.

a) o ndmero 3 é primo, pois D(3) ={1,-1,3,-3}

b) o ndmero 9 é composto, pois D(9) = {1,-1,3,-3,9,-9}

¢) o numero 35 é composto, pois D(35) = {1,-1,5,-5,7, -7,
35,-35}

d) os niimeros 9 e 35 sdo primos entre si, pois mdc(9, 35) = 1

26
e) afracdo o1 ¢ irredutivel, pois mdc(26,91) =1

RESOLUCAO:
A afirmacao falsa ¢ a alternativa e, pois 26 =2 .13 e 91 =7 . 13 e, assim,

dc(26,91) = 13. L 26 2
mac N = . L.ogo, 9—1—7.

Resposta: E

2. Considere n € N, x =3n + 9 e y = 5n + 18. Lembrando que
mdc(a, b) = mdc(a; a = b) Va, b € N podemos afirmar que mde(x, y)

pode ser

a) 1,2o0u3 b) 1,30u6 ¢) 1,30u9
d) 1,6 0u9 e) 1,20u9

RESOLUCAO:

mdc(x,y) =mdc(3n + 9, 5n + 18) = mde(3n + 9, 2n + 9) = mdc(2n + 9, n) =
=mdc(n, n + 9) = mdc(n, 9).

Entao, podemos afirmar que mdc(n,9) = 1, mde(n, 9) = 3 ou mde(n,9) =9,
que sao os divisores naturais de 9.

Resposta: C

3. O ndmero natural n = 166507 € divisivel por
a) 3 b) 5 c) 7 d) 11 e 13

RESOLUCAO:

a) n nao é divisivel por 3, pois a soma dos algarismos de n é
1+6+6+5+0+7=25.

b) n nao é divisivel por 5, pois o algarismo das unidades de n é 7, portanto
diferente de 0 e diferente de 5.

¢) nnao é divisivel por 7, pois o resto da divisdao de n por 7 é 5.

d) n é divisivel por 11, pois sendo x a soma dos algarismos de ordem impar
ey a soma dos algarismos de ordem par de n, temos
x=1+6+0=7ey=6+5+7=18. Concluimos que |x - y| =11, que é
um nimero divisivel por 11.

e) nnao é divisivel por 13, pois o resto da divisido de n por 13 é 3.

Resposta: D
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4. Obtenha a fragdo geratriz de cada dizima periddica dada a seguir:

a) 0,666... b) 1,222... ¢) 0,12333...
RESOLUCAO:
) 0,666 6 2 b) 1222...=1+ 2 1
a 5 ee = —— = — cee = _— =
9 3 9 9
1
12+ — 12+ —
12,333... 9 3
¢ 0,12333...= = = =
100 100 100
37
3 ¥
T 100 T 300

5. (UFTM) — Assinale a alternativa que apresenta um ntimero que é

real, mas nao € racional.

-1
a) Vi b) 2. Vn ¢) log, 4
V3
Vo 1
d — e) log; —
V3 27
RESOLUCAO:
Viz 2~
a —— = — =V4=2€Q
V3 3
-1 .
b) n% . Va= Nra=1eq@
Vr
o log,4=2€Q
Vo 9
d — =,|— =V3¢aq
V3 3

1
e) lOg3 ; =-3€Q

Resposta: D
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SISTEMAS DE NUMERACAO

1. O sistema de numeracido decimal, ou de base 10, atualmente de
uso universal, utiliza os 10 algarismos do conjunto {0, 1,2, 3,4,5,6,
7,8,9} e arepresentacio posicional.
No sistema de numeragdo decimal, o numeral (2347),, ou
simplesmente 2347, por exemplo, € a representagdo simbdlica de
2.10°+3.102+4.10' +7.10°
O sistema de numeracdo de base b,comb&Neb> I, utilizaosb
algarismos do conjunto {0, 1, 2,3, .., b — 1} e a representacio
posicional com as mesmas caracteristicas do sistema decimal.
No sistema de numeragdo de base 4, o numeral (2301),, por exemplo,
¢ a representagdo simbolica de
2.483+3.4240.41+1.4°
Com base nesse texto e em conhecimentos ja adquiridos,
a) representar (426), no sistema de base 10.
b) escrever o nimero 2574 no sistema de base 6.

RESOLUCAO:
a) (426),= 4.7*+2.7'+6.7°=196 + 14 + 6 =216
Logo, (426), = (216),,

b) 2574 | 6
0 [429 | 6
3 71 6
5 1 6
3 1

Logo, (2574),, = (15530),

2. No sistema de base 12, os algarismos utilizados s30 0, 1,2, 3,4, 5,
6,7,8,9, a,b. Passar o numeral 59323 do sistema decimal para o
sistema de base 12.

RESOLUCAO:

Resposta: 59323 =(2(10)3 (11) 7),,=(2a3b7),,



3. (FUVEST) — Um nimero natural N tem trés algarismos. Quando
dele subtraimos 396 resulta o nimero que é obtido invertendo-se a
ordem dos algarismos de N. Se, além disso, a soma do algarismo das
centenas e do algarismo das unidades de N ¢ igual a 8, entdo o alga-
rismo das centenas de N é:

a)4 b)5 c)6 d)7 e)8

RESOLUCAO:

Seja N = “abc¢” o nimero de trés algarismos.

Assim, o algarismo das centenas ¢ 6, pois

1) “abc” -396 = “cba” <> 100a + 10b + ¢ — 396 =100c + 10b + a <
©99-99c=3% < a-c=4

a-c=4 a=6
-
a+c=8 c=2

Resposta: C

4. (MACKENZIE) — Um nimero primo e positivo é formado por
2 algarismos ndo nulos. Se, entre esses algarismos, colocarmos um
zero, o numero ficard aumentado em 360 unidades. Dessa forma, a
soma desses 2 algarismos pode ser

a)8 b)7 c)6 d)9 e) 10

RESOLUCAO:

Seja 10a + b um nimero primo positivo de 2 algarismos, com a dezenas e
b unidades. Pelo enunciado, temos:
100a+b—-(10a+b)=360 <> 90a=360<>a=4

O algarismo das dezenas é 4, e de 40 a 49 os tinicos primos sao 41,43 e 47.
Assim sendo, a soma dos dois algarismos ¢ 4 + 1 =50ud4 +3 =7 ou
4 + 7 = 11. Pode, pois, ser 7.

Resposta: B

5. (UF-TO) - Dizemos que um nimero palindromo é um nimero que
ndo se altera quando os algarismos que o compde sao escritos na ordem
inversa. Considere um nimero palindromo de cinco algarismos tal que
a soma de seus algarismos € 31 e o algarismo correspondente a dezena
¢ 2. A soma dos algarismos do préximo(seguinte) nimero palindromo
é:

a) 34 b) 28 c) 32 d) 33 e) 24

RESOLUCAO:

O nimero considerado é da forma a2b2a, em que a e b sdo algarismos do
Sistema Decimal de Numeracio,sendoa#0,coma+2+b+2+a=31 <
< 2a+b=27< a=9eb=9.Assim, a2b2a = 92929 e o proximo niimero
palindromo é 93039, cuja soma dos algarismos € 9 +3 +0 + 3 + 9 =24,
Resposta: E

DEFINICAO DE NUMERO COMPLEXO E
OPERAGOES NA FORMA ALGEBRICA

1. Sendo i a unidade imagindria, obtenha:
a) (2+3i) (4-50) b) (3 +4i) (3 -4i)
¢) (1+1)? d) 1+D)°+1-1)°

RESOLUCAO:

a) (2 + 3i) (4 - 5i) = 8 — 10i + 12i — 15i2 = 8 — 10i + 12i + 15 = 23 + 2i
b) (3+4i)(3-4i)=32-(4i)2=9-16i>=9+16=25

o) A+i2=1+2i+i2=1+2i-1=2i

d) A+D0+A-D=[A+D)?P+[1-D)?P =i+ (2)3=8-8i=0

2. (UERJ) — Jodo desenhou um mapa do quintal da sua casa onde
enterrou um cofre. Para isso, usou um sistema de coordenadas
retangulares, colocando a origem O na base de uma mangueira, e 0s
eixos Ox e Oy com sentidos oeste-leste e sul-norte, respectivamente.
Cada ponto (X; y), nesse sistema, € a representacdo de um nimero
complexoz=x +iy,x ER,yERei?=-1.

Para indicar a posi¢@o (x; y,) e a distdncia d do cofre a origem, Jodo
escreveu a seguinte observac¢do no canto do mapa:

X, +iy, =(1 +i)?

Calcule:
a) as coordenadas (X,;y,);
b) o valorde d.

RESOLUCAO:

a) X, +yi=1+1)?=1+D. A+D)=[A+D?*.A+i)=
=Qi)*. 1 +1i) =16(1 + i) = 16 + 16i.
Logo, (x5 y,) = (16; 16)

b) A distancia de (16; 16) 2 origem éd =V 162 +162 = 16V2

Ay
P 16v2

Respostas: a) (x;y)=(16; 16)
b) d=16V2
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7 +4i
3. O ndmero complexo z = T+ em que i2=—1¢éigual a
i
a) 7+2i b) 3-2i c) 3+2i
d) 7-2i e) 6+2i
RESOLUCAO:
7 +4i 1-2i 7-14i+4i+8 15 -10i 3o
T Hv2 1oz 1+4 =7 s =4
Resposta: B

4. (FUVEST) - Sabendo que o é um nimero real e que a parte

2+i
imagindria do nimero complexo T é zero, entdo a é:
o+ 2i
a) —4 b) -2 c) 1 d) 2 e)4
RESOLUCAO:
2+i 2+i o-2i 20, 4i + ai - 2i2
a+2i  a+2i  a-2 o2 — 4i2 N
Ra+2)+(a-4)i 200+ 2 o-4
= = +
o?+4 oa?+4 o?+4

Se a parte imagindria é zero,entioa-4=0< a=4
Resposta: E

18 — D OBIJETIVO

MODULO 34

DEFINICAO DE NUMERO COMPLEXO E
OPERACOES NA FORMA ALGEBRICA

1. Sendo i a unidade imagindria e n um nimero natural, assinale a

afirmacdo falsa.

a) V=1il=i;i2=-1;13=—1

b) i"=i"emquer=0,1,2,3¢oresto da divisdo de n por 4.
c) ite{l;i;-1;-i}

d) i"+ i1 402 4 i3 = 0, Vn

e) uma das anteriores € falsa.

Resposta: E

2. Obtenha
a) 2007 4 {2009 4 {1006 4 {1008 —

b) i~ = 0 X in=

RESOLUCAO:

a) 2007 4 {2009 4 j1006 4 1008 = 3 4 jl 4 24 i0=—i+i+1-1=0

b) i~33= = = . = =i

18

0 D =i+l i+ =it () =1 +i
%ﬁ

12 parcelas
tém soma zero

n=>5

3. (MACKENZIE) — Se i2 = -1, entdo
(1+1).A+D)2. (1+i)P. (A +i)*éigual a
a) 2i b) 4i c) 8i d) 16i e) 32i

RESOLUCAO:
A+)A+D2.A+D3.A+D*=0+D0=[A+D)] =1 +2i+i)5=
=(2i)5=32i5=32i

Resposta: E



4. Resolva,em C, as equacdes:

a) 3x+3i=11+2xi

b) x2-10x+29=0

¢) 2z+z=12+ 5i,em que Z representa o conjugado de z.

RESOLUCAO:
11-3i
3-2i

a) x+3i=11+2xi e 3-2Dx=11-3iex=

< x=3+ieV=03+i}

N 10 = 4i
b) x*-10x+29=0<x=

@ x=5%2i< V={5-2i;5+2i}

¢) Sendoz=x+yi,x,yER,entdo2z+z=12 +5i <
S 2x+2yi+x-yi=12+5ie3x+yi=12+5iex=4ey=5e,
portanto, V = {4 + 5i}

5. (AFA) — Sejam z = x + yi (x € R*, y € R* e i a unidade
imaginaria), Z o conjugado de z e A o lugar geométrico dos pontos
P (x; y) do plano cartesiano para os quais z .z = 2x + 3.

Se A e B sdo os pontos de intersecgio de A com o eixo Oy e se A’ é o
ponto de intersec¢do de A com o eixo Ox que possui a menor abscissa,
entdo a drea do tridngulo A’ AB €, em unidades de drea, igual a

a) 2V3 b) 2V2 o) V3 d) V2

RESOLUCAO:

Paraz=x+yijresultaz .Z=2x+3 < (x+yi)(x-yi) =2x+3 =

o x2+y?=2x+3 < x2+y2-2x-3=0.

Para x = 0 temos y = + V3 e, portanto, os pontos A e B siao (0; V3) e
(0;-V3).

Para y = 0 resulta x = 3 ou x = -1 e, assim, A’ (-1; 0) pois — 1 é a menor

abscissa.
Ay
A3
A1 _
A X
BY-V3
A drea do tridngulo A’ AB é 2\/23' 1_ V3.

Resposta: C

FORMA TRIGONOMETRICA

1. Dado o niimero complexo z =—3 V343, em que
i2 = -1, determinar

a) o moédulo de z.

b) o argumento principal de z.

c) aforma trigonométrica de z.

RESOLUCAO:
Paraz=-3V3+3i=a+bi(a,bER), temosa=—-3V3 e b=3

a) |z]=p=Va2+p2=V(-3V3)2+32=V27+9=6

0=<0 <2n
b) cosf=2 = -3V3 =£=>9=5_n
P 6 2 6
Senﬂ:i:i_L
P 6 2

¢) z=p(cosB+isen0)

( S Sn)
Zz=6|cos —+isen —
6 6

2. (UNESP) -
z = 3a + 4ai, onde a é um nimero real positivo e i indica a unidade

Considere os nimeros complexos w = 4 + 2i e

imagindria. Se, em centimetros, a altura de um tridngulo é |z| e a base
¢ a parte real de z.w, determine a de modo que a drea do tridngulo seja
90 cm?.

RESOLUCAO:
{z =3a + 4ai .
1 w=4+2i => zw = 4a + 22ai = Re(zw) =4a

2) |2/ =V (3a)*+(da)? =5a
3) A édrea do tridngulo, em centimetros quadrados, ¢ igual a:
2] . Re(zw) 5a.4a

— — 1022
2 = 2 =10a

Assim: 10a% = 90 < a2 =9 < a = 3, pois a ¢ positivo
Resposta: a=3 cm
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3. Sejam, respectivamente 6, 6, e 65 os argumentos principais dos
nimeros complexos z; = 2i,z, =—5e z; = —4i. Asoma 6, + 0, + 0,

resulta
a) 180° b) 270° c) 360° d) 450° e) 540°
RESOLUCAO:
Representando no plano Argand-Gauss os afixos de z,, z, e z, temos:
y y y
2¢%1 - 180° = 270°
0,=90° 0, =180 0, =270
% Z % X
4924

0, +0,+0;=90°+180° + 270° = 540°

Resposta: E

4. Na figura, os pontos P e Q sdo, respectivamente, os afixos dos
nimeros complexos z ¢ w, no plano Argand-Gauss. Calculando
|z + w| + |z — w| obtém-se

X
a4 b8 o 2V10 d) 40 e) 2(V7+V3)
RESOLUCAO:

{z=2(c0560°+isen 60°)
w =4(cos 120° + i sen 120°)
(1 .\/§>
z=2{—+1i
2 2 z=1+iV3
= ={w=—2+i2\/§
( 1 .\/3)
w=4{-—+i
22

z+w=-1+3V3i |z +w| =V1+27
= =
z—w=3-V3i lz-w| =V9+3

= |z+w|+ [z-w|=V28 +V12=2V7 +2V3=2V7 + V3)
Resposta: E

20 — &) OBJETIVO

MODULO 36

OPERAGOES NA FORMA TRIGONOMETRICA:
MULTIPLICAGAO, DIVISAO E POTENCIAGAO

1. Sejam i a unidade imagindria e os niimeros complexos
2, =2(cos 75° +isen 75°) e z,=cos 15° +isen 15°. Calcule:

Zy

a) z,.2, b) 9) zf
2
RESOLUCAO:
a z,.2,=2.1.(cos 90° +isen 90°) =2(0 + i) = 2i
7, 2

by — = —
)12 1

+i£)=1+\/§i

. (cos 60 +1sen60)=2(7 2

c) zf =28 (cos 600° + i sen 600°) = 256(cos 240° + i sen 240°) =
-V3
2

1
=256.<—T+i )=_1zs-128\/§i

2. (UFRJ) - No jogo Batalha Complexa sdao dados nimeros
complexos z e w, chamados mira e alvo respectivamente. O tiro
certeiro de z em w é o niimero complexo 7 tal que 7z = w.

imaginario A 2| = 2
z
30°
» real
30°

w

Considere a mira z e o alvo w indicados na figura acima. Determine o
tiro certeiro de z em w.

RESOLUCAO:

z = 2(cos 30° + i sen 30°)
w = 4(cos 240° + i sen 240°) =

t.z=w
w 4(cos 240° + i sen 240°) .
=t= — = =2(cos 210° + i sen 210°) =
z 2(cos 30° + i sen 30°)
V3 1
= <_T+l'? =—\/§+l

Resposta: t =— V3+i



3. (PUC) - Dado o nimero complexo z = cos % +1.sen % , entdo

2 e 73 no plano

se P|, P, e P; sdo as respectivas imagens de z, z
complexo, a medida do maior angulo interno do tridngulo P, P,P; €

a) 75° b) 100° c) 120° d) 135° e) 150°

RESOLUCAO:
Dado o niimero complexo

B T n

z=cos——+i.sen—

temos:
n n

zz=cos<2.—> +i.sen(2.—) = oS — +i.sen —
6 6 3 3
n n

z3=cos<3.—> +i.sen(3.—) =05 — +i.sen ——
6 6 2 2

Os afixos P, P, e P;, que s@o as respectivas imagens de z, 22 e 3, no plano

complexo, determinam a seguinte figura:

Alm
P3
P2
30° g
30°
30°
0 » Re

No tridngulo isésceles OP,P,, temos: Of’lP2 = Of’ZP1 =75°

Como os tridngulos OP,P, e OP,P, sdo congruentes, temos:
OP,P,=OP,P, =75°.

Portanto, o angulo Plf’2P3 (maior 4ngulo do tridngulo P,P,P;) resulta
75° +75° = 150°.

Resposta: E

4. (UFCG) —José, fa da Matematica, bolou a seguinte estratégia para
ndo esquecer sua senha bancdria. Escolheu o nimero complexo

zZ=— 1 + 1 ie criou uma senha usando o menor inteiro positivo
V2o V2

n, que satisfaz a igualdade z" = —1. Esse nimero n vale:
a) 4. b) 5. c) 3. d) 2. e) 6.
RESOLUCAO:

. . 1 1 ..
A forma trigonométricadez=———+——1¢€

Vi v
. 7

Z = coS 3—ﬂ+isen 3 e z" = cos 3% n+isen =X .n.

4 4 4
Se z" = - 1, entdo cos %.n:—lesen i .n =0 e, em con-

A . 3T 4 8
sequéncia e .n=n+k2r,keN<n= 5 + TK'

O menor inteiro positivo n vale 4 e resulta de k = 1.

Resposta: A
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EXERCICIOS PROPOSTOS

FRENTE 2 - ALGEBRA

PROGRESSOES ARITMETICAS

1. Considere a fungdo f: N* — R definida por f(x) = (x — 1)*.

a) Calcule f(1), f(2), f(3), f(4) e f(5).

b) Escreva f na forma de conjunto de pares ordenados.

¢) Escreva a sequéncia (a,) = (a,, a,, a5, ...) na qual a_ = f(n). Clas-
sifique (a,) quanto a sua monotonicidade.

RESOLUCAO:
Sr. Professor: utilize esta questao para definir sequéncia de niimeros reais.

a) fl)=1-Dl=01=0
f2)=2-12=12=1
f3)=3-13=23=8
fd)=4-14=34=81
f(5)=(5-1)°=45=1024
b) f={(1;0),(2;1), (3;8), (4; 81), (5;1024), ...}
¢) Comoa, =f(1)=0,a,=f(2)=1,
a; =f(3) =8,a,=1(4) =81, a; = f(5) = 1024, ..., tem-se
(a,) = (05 1; 8; 81; 1024; ...) e a sequéncia ¢ estritamente crescente.

2. (GAVE-adaptado) — Considera uma sequéncia em que o primeiro
termo € 244 e em que a lei de formacdo de cada um dos termos a seguir
ao primeiro é:

«Adicionar dois ao termo anterior e depois dividir por trés.»
Qual é o quarto termo da sequéncia?

a) 82 b) 28 ¢) 10 d)4
RESOLUCAO:
a; =244
a;+2 244 + 2
a,= = =82
3 3
a,+2 82+2
a;= = =28
3 3
a3 +2 28 +2
a = = =10
3 3
Resposta: C

22 — ¥ OBJETIVO

3. A sequéncia (ap) ¢é definida pela lei de recorréncia Ay, =2+,

compEN“ea =a.

a) Escreva uma férmula do termo a da sequéncia, em fungdo de a;, n
er.

b) Considerando a=7er =3, calcule a,,.

RESOLUCAO:
Atencio professor, a intencao dessa questio ¢ introduzir os conceitos de
PA.
a) a,=a,+r
a;=a,+r=a;+2r
aj=az+r=a; +3r

a =a ,+r=a +m-1).r=a =a +m-1).r
b) a,=a;+(12-1).r=a+1lr=7+11.3=a,,=40

4. (FGV) — Seja f uma fun¢do de N* — R tal que

2.f 1
fn+1)= % e f(1) = 2. Nessas condicdes, f(101) € igual a
a) 49. b) 50 c) S1. d) 52. e) 53
RESOLUCAO:
Observando que f(n + 1) = M =f(n) + l s
2

para qualquer n € N*, temos:

f(1) =2
t)=fm+ L =241 -5
2 2 2
3=+ L=34+1 -3
2 2 2
fd=f@+ L =3+ 1L -7
2 2 2

com f(101) igual ao 101? termo da progressao aritmética de 12 termo 2 e

= 1
razio — .

Dessa forma resulta: f(101) =2 + 100 . l =52
2



5. (UEMS) - Seja (a,, a,, a5, ...) uma progressdo aritmética tal que
ass = 176 € a3, = 242. Entdo o valor de a, €:

a) 348 b) 344 c) 338 d) 332 e) 321

RESOLUCAO:
ag=a, +(55-1).r=176 }
aj=a,+(33-1).r=242

{a1+54r=176 {r=—3
= =

a; +32r=242 a; =338
Assim,
a;=a;+(3-1).r=338+2.(-3) =332
Resposta: D

6. (VUNESP) — Sabe-se que o intervalo entre trens consecutivos que
passam em uma determinada estacio € sempre igual e constante.
Assim, se o intervalo entre o 37 e o 67 trens que passaram por essa
estacdo foi igual a 315 segundos, entdo o intervalo entre a passagem do
1° trem e a passagem do 10? trem por essa estacao foi igual a

a) 17 minutos e 50 segundos. b) 17 minutos e 30 segundos.

¢) 16 minutos e 15 segundos. d) 15 minutos e 55 segundos.

e) 15 minutos e 45 segundos.

RESOLUCAO:

ag—az=[a, +(6-1).r]-[a;+3-1).r]=

=3r =315 = r = 105 segundos

a,—-a;,=2a;+(10-1).r—a, =9r=9.105 = 945 segundos = 15m e 45s
Resposta: E

PROPRIEDADE E SOMA DOS TERMOS DE UMA PA

1. (MACKENZIE) — Se A = {x € N | x é miiltiplo de 11} e
B={x &N 15=<x <187}, 0 niimero de elementos de A N B &:
a) 16 b) 17 c) 18 d) 19 e) 20

RESOLUCAO:

A ={x EN | x é miltiplo de 11} = {0, 11,22, 33, ...}
B={xEN|15=x=<187}={15,16,17,...,187}

e

ANB={22,33,44,...,187}

O nimero de elementos de A N B € 16 pois eles constituem uma progressiao
aritmética de razio 11,onde a; =22,a =187 e
a=a,+(n-1).re187=22+Mn-1).11<«n=16

Resposta: A

2. (UDESC) - Sejam x, y, z ndmeros reais tais que a sequéncia

( x, 1,y, l ,z | forma, nesta ordem, uma progressdo aritmética,
4

entdo o valor da soma x +y + z é:

3 21 15 19
- = b) — — A2 -
a) 3 )8 ©) 2 ) e) 3
RESOLUCAO:
1+L
- 4 _5
Y= 8
“% 5 1
X+y— =lex=2-—=—
2 2 8 8
y+z 1 5 1 1 5 1
= —+ZI=E— Sl — - — SIL=— —
2 4 8 2 2 8 8
5 (1) 15
X+y+z=—+ —+|-— |=—
8 8 8
Resposta: C
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3. Os trés primeiros termos de uma progressao aritmética sdo dados
respectivamente por (x — 5), X2 e 5x + 1. Um possivel valor do quinto
termo dessa progressao é:

a) 36 b) 25 c) 18 d) 12 e) 9

RESOLUCAO:

Na PA (x - 5; x2; 5x + 15 ...), temos:
x=5+0Gx+1)

= —

Parax=1,aPAé (-4;1;6;11; 16; ...).

Parax=2,a PAé (- 3;4; 11; 18; 25; ...).

Um possivel valor para o quinto termo ¢ 25.

2 2

X ox2=3x-2ox*-3x+2=0<x=1loux=2

Resposta: B

4. O primeiro, o quarto, o oitavo e o décimo primeiro termos de uma
progressao aritmética sdo respectivamente (k — 2), (k +%), <3k +%> e
(4k + 1). A soma do sexto termo com a razdo dessa progressao é:

a) 7 b) 9 c) 10 d) 11 e) 13

RESOLUCAO:
Nesta progressdo, a; +a;; =a,+ag=>(k-2)+ (dk +1) =

=<k+§) +(3k+%> «5k-1=4k+3< k=4

Desta forma

13 2« 3r ? T 3
=a,—a, = —F — = — = —
a=k+o=22 "= 2 2
2 2
a6=a4+2r_£+2 i=£
2 2 2
a6+r—£+i=11
2 2
Resposta: D

24 — D OBJETIVO

5. (UFPE) — Um professor resolveu presentear seus cinco melhores
alunos com livros de valores equivalentes a quantias diferentes. Os
valores dos livros recebidos pelos alunos devem estar em progressao
aritmética e a soma dos trés valores maiores deve ser cinco vezes o
total recebido pelos outros dois. Se cada um deve receber um livro de
valor equivalente a uma quantidade inteira de reais, qual a menor
quantia (positiva) que o professor vai desembolsar na compra dos
livros?

a) R$ 90,00 b) R$ 100,00 ¢) R$ 110,00
d) R$ 120,00 e) R$ 130,00
RESOLUCAO:

Sejam a — 2r,a—r, a,a + r, a + 2r os valores dos livros a serem recebidos
pelos alunos. Temos 3a + 3r = 5(2a — 3r) e dai 7a = 18r. Como a e r sdo
inteiros positivos e de menor valor possivel, temos a=18 e r =7, ¢ 0 menor
valor a ser gasto pelo professor é 5 a =5 .18 = 90 reais.

Resposta: A

PROPRIEDADE E SOMA DOS TERMOS DE UMA PA

1.

a) Mostre que na progressdo aritmética (a;; a,; az,...; a;p;.-.),
@+t =a +2a

b) Calcule, em fungio de a, € a,,,, a soma dos dez primeiros termos da
PA.

RESOLUCAO:
Sr. Professor, utilize o item b desse exercicio para comentar a formula da
soma dos termos da P.A.

a) a,+a,=a;)-3r+a +3r=a,+a
b) Como a, +a,,=a, +a,=aj+ag=... =a;+a, tem-se:
Spp=a,+a,+a;+...+ag+ag+a }

Spp=agtag+ag+...+az+a,+a;

=25,,=(a, +a;))+(a, +a,)) +... +(a; +a,)) =

10 vezes

=25,=(a,+a,) . 10=8,,=(a;+a,y) .5



2. (UNIFESP) — Uma pessoa resolveu fazer sua caminhada matinal
passando a percorrer, a cada dia, 100 metros mais do que no dia
anterior. Ao completar o 21? dia de caminhada, observou ter percorrido,
nesse dia, 6 000 metros. A distancia total percorrida nos 21 dias foi de:

a) 125 500 m. b) 105 000 m. ¢) 90 000 m.
d) 87 500 m. e) 80 000 m.
RESOLUCAO:

As distancias diarias precorridas pela pessoa formam uma progressio
aritmética de raziio r = 100 m e vigésimo primeiro termo a,; = 6 000 m.
Assim, em metros, temos:
a,=a;+(21-1).r=6000=a, +20.100 = a, =4 000

A distancia total percorrida nos 21 dias foi, também em metros,

(a; +a,) .21 4000 + 6 000) . 21
1+ 3y _ ) =105 000

n- 2 2

Resposta: B

3. (UNIFOR) — A sequéncia (a,), com n um nimero inteiro positivo,
¢ definida, recursivamente por:
a =1

[ n+1 1
a, = = a,paran=1.

O valor da média aritmética dos 100 primeiros termos desta sequéncia

z

é:

a) 50 b) 50,5 c) 51 d) 51,5 e) 52

RESOLUCAO:
a; =1

100 100
3100= W .299= W .99 =100

(a,+a,) -100  (1+100).100
Si00= 5 = 5

S
S100 = 5050 e a média dos 100 primeiros termos é 1:;:;) =50,50

Resposta: B

4. (FGV) - Chamamos de falsa espiral de dois centros aquela construida
da seguinte forma: os dois centros sao os pontos A e B. Tragcam-se
semicircunferéncias no sentido anti-hordrio, a primeira com o centro
em A e raio AB, a segunda com centro em B e raio BC, a terceira com
centro em A e raio AD, repetindo esse procedimento em que os centros
se alternam entre A e B, como mostrado na figura abaixo.

v

Determine a distincia entre A e B se, ao completar duzentas semicir-
cunferéncias, o comprimento total dessa falsa espiral for 100 5007
metros.

RESOLUCAO:

Sendo AB = R, as duzentas semicircunferéncias tém raios R, 2R, 3R, ...,
200R.

Comprimento total da falsa espiral = 100 5007 <>

<n.R+m.2R+m.3R+... +7.200R = 1005007 <

(R +200R) . 200
- 2

=100500 < R=5m

Resposta: 5 m

5. (UNIVEST) - Seja S;, Sq e Sy respectivamente iguais a soma dos
7, 8 e 9 termos iniciais de uma mesma progressao aritmética. A razao
r dessa P.A. pode ser expressa pela relacdo:

b) r=84+S,-2S,

d) r=Sy- S, +S;g

a) T=S¢+S;-Sg
€) r=S4+2S,- 25,
€) r=Sy- S;—-2Sg

RESOLUCAO:

ag=S8¢-S,

Sg=Sg— Sg

r =2y —ag =[Sy —Sg] - [Sg—S;]
r=S,+8,-2S,

Resposta: B
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6. (UEM) - Considere os nimeros naturais colocados ordenadamente
em linhas da disposi¢ao triangular mostrada na figura e suponha que a
distribui¢@o continue, indefinidamente, obedecendo ao mesmo padrio.

1
2 3 4
5 6 7 8 9

10 11

Sobre o exposto, é correto afirmar que

01) a coluna central ndo contém nimeros compostos.

02) a linha de ordem k contém (2k —1) nimeros naturais, k =1,2,...

04) a quantidade de nimeros naturais escritos até o final da linha k é
k2 k=12,...

08) a soma de todos os nimeros naturais escritos até o final da 20% linha
¢ 80.200.

16) o nimero natural 628 ¢ o quarto nimero da 26." linha.

RESOLUCAO:

1
2 3 4
5 6 7

10 1 12 13 14 15 16
17 18 19 20 21 22 23 24 25

01) Falsa: 21 é um niimero composto.
02) Verdadeira: a quantidade de elementos de cada linha sio os elementos
da sequéncia (1,3, 5,7, ...) cujo k —ésimo elemento é

a =1+k-1).2=2k-1

04) Verdadeira: a soma dos elementos dos k primeiros termos dessa

sequéncia é s, = w =k2, que é a quantidade de niimeros

escritos até o final da k — ésima linha.

08) Verdadeira: até o final da 20? linha foram escritos 20% = 400 niimeros e

a soma de todos é w =80200.

16) Falsa: até o final da 252 linha foram escritos 25% = 625 niimeros. O
nimero natural 628 é o terceiro nimero da 26: linha.

Sao verdadeiras as afirmacoes 02, 04 e 08.

Resposta: 14

26 — %D OBJETIVO

MODULO 14

PROGRESSOES GEOMETRICAS

1. A sequéncia (ap) ¢é definida pela lei de recorréncia a,,1=2,.9,
com p € N*

Escreva uma férmula do termo geral a, da sequéncia, em fun¢do de a,,
neq.

RESOLUCAO:
Atencao professor, a intencao dessa questdo é introduzir os conceitos de
P.G. e a formula do termo geral.

a,=a,.q
a,=a,.q=a,.q>
3=, 1°
- - 3
ag=a;.q=2a,.q

- - n
a =a _;.q=2a;.q

2. (UEM/CVU) - Um ciclista programou seu treinamento de tal modo
que percorra uma distancia fixa por dia e que aumente, a cada semana,
a distancia didria da semana anterior em 20%. Se o objetivo do ciclista
é que, ao final de 4 semanas, a distdncia didria percorrida seja de
25920 m, quantos quildmetros ele deve percorrer no primeiro dia?

RESOLUCAO:

As disténcias, diarias percorridas pelo ciclista durante estas quatro pri-
meiras semanas foi

(x;1,2.x;1,22.x;1,23 . x).

Para que o ciclista atinja seu objetivo devemos ter

1,23 . x =25920 < 1,728 . x = 25920

<> x = 15000 ou seja 15 km

Resposta: 15km



3. (VUNESP) — Considere a fun¢do real f, dada pela lei f(x) = x2. Se
a, b e ¢ sdo numeros reais, tais que (a, b, ¢) € uma progressao
geométrica de razao q, entdo a sequéncia (f(a), f(b), f(c)) € uma

a) progressdo aritmética de razao 2q.

b) progressdo aritmética de razdo 4q.

c) progressio aritmética de razdo q?.

d) progressio geométrica de razio qZ.

e) progressio geométrica de razio q*.

RESOLUCAO:

(a; b; ¢) é uma P.G. de razio q,entdiob=aqec=a.q?

f(a) = a2

f(b) = f(aq) = a%¢?

f(c) = f(aq?) = a’q*

A sequéncia (f(a), f(b), f(c)) = (a%, a%2q?; a%2q?) é uma P.G. de razio q¢>.
Resposta: D

4. (PMSC-UNESP) — As 10 horas, Catarina descobriu uma surpresa
que aconteceria na formatura. Depois de 50 minutos, no intervalo das
aulas, ela contou a surpresa para 5 colegas, e a cada 50 minutos, cada
um deles foi contando para 5 outros colegas, e assim aconteceu suces-
sivamente, até as 13h 20min. Exatamente nesse hordrio,

isto €, as13h 20min, ficaram sabendo da surpresa um total de

a) 100 alunos. b) 125 alunos. ¢) 250 alunos.

d) 625 alunos. e) 1 250 alunos

RESOLUCAO:

13h 20min € o quinto termo da sequéncia

(10:00; 10:50; 11:40; 12:30; 13:20; ...)

A quantidade de pessoas que fica sabendo do acontecimento a cada
50 minutos sdo os termos da P.G. (1; 5; 25; ...) cujo quinto termo é
ag=a, .¢>1=1.54=625

Resposta: D

5. Quatro nimeros naturais formam uma P.G. crescente. Se a diferenca
entre o segundo e o primeiro termo, nesta ordem, € 10 e a diferenca
entre o quarto e terceiro termos, também nesta ordem, € 90, a razdo da
PG.¢

a) 2 b) 3 c) 4 d) 5 e) 6

RESOLUCAO:

{az—a1=10 - {al .q-a; =10
a,—a;=90 alq3—alq2=90

alqz(q -1 90
al(q -1) 10

Resposta: B

6. (UNESP) — Considera-se um segmento de reta, N, de tamanho
R, = 1. Ele € dividido em trés partes iguais, e a parte do meio ¢
substituida por dois segmentos de tamanho R = 1/3, na forma de um
tridngulo equildtero, resultando em N, = 4 segmentos de reta.
Repetindo-se este procedimento para todos os segmentos de reta,
obtém-se N, = 16 e R, = 1/9, tal como apresentado nas figuras.

No=1,Rp=1

Ny=4,R,=1/3

N,=16,R,=1/9

Quais sdo os valores que se obtém para N; e R;? Apds n repetigdes
desse processo, qual serd o comprimento R dos segmentos de reta e

quantos segmentos de reta N, existirdo?
RESOLUCAO:
Em cada nova configuracio, cada um dos p segmentos da configuracio

1
anterior € trocado por 4 novos segmentos com medidas iguais a ? das

medidas dos segmentos anteriores. Dessa maneira, o nimero de segmentos
esta em progressao geométrica de primeiro termo 1 e razio 4 e os com-
primentos de cada segmento estdo em progressio geométrica de primeiro
1
termo 1 e razdo — .
3
Assim:
1) N;=1.4°=64eR;=1.|—] = —
3 3 3 27

n

1
2) N,=1.4"=22¢R =1. (T) =3

1
Respostas: a) Ny=64eR;= E

b) N,=22MeR, =37
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PROGRESSAO GEOMETRICA:
PROPRIEDADES E FORMULA DO PRODUTO

1. (FUVEST-2010) — Os nimeros a,, a,, a; formam uma progressdo
aritmética de razdo r, de tal modo que a; +3,a, - 3, as— 3 estejam em
progressdo geométrica. Dado ainda que a; >0 e a, = 2, conclui-se que

V3

3
b)3+ — 3+ ——
)3+ > c)3+ 2

réigual a

3+V3

d)3_§ 03-V3

RESOLUCAO:
Se (a;, a,, a3, ...) ¢ uma P.A. de razdo r, com a, = 2, temos (2 —1; 2; 2 +71).

Se (a; +3; a, - 3; a; — 3) é uma P.G., temos
2-r+3;2-3;2+r-3)=(5-r;-1;r-1), e portanto:
D2=G5-1r .- <=r’-6.r+6=0<
er=3+V3 our=3-V3

Como a; >0, tem-ser <2, resultandor =3 -3

Resposta: E

2. Asequéncia (1; 1; 2; 3; 5; ...) em que, a partir do terceiro termo,
cada termo é a soma dos dois termos que o precedem é conhecido como
sequéncia de Fibonacci.

Se do seu quinto e sétimo termo subtrairmos uma mesma quantia
inteira e acrescentarmos os valores subtraido ao seu nono termo,
obteremos, nessa ordem, trés termos consecutivos de uma progressao
geométrica. A razdo dessa progressio geométrica é:

a) 2 b) 3 c) 5 d) 6 e) 7

RESOLUCAO:

A sequéncia de Fibonacci é (15 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34; ...)

Seu quinto, sétimo e nono termo sdo respectivamente; 5, 13 e 34. Se o valor
subtraido dos dois primeiros for x a progressao geométrica sera:

(5-x;13-x; 34 + 2x; ...)

28 — &) OBJETIVO

Assim, (13 - x)? = (5 -x) . (34 + 2x)
169 - 26x + x2 =170 + 10x - 34x - 2x%2 < 3x2-2x - 1=0 =
S xX=- l oux=1

3

Como x € Z, a progressao geométrica fica (...; 4; 12; 36; ...) e tem razao 3.
Resposta: B

3. O lado, a diagonal de uma face e o volume de um cubo sdo dados,
nessa ordem, por trés nimeros em progressao geométrica. A drea total
desse cubo é:

a) 20 b) 48 c) 24 d) 18 e) 12

RESOLUCAO:

Sendo ¢ > 0 a medida da aresta do cubo, temos:

€, € V2 e £3 como sendo trés termos consecutivos de uma progressao
geométrica. Assim:

OV2 2= . B3=¢4-202=0=€*=2,pois £ =0 e 602 =12

A area total desse cubo é 12.

Resposta: E

4. O produto dos 7 primeiros termos da progressdo geométrica
(2;4:8;...)¢é:
a) 264 b) 4% c) 8o

d) 642 e) 1284

RESOLUCAO:
a,=2.2"-1=128

[P, =V (a,.a,)7 =V (2.128)" = V2567 = 167 = 228 = 1284

Como P, > 0 temos P, = 1284,

Resposta: E



5. (MACKENZIE) — Para que o produto dos termos da sequéncia
(1,V3, \/52, V§3, V§4,. . V3™ ) seja 3'4, deverio ser considerados,

nessa sequéncia,

a) 8 termos. b) 6 termos. ¢) 10 termos.
d) 9 termos. e) 7 termos.
RESOLUCAO:

Se o produto dos n termos da sequéncia,
3 n-1

1
A, V3, V3 V3t vatvat = (39,37 53373

), éigual a 314,

entio

1 3 n-t o103 n-1
P32 3137 32 =3 20T T ey
PR S SRR Ll S PO

2 2 2

n-1

0+ 2
< — .n=14<n2-n-56=0<n=8,poisn >0
Resposta: A

MODULO 16

SOMA DOS TERMOS DE UMA PROGRESSAQ
GEOMETRICA E PROGRESSAO HARMONICA

1. Diz a lenda que o rei, querendo retribuir o criador do jogo de
xadrez, prometeu-lhe dar graos de favos. O rei mandou que os sdbios
da corte calculassem quantos grios de favos seriam necessarios para
colocar um favo na primeira casa do jogo, dois favos na segunda casa,
quatro na terceira casa, até completar as 64 casas do jogo e que dessem
todos ao seu criador.

Admitindo-se que a cada metro ctibico & possivel armazenar 22° favos,
quantos metros ctibicos seriam necessdrios para armazenar todos esses
graos de favos?

RESOLUCAO:
A quantidade de favos a ser colocado em cada casa do jogo de xadrez sao
os 64 primeiros termos da P.G. (1; 2; 4; 8; ...).

1.[2%4-1] 264

Como S, = = 204 seriam necessarios — = 23 metros
2-1 2

cubicos

Resposta: 23

2. (UF-CEARA) — Para todo niimero real positivo x e todo nimero

T+x2+x%+ .. 4x

natural impar n, a fragdo pode ser simpli-
[+x+ x>+ .. +x"

ficada tomando a forma

2 n n+1
g LTX  py 1+x% oy 14X d) T+x+x2+ 4x

1+x 1+x 1+x
RESOLUCAO:
) a .q-a,
Usando a formulaS = = temos
q-
x2n  x2-1
1+xX2+x4+ . +x x2-1 xm+2_1 x-1
T+x+2+ . 4x" x".x-1 T oxmtl_g 2-1
x-1
e ™ -1) . (x-1) x"tlyq
Tt o)L x+D).x-1)  x+1

Resposta: C

3. (UNESP) — Desejo ter, para minha aposentadoria, 1 milhdo de reais.
Para isso, fago uma aplicac@o financeira, que rende 1% de juros ao
meés, ja descontados o imposto de renda e as taxas bancdrias recor-
rentes.

Se desejo me aposentar apds 30 anos com aplicagdes mensais fixas e
ininterruptas nesse investimento, o valor aproximado, em reais, que
devo disponibilizar mensalmente é:

Dado: 1,013¢! = 36

a) 290,00 b) 286,00 ¢) 282,00
d) 278,00 e) 274,00
RESOLUCAO:

30 anos equivalem a 360 meses. A primeira aplicacio, de x reais, é corrigida
360 vezes resultando em x . 1,01360

A segunda aplicacdo, também de x reais, € corrigida 359 vezes resultando
emx . 1,013

A peniiltima aplicacao, de x reais, € corrigida 1 vez resultando em x . 1,01
A iltima aplicacdo, feita no més do resgate, nao sofre correcao.

Desta forma, o resgate sera de

X+x.1,01 +x.1,012+... +x.1,0130 =

X .[1,01361 - 1] x.[36-1]

101-1 0,01

=3500.x=1000 000 = x = 285,71 = 286,00
Resposta: B
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4. (FGV) — Seja a sequéncia 3, %/5, %, E{/g, ..., Cujos termos sao
radicais de radicando 3, e o indice de cada termo é o dobro do indice
do termo anterior. Calcule o produto:

a) dos 10 primeiros termos dessa sequéncia.

b) dos infinitos termos dessa sequéncia.

RESOLUCAO:
a) O produto dos 10 primeiros termos da sequéncia é

2 4_ 8 512 111 1
P,=3.V3.V3.V3..... V3=31.32 34 .38 352 =

oy (4
(1+7+T+“'+E)=3 1_;_

1
( 1024 ) 15 5
L 512
3\ 2 =3 = V3102 pois 1, l s 1 yeee s L é uma
4 512

1
progressdo geométrica de 12 termo a; = 1 e razio q = 3

b) O produto dos infinitos termos da sequéncia é
1 1
11 T
(1+7+7+...) (1—% ) (%)
P=3 =3 =3

512
Respostas: a) V 31023
b)9

=32=9

5. (FMT) — O limite da soma dos termos da progressdo geométrica
infinita (a,, a,, a5, ... , &, ...), de razdo q, € igual a 2. Se S e T sdo os
limites das somas infinitas (a; + a; +as+a; +..)e

(ay +a, +a, + ag + ...), respectivamente, entdo

2 2 2 2
a) S= eT= . b) S= eT= .
1+q 1+q? 1-q 1+q
2 2q 2 2
c) S= eT= . d) S= eT= .
l+q l+q 1-q 1+¢2
2 2
e) S= eT= d .
1-qg/2 1-q/2
RESOLUCAO:
2y
=2=a,=2(1-q)
I-q

30 — &> OBJETIVO

a, S 2(1-q) 2
1-¢¢  (+q9d-q  l+g
a a 2 (1<) q 2
2 =T= 14 = = — =T= 4
1-¢* 1-¢2 A~ (1+q) 1-q
Resposta: C

SOMA DOS TERMOS DE UMA PROGREASSAO
GEOMETRICA E PROGRESSAO HARMONICA

1. Jodo pegou a calculadora de seu pai e comegou a brincar, repetindo
uma mesma sequéncia de operagdes vdrias vezes para ver o que
acontecia. Uma dessas experiéncias consistia em escolher um nimero
X, qualquer, somar 5 e dividir o resultado por 2, obtendo um novo
nimero x,. A seguir ele somava 5 a x, e dividia o resultado por 2,
obtendo um novo nimero x;. Repetindo esse processo, ele obteve uma
sequéncia de nimeros Xy Xy, X3, Xy5 Xgeens X
Ap0s repetir o processo muitas vezes, ndo importando com qual valor
tivesse iniciado a sequéncia de operagdes, Jodo reparou que o valor x|
se aproximava sempre do mesmo nimero. Que nimero era esse?

a) 5 b) 0 c) 512 d) 1 e) 15/2
RESOLUCAO:
Conforme o enunciado a sequéncia (x,) € tal que

1 X1 5
X2=T (X1+5)=7+T

L EPRPUPSS B . W S K. WSS
x3—2(x2+)—2 2+2+_4+2+4

1 Xy 5 5 5
T R

Ap6s a (n — 1)ésima operaciao temos

X, 5 5 5 5
X, = Pt — .t
2n-1 2 4 8 2n-1
X1
Se n crescer infinitamente — tende a zero e

S
5 5 5 2
—+—+—+..= =5, portanto, x_tende a 5.
5 + p + p + 1_1_ , portanto, X tende a
2
Resposta: A



2. Considere que o raio do circulo externo e R e que os raios dos
circulos internos sdo sempre a metade dos raios dos circulos exteriores

que o antecedem. A soma de todas as dreas sombreadas é:

a) TR2 b) 2 xR2 ¢) 3 nR?
3 4
d) 4 aRr? e) S nR2
5 6
<
RESOLUCAO:

A soma das areas pedidas é

S=nR2—n(%)2+n<%>z—n<£)2+...

S=nR2. =

Resposta: D

3. (UF.PARAIBA) - Seja (a,) uma progressdo geométrica cuja soma
dos n primeiros termos € S = 3.(2)" — 3. Determine o quarto termo
dessa progressao.

RESOLUCAO:
S;=a,+a,+a;+a,=3.(2*-3=45
Sy=a +a,+a,=3.(23-3=21
a,=S,—-S,=45-21=24

4. (INSPER) — Seja S o limite da soma de uma progressdo geo-

métrica de razao , cujo primeiro termo € 1. Por exemplo,

Ss=1+]+]+l+]+...
5 25 125 625

Oproduto S, . S5 .8, . ....Sy05 - Sxpn9 - Sap1o € igual a
a) 2010! b) 2009 . 2010 ) 2010

2 2009
d) 2010 e) 20092010
RESOLUCAO:
S“=1+L+L+L+...=;= n

n n n’ -1 n-1
n

Assim,

2 3 4 2009 2010
S5 -85S, e S0000 + Sap10= —— ¢ —— + — ¢ oo ——— . = 2010

29354 2009 2010 = — 2 3 2008 2009

Resposta: D

5. Qual € o termo da progressdao harmonica

1
(0,5;0,25; z ;0,125...) igual a 0,0125?

RESOLUCAO:
1
A progressao harmdnica ( 0,5; 0,25; < 5 0,125... ) =

1 1 1 1
= < 5 5 7T H r H ?; ) é obtida pela inversio dos termos da

PA (2;4;6;8;...)=(a))
1
O termo 0,0125 = 0 da progressdo harménica tem a mesma ordem do

termo da PA igual a 80.
Assim,a =a;+(n-1).r=80=2+n-1).2< n=40

Resposta: quadragésimo
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MODULO 18

MATRIZES: DEFINICOES E OPERAGOES

1. (UFAL-ADAPTADO) - A figura a seguir ilustra a rede de cone-
x0es entre os aeroportos A, B e C de uma cidade, e os aeroportos D, E
e F de outra cidade. O niimero sobre a linha unindo os nomes de dois
aeroportos representa o nimero de linhas aéreas voando na rota de um
aeroporto ao outro. Podemos representar os aeroportos de uma cidade
como as linhas de uma matriz, os aeroportos da outra como as colunas
da matriz e em cada interse¢@o linha-coluna o niimero de conexdes
entre os dois aeroportos. Se as linhas 1, 2 e 3 representam,
respectivamente, os aeroportos das cidade A,B e C e as colunas 1,2 e
3 representam, respectivamente, os aeroportos das cidades D, E e F,
qual das matrizes a seguir contém as informacdes corretas sobre os
voos entre as duas cidades?

C
1 1
1
2
F
3 41 4 1 3 341
a) 123 b) 1 21 c) 112
112 2 31 1 23
123 1 23
d) 341 e) 2 11
112 1 42
RESOLUCAO:
Conforme o esquema;
DEF
A—| 123
B—| 341
C—| 112
Resposta: D
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2. (CEFET) - Os elementos a; da matriz dada por:

0 12 2 5
2 0 7 8
2 6 0 9
1 4 5 0

representam o custo, em centenas de reais, do transporte aéreo da
cidade i para a cidade j. Se o simbolo i — j indica que a viagem ¢ feita
da cidade i para a cidade j, ent@o a tnica conclusio verdadeira é:

a) Aviagem 1 — 2 — 1 é mais cara que a viagem 1 =3 =4 — 2.
b) Aviagem 1 — 2 — 1 € mais barata que a viagem 2 — 3 — 2.

¢) Aviagem 4 — 1 — 4 custa R$ 300,00.

d) A viagemi— j — i nunca custa menos que R$ 400,00.

RESOLUCAO:
a) Falsa
O custo da viagem1 -2 —1édeaj, +a, =12+2=14 (R$ 1400,00)

O custo da viagem 1 — 3 — 4 — 2 é de (R$ 1500,00)
a3t+a, +a,=2+9+4=15
b) Falsa
Aviagem 2 — 3 — 2 custaa,; +a;,=7+6=13 (R$ 1300,00)
c¢) Falsa
Aviagem 4 — 1 — 4 custa a,, +a,;, =1+ 5 =6 (R$ 600,00)
d) Verdadeira
A viagem do tipo i — j — i mais barata é 1 — 3 — 1, que custa
a3 +ay, =2+2=4(R$400,00)
Resposta: D

3. Considere a matriz A = (aij)3X2, definida por a; = 2i + j. A soma dos
elementos da segunda coluna da matriz A' é:

a) 8 b) 9 c) 11 d) 13 e) 15
RESOLUCAO:
a ap 21+1 2142
A= a2, = 2241 22+2 =
31 a3 23+1 2.3+2
3 4
I S 3 5 7
- 4 6 8
7 8

A soma dos elementos da segunda coluna é 5+ 6 = 11

Resposta: C



4. (UNICENTRO-adaptado) — Considerando-se as matrizes X e

1 3 7 5
Y, tais que X + Y = e3X-Y= R
10 -10 2 6

pode-se afirmar que a soma dos elementos da matriz X € igual a:
a) — 10 b) -8 c) 0 d) 6 e) 10

RESOLUCAO:

X+Y 3X-Y)= ! 3 [ 7 3 ]:
X+Y)+(3X - )_[ 10 -10 ]+ 2 6

8 8 1 8 8
©4X=[ 12 _4]©X=—4 [ 12 _4]@

< X= [ g 21 ] ,cuja soma dos elementos € 2+2+3+(-1)=6

Resposta: D

5. Sabendo-se que a matriz
5 x? 2-y
49 y 3x
-1 =21 0
é simétrica, ou seja, é igual a sua transposta, o valor de x + 2y é:

a) —20 b) -1 o 1 d) 13 e) 20

RESOLUCAO:

a) A é simétrica se, e somente se, Al = A =

5 x2  2-y 5 9 -1
49 y 3x = x2 y =21 |=
-1 =21 0 2-y 3x 0

x2=49
x==-7
= 2-y=-1 =
{ y

3x=-21 =3

Assim,x+2y=-7+2.3=-1

Resposta: B

6. Para que valores de x, y e z a matriz

0 X y

A= -5 0 3 , € antissimétrica?
2 zZ 0

RESOLUCAO:

Uma matriz A é antissimétrica quando At = — A. (A sua transposta ¢ igual
a sua oposta).

Assim,

0 -5 2 0 -X -y
X 0 z = 5 0 -3
y 3 0 -2 -z 0

< x=5y=-2ez=-3

Resposta: x=5,y=-2ez=-3
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EXERCICIOS PROPOSTOS FRENTE 3 — TRIGONOMETRIA E GEOM. ANALITICA

3. (UEP) - O valor de y = sen 75° . cos 75° + sen 15° . cos 15° é:

a) y=1 b) y=2 ©) y=0
ADICAO E SUBTRACAO DE ARCOS 1 V3
dy=— ¢) y=——
2 2
RESOLUCAO:
1. (PUC) — Sendo 15° =45° —30°, o valor de sen 15° ¢é: y =sen 75° . cos 75° + sen 15° . cos 15°
Sendo cos 75° = sen 15°, temos:
a) E b) L ) Ve+V2 y =sen 75° . sen 15° + cos 75° , cos 15°
4 4 4 Lembrando que:
cos(a—b)=cosa.cosb+sena.senb entdo:
d) \/g— \/3 e) \/g— \/3 y = ¢0s(75° = 15°) = cos 60° = %
2 4
Resposta: D
RESOLUCAO:

sen 15° = sen(45° — 30°) = sen 45° . cos 30° — cos 45° . sen 30° =

V2 V3 Va2 1 _Ve-Va
: 2

2 T2 "2 4
Resposta: E
4. (UEL) — Num tridngulo retangulo ABC temos os angulos internos
A=15eB =75
B
75°
A 15° .
C
N O valor da razao AC é
2. (MACKENZIE) — Se sen(x + 1) = cos(x — ), entdo x pode ser: BC
b T 3 d S5n Tn
a — c) — — e) —
) n ) > ) 2 ) 7 ) 2 V3 1
a) 2+V3  b)sen(59) ¢ - d) V2+3 9
RESOLUCAO: RESOLUCAO:
sen(x + JT) = sen X . COS 7 + COS X . Sen T = — Ssen X AC n
Arazio —— éigual a tg B =tg 75°
€oS(Tt — X) = COS T . COS X + Sen Tt . Sen X = — CoS X BC
Entao: sen(x + &) =cos(t—X) < —senXx=—-cosx = tgx=1
Ond, de ser - tg 30° + tg 45° L
nde: x pode ser —-— Assim: tg 75° = tg (30° + 45%) = _© 8 3
1-tg30°.tg 45°
Resposta: D 1 —g .1
V3+3 B =
3 3+V3  3+V3  9+46V3+3
T oa_y3 3-V3 T 3+V3 o 9oz
3
12+6V3
= =2+ \/3
6
Resposta: A
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5. (MACKENZIE) — Na figura, tg § € igual a

2,0cm
0,5cm
16 8
a) — b) —
81
RESOLUCAO:
T C
2,0cm
1D
0,5cm
1 A
| |
' 10,0 cm !
Sendo med(AﬁD) = a, temos: 05
—+tgp
tga+tgf 25 10
tga+pf)= ——————— = —— =
— 10 0,5
1-tga.tgp 1— tgp
! B
—+tg
1 20 tgf 1
@ — = 1- = — +4tgf =
4 ! tg B 20 5
20
16
<>20-tgfp=4+80tgf=>tgP= 8_1

Resposta: A

FORMULAS DO ARCO DUPLO

1. (CEFET-Adaptado) — Assinale a alternativa que corresponde ao
menor valor positivo que € solu¢ao da equagdo sen(2x) — cos(x) =0

) T b) 4 ) 21 a0 S5n ) T
a) — — c) — — e) —
3 6 3 6 2

RESOLUCAO:
sen(2x) —cosx=0<2.senx.cosx—cosx =0 <
< cosx.(2.senx—-1)=0< cosx=0 ou senx = %
No intervalo de [0, 2xt] as solucdes possiveis sdo:
1) cosx=0<=x= i oux= 3—“
2 2
o 1 1 Sm
2)senx= — < X= — oUX= —
2 6 6
O menor valor positivo que é solucio da equacio, resulta x = %

Resposta: B

2. (UNIFEI) - Sendo sec x =— % , entdo cos(2x) € igual a:

4 b 3 24 d 7 24
a)—? )—? C)—E )25 e) 25
RESOLUCAO:

5 4
seCX=— — =>COSX=— —
4 5
Entdo cos(2x) =2 .cos>x—-1=2.( - 4 2—1— 2 1= 7
o T\ s T25 T 25
Resposta: D

#DOBJETIVO — 35



2tgx
3. (FATEC) - Se f é uma funcio real definida por f(x) =

entdo f(x) € igual a

a) cosec 2x b) sec 2x c) tg 2x
d) cos 2x e) sen 2x
RESOLUCAO:
sen X 2 .sen x
2.tgx €os X Cos X
f(x) = = = =
1+tg’x ’ sen?x cos?x + sen’x
+
cos?x cos2x
2 .sen X
€os X 2 .sen x 2
= = .€OS“X =2 .sen X .cos X = sen 2x
1 cos X
cos?x
Resposta: E

1

4. (UEL) - Se cos(2x) = - entio o valor de tg? (x) + sec?(x) é:

1 2 4 5
Q) — b)) — o 1 d — e) —
) 3 ) 3 ) ) 3 ) 3
RESOLUCAO:

cos(2x) = % =2cos>x—1= % = cos?x = % e

1 .
sen?x = - pois sen?x + cos’x =1, Vx ER

Assim, tg?x + sec?x = +

h|u|a|»—~

1
3 3
4

Resposta: E
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1 +tg’x

s

5. (E.E.AERONAUTICA) —Sejam a e b arcos do primeiro quadrante.

Se a+ b =90°, entdo cos(a — b), em funcdo de b, € igual a:

sen 2b
a) sen2b b) cos 2b c) —
) cos 2b |
2 2
RESOLUCAO:

cos(a—b)=cosa.cosb+sena.senb

Como a + b =90° (complementares), temos:

cosa=senb e sena=cosb

Assim:
cos(a—b)=senb.cosb+cosb.senb=2.senb.cosb=sen(2b)
Resposta: A

6cosx tgx 2
6. (MACKENZIE) - Se =0,0<x < — ,secx
sen 2X  COS X
vale
a)4 b)2 o)1 d)3 e)5
RESOLUCAO:

6cosx tgx
=0 < 6cos2x — (tgx).(sen2x) =0 <

sen 2x  €OS X

2 en X

<> 6 cos .2senxcosx=0 <

X —
0S X

< 6 cosZx =2 sen2x < 3.cos2x = 1 — cos’x <

< 4.cos’x=1< cos?x = e

Portanto: sec2x = =4

cos2x
Resposta: A



7. (UFSC) — Na figura a seguir determine a medida do segmento AB,
em cm, sabendo que sen o = 0,6.

C|<— 100 cm —>|

Qual € o resultado encontrado?

RESOLUCAO:

C
l«—— 100cm ——»ID

192) ABCD é is6sceles BD = CD = 100cm

29 ADB = 20.

39) sen (2a) = % < AB =100 . sen(2c.)

2 2

4?)senq=0,6=%=>cosa=%,poissen(x+cosa=1e(xéﬁngulo
agudo
59 sen(20t)=2.senct.cosot=2.i . i = ﬂ
5 5 5

6%) AB =100 . 2 =96cm
25

Resposta: 96cm

FORMULAS DO ARCO DUPLO

1. (MACKENZIE) — Se 'y =4 .cos 15° . cos 75, entdo y? vale

1 3
a1 b) — oL 4 — e)2
2 4 4
RESOLUCAO:
y=4.cos 15°.cos 75°=4 .sen 15° . cos 15° =
1
=2.sen30°=2. 5 =1=y?=12=1
Resposta: A
7T 1 B
2. (MACKENZIE) - Se sen | 2x + 7 = g » €ntao
cos x pode ser
3 1 1
Q) b- — o- > B — ) —
8 8 4
RESOLUCAO:

T 1 T n 1
sen{2x+ — |= — < sen(2x).cos — +sen — .cos(2x)= — <
2 8 2 2 8
< cos(2x) = % < 2.cos2x—-1= 1 < cos?x = li

3 3
€ COSX= — OUCOSX= ——
4 4

Resposta: C
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3. (CEFET-RJ) — O maior valor possivel da expressio
(sen 3x + cos 3x)2 é
3

) — d) 2 e) 6

0 b) 1
a) ) 5

RESOLUCAO:

E = (sen 3x + cos 3x)2 = sen? 3x + cos? 3x + 2 . sen 3x . cos 3x = 1 + sen 6x
O maior valor da expressdao é: 1+1=2

Resposta: D

T
4. (MACKENZIE) — Sendo x € ] 0; > [ tal que sen x .cos x =0.5,

se y = 252X entdo é correto afirmar que:

a) —1l<y<2. b) 4<y<8. c) 1<y<4.
d) I<y<16. e) 8§<y<16.
RESOLUCAO:

senx.cosx=05<2.senx.cosx=1< sen2x)=1

Sendo x € } 0; % { <> 2x € ]0; n[, conclui-se que

11
2x= " ex= — =45°
2 4

Assim:

1 1
19) cos x = cos 45° = 5 = cos?x = 3 e sec?x = =2

cos2x

20 y=2%=22=¢4
3?) é correto afirmar que 1 <y <16.

Resposta: D
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T
5. (MACKENZIE) - Sesec x=4,com(0 = x < - .entdo tg(2x) é

igual a
aVis Vis 2Vis
a) — ) b —, ¢) 7
Vis Vis
D 6 9= 7
RESOLUCAO:

b4
Sed=x< - e sec x = 4, temos:

19) tg?x=sec’x-1=42-1=15=tgx=V15

Resposta: E

6. (UFRN) — Na figura abaixo AB =4 e AD =5.

C
D
X
X [o]
A B
O valor de AC é:
100 50 80 70 105
D — b= g— d-— o
7 7 7 5 7
RESOLUCAO:

19) AABD: AB =4 ]
AD=5

4
Entao: cos x = 5



29 cos(2x) =2 2x-1=2 4\ 1= 32 1= !
.) COS(4X) = &4 . COS°X =4Z. 5 = 25 = 25
39 AABC: cos(2x) AB AC AB
. H =— < =
CoStEX) ="%¢c cos(2x)

AC 4 AC 100
<> = — < = —
7 7
25
Resposta: A

7. (FUVEST) — O nimero de solugdes da equagdo sen x = sen 2x, no
intervalo [0, 2x], é
a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 5

RESOLUCAO:
sen X =sen 2x <> senx—2senx cosx =0 <

1
<senx.(1-2cosx)=0< senx=0o0ucosx= 7

Assim:senx=0e0=sx=2n=x=0,x=m,x =27
1 1 Sx
cosx= —elsxs2x=x= ?,x= =3

Logo a equacio tem cinco solucdes, no intervalo [0; 27]
Resposta: E

MODULO 14

FORMULAS DO ARCO TRIPLO E
TRANSFORMACAO EM PRODUTO

1. (FUVEST-Adaptado) — Calcular sen (3x) e cos (3x) em fun¢éo de
sen X e cos X, respectivamente.

RESOLUCAO:

sen(3x) = sen(2x + X) = sen 2X . COS X + COS 2X . Sen X =
=2senx.cosX.cosX.cosx + (1 -2 sen'x)sen x =
=2senx.(1-sen'x)+ (1-2sen'x).senx=
=3.senx - 4.sen’x

c0s (3x) = cos (2x + X) = €0oS 2X — €OS X — sen 2X . sen X =
=(2cos!x—1).cosXx— 2.senx.cosX.senx=
=(2cos?’x—1) .cos x—2.cos x (1 —cos?x) =

=4.cos®x-3.cosx.

2. (MACKENZIE) — Se cos 15°, cos(a) e cos 75° formam, nessa
ordem, uma progressdo aritmética, o valor de cos(a) é
V2 RN RN N

a — b) 9 d) €)
3 3 4 4 4

RESOLUCAO:
Como cos 15°, cos (a) e cos 75° formam, nessa ordem, uma progressao
aritmética, temos:

cos 75° + cos 15°

cos(a) = =
(a) >
75° + 15° 75° -15°
2.cos| ———— | .cos| ————
2 2
2
Vi V5 V6
=cos45°.cos30°=s —— . —— = ——
2 2 4

Resposta: D

3. (FUVEST) — A medida x, em radianos, de um angulos satisfaz
%< X < 7 e verifica a equagdo sen X + sen 2x + sen 3x = 0. Assim,
determine x.

RESOLUCAO:

sen x + sen(2x) + sen(3x) = 0, <

<> sen X + sen(2x) + sen(3x) =0 <

3x + x 3x-x
<> sen(2x) + 2 . sen p . COS 3 =0<

< sen(2x) + 2 .sen (2x) .cosx=0 <

< sen(2x).[1+2.cosx]=0<

1
@sen(Zx):Ooucosx:—?c»

Para:

n.m
19 sen(2x)=0 < 2x=n.w < Xx= T (n € Z ) nenhuma solucio é possivel
com —<X <t
2

T
29) cos x = — —, a unica solucdo possivel no intervalo — < x < x, resulta
2 2
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4. (FATEC) - Da trigonometria sabe-se que quaisquer que sejam 0s
nimeros reais p e q,

p+q P—q
sen p +sen q = 2 sen — . COS —

Logo, a expressdo cos x . sen 9x € idéntica a

a) sen 10x + sen 8x. b) 2. (sen 6x + sen 2x).

1
c) 2 .(sen 10x + sen 8x). d) > (sen 6x + sen 2x).

1
e) > (sen 10x + sen 8x).

RESOLUCAO:

1) Sabe-se que:

p+q P-q
sen p +sen q =2 .sen 3 . cos e

p+q pP-q 1
< sen . COS = — .(sen p + sen q)
2 2 2

2) Na expressao sen(9x) . cos x =

( 10x + 8x ) ( 10x — 8x )
=sen _ . COS —_—
2 2

Portanto: sen 9x . cos x =

( 10x + 8x ) ( 10x — 8x )
sen [ —— | .coS [ — | =
2 2

temos: p =10x e q = 8x

1
? . (sen 10x + sen 8x)

Resposta: E
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5. (UFSC) - Se cos (2x) = 1/3, onde x € (0, m), entdo o valor de
_sen(3x) — sen(x) &

cos(2x)

V3

a) —1 b) —— ©)
3

3
\V3 3

3x +x 3x-x
2. cos .sen
sen(3x) — sen x 2 2

1? = = =
Y cos(2x) cos (2x)

RESOLUCAO:

2 .cos(2x) . sen x
= —  =2.senx
cos(2x)

1

2X=—¢>

1
29) cos(2x) = — <> 1-2.sen
3

1

ZX= — < senx= T,poissenx>0
3

< sen

V3

Portanto: y=2. 5

Resposta: D



RELACOES '[RIGONOMI'ETRICAS
EM UM TRIANGULO QUALQUER

1. (UNITAU) — Determinar aproximadamente a distancia AB entre
0s pontos inacessiveis na figura, sabendo que um observador viu ambos
os pontos A e B, conforme as distancias e angulo especificado.

Montanha

400 M A A>

0] &

30 m
B

a) 79m b) 80 m ¢) 90 m d) 110m e) 37m

RESOLUCAO:

No AOAB, aplicando-se Lei dos Cossenos, temos:
ABZ =30% + 1002 -2 .30 .100 . cos 60° = 900 + 10000 — 3000 = 7900
Portanto: AB=V 7900 =10.V79 =90 m

Resposta: C

2. (UEL) — Duas plataformas maritimas (A e B) estdo localizadas de
tal forma que os angulos de emissdo de sinais de comunica¢do com a
base de um pogo submarino sdo, respectivamente, iguais a 120° e 30°,

conforme indica a figura a seguir:

A
120° 304

base
do

pogo
Admitindo-se que os sinais se desloquem em linha reta até a base do pogo
e que a distdncia entre a plataforma A e B, em linha reta, seja
AB = lkm, a maior distincia entre a base do po¢o e uma das duas
plataformas, em km, €, aproximadamente, igual a:
a) 1,7 b) 15 c) 13 d) 1.1 e) 10

RESOLUCAO:

30°
120°

P

A partir do enunciado, conclui-se que AlA’B = 30° e, portanto, o A ABP é
isosceles, AP = AB = 1km. A maior distincia do poco P a uma das
plataformas (B), pode ser obtida, aplicando-se a Lei dos Cossenos, assim:

PB2=12+12-2.1.1.cos 120° <

1
¢P132=1+1-2(- ?>¢PB2=3©PB=\/3 =1,7km

Resposta: A
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3. (FUVEST) - Os comprimentos dos lados de um tridngulo ABC
formam uma PA. Sabendo-se também que o perimetro de ABC vale
15equeo ﬁnguloA mede 120°, entdo o produto dos comprimentos dos
lados € igual a

a) 25 b) 45 c) 75

d) 105 e) 125

RESOLUCAO:

As medidas dos lados desse tridngulo podem ser expressas por:
x-r,xex+r,comx>0er>0.

Assim: X-r+x+x+r=15<x=5

O triangulo fica:

5-r
120°

5
De acordo com a lei dos cossenos, tem-se:
(5+1)?=(5-1?+5*-2.5.(5-1).cos 120° <>
<525+ 10r +r>=25-10r + 12 + 25 + 25 - 5r <>
& 25r=50<sr=2
Logo, o produto dos comprimentos dos lados desse tridngulo ¢ igual a:
5.5-r).5+r)=5.(5-2).(5+2)=105
Resposta: D
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4. (FMJU) — Uma drea plantada, de forma triangular, contém 3 pontos
de abastecimento de dgua para o processo de irriga¢do, conforme
mostra a figura, cuja escala € de 1:10.000. A distancia entre os pontos
A e C é, aproximadamente, igual a

X
& g A
30°
105°
6 cm
B
Dado: V2 = 141
a) 0,56 km b) 0,78 km ¢) 0,84 km
d) 0,96 km e) 1,84 km
RESOLUCAO:
Ce Xcm <A

19)SeA=105° e C =30° resultaC = 45°

292) Pela lei dos senos:

X 6 X 6

= <> = <>
sen 45° sen 30° Va2 1
2 2

©x=6.V2=6.141=846cm

3?) Na escala 1: 10 000, a distancia AC é igual a:
84600 cm = 0,84 km

Resposta: C



5. (FATEC) — Sejam a, 3 e y as medidas dos angulos internos de um

n sen o 3 sen o .
tridngulo. Se ——— = —, —— =1 e o perimetro do
sen 3 5 sen y
triangulo € 44, entdo a medida do maior lado desse triangulo é
a) 5. b) 10. c) 15. d) 20. e) 25.

RESOLUCAO:
A partir do enunciado, e considerando a figura abaixo, pela lei dos senos,
temos:

o y z sen o y
1.) = <> =—=1©y=z
sen o sen y sen y z
o y X sen o y 3 3
2. = e =——=— &y= — .X
sen o sen f3 sen X 5 5

Como o perimetro do tridngulo é 44, temos:
3

X+y+z=4 S X+ — X+ — .x=4
5 5

& 5x+3x+3x=44.5x=20

O maior lado do tridngulo é 20, pois os outros lados sdo: y =z = 12

Resposta: D

6. (CEFET-RJ) — Num tridngulo ABC, sabe-se que o angulo
A= 60°, que o lado AB mede 2 e a bissetriz do énguloA tem medida
2. Determine:

a) Os outros angulos do tridngulo ABC.

b) A medida do lado BC.

RESOLUCAO: _ .
a) A partir do enunciado, com AD, bissetriz do angulo A, temos:

19) AD=AB=2= AABD ¢ isésceles ¢ ABD = ADB = 75°
A A A
2?) Como A =60°,B =75° resulta C = 45°

b) Pela Lei dos Senos; no AABC, temos:

AB BC 2 BC
S = > <> = <>
sen 45 sen 60 \/; \/;
2 2

@BC:\/;.\/;=\/Z

A A
Respostas: a) B=75%°e C =45°

» Ve
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MODULO 16

COORDENADAS CARTESIANAS ORTOGONAIS

1. (UNESP) — Considere os pontos do plano (0,0), (0,1), (2,1), (2,3),
(5.3) e (7,0). Representando geometricamente esses pontos no plano

cartesiano e ligando-os por meio de segmentos de retas obedecendo a
sequéncia dada, apds ligar o dltimo ponto ao primeiro obtém-se uma
regido limitada do plano.

Se a unidade de medida ¢ dada em centimetros, a drea dessa regido,
em cm?, é:

a)9 b) 10 c) 13 d) 14 e) 15
RESOLUCAO:
YA
l——3—>»
C D
3
2
A B SII
1
S F E
: » x
0 2 5
l— 2 —>

< 5 >

Os pontos O(0; 0),A(0; 1), B(2; 1), C(2; 3),D(5; 3) e E(7; 0), sdo os vértices
da regido cuja 4rea S é igual a drea S| do retingulo OABF, mais a drea S;
do trapézio CDEF, onde F(2; 0).

Dessa forma, temos:

5+3).3

S=8,+S;=2.1+ =2+12=14.

Se a unidade de medida é dada em centimetros, a area dessa regiao é igual
a 14 cm?.
Resposta: D
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2. (UEL) — Um individuo em Londrina telefona para um amigo em
Sao Paulo utilizando um celular. Considere que entre Londrina e Sdo
Paulo hd antenas retransmissoras nas posicdes indicadas por pequenos

circulos na figura a seguir:

d (km)‘\

150

120

A 4
A 4

90
S&o Paulo

A 4
A 4
A 4
A 4
A 4
A 4

60
r 3

30

. r 3
Londrina, b s

. - A .
0" 160 200 700 480 g (km)

v
N
=)

L 4
Q0.
o
N}

-30

Dois sinais que percorrem os diferentes caminhos (cinza claro e cinza
escuro) indicados pelas setas chegario ao celular receptor (Sao Paulo)
defasados no tempo.

Sabendo-se que a velocidade de propagacéo do sinal € da ordem da ve-

locidade da luz, ou seja, v = 3 . 10° km/s, a defasagem dos sinais é

8 2 8

a) -2 1075 b) = . 1075 ) — .1073s
30 3 30

4 2 1075 o) 32 1075
3 30

RESOLUCAO:

Lembrando que:

v As ae A
At A\

temos:

1?2) Consideremos o caminho 1, aquele demarcado pela cor cinza escuro.
Verifica-se que a distancia percorrida neste caminho é de 700 km. O
tempo que este sinal demorara para chegar a Sao Paulo é dado por

7
700 s= — .1073s
3.10° 3

At =

2?2) O caminho 2, demarcado pela cor cinza claro, mede 500 km, de modo
que o tempo que este sinal demorara para chegar a Sao Paulo sera:

At,= ﬂs: i L1073 s
3.105 3

Portanto, a defasagem serd de At, — At,= % L1073

Resposta: D



3. (MACKENZIE)

yA

A figura mostra uma semicircunferéncia com centro na origem. Se o
ponto A é (- V2,2), entdo o ponto B é

a) (2,V2) b) (V2,2) o (1,V53)
d) (V5,1 o) (2,V5)
RESOLUCAO:
yA
A(-V2;2)

Se os pontos C e D s@o as projecoes ortogonais dos pontos A e B, respec-

tivamente, sobre o eixo das abscissas, conclui-se que:

1?2) No tridngulo OCA, temos OC = \/E eAC=2.

2?9) Os triangulos OCA e BDO sio congruentes.

Portanto, AC = OD =2 e OC = BD = \/E, e como o ponto B é do
12 quadrante, as coordenadas do ponto B sao (2; \/E).

Resposta: A

4. (FUVEST) — Sejam a, b e ¢ trés niimeros estritamente positivos
em progressdo aritmética.

Se a drea do tridngulo ABC cujos vértices sdo A (— a; 0), B (0; b) e
C (c; 0) éigual a b, entdo o valor de b é:

a) 5 b) 4 c) 3 d) 2 e) 1
RESOLUCAO:
Se a, b, ¢ estdao em P.A. (nessa ordem), entdo a + ¢ = 2b.
y A
B(0; b)
A(-a;0) |0 C(c:0) X
S= AC.OB b= (a+c).b
2 2

Como b # 0, temos:

2=a+c=2=2b<sb=1
Resposta: E
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5. (UFV) — Seja f a fun¢do definida por f(x) = sen x, x = 0. Num

. . T
mesmo sistema de coordenadas, considere os pontos A = ( ?; 0) S

B = <%, O) ,Ce D, onde Ce D estdo sobre o grifico de f, cujas

. ~ . 7T .
abscissas sdo respectivamente, e T Unindo-se esses pontos

obtém-se o quadrildtero ABCD, cuja drea vale:

T T T T
a) b) c) b)
4 2 5 3
RESOLUCAO:
A
| S——— C e
D

\ 4

-1

n n
A partir do enunciado, temos A = ( ?§ 0) eB= ( 7§ 0 ) , de onde se

1
conclui C = ( %; 1) eD= ( %; ? ),pois C e D pertencem ao grafico

da funcao y = sen x.

O quadrilatero ABCD resulta um trapézio cuja area é igual a

(1+L).1 3z

S =(BC+AD).AB= 2) 3 _ 2 3 _x
ABCD 5 2 2 4
Resposta: A

46 — %D OBJETIVO

_ PONTO MEDIO -
DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS

1. (UNIFESP) — Considere os gréficos das fun¢des definidas por
f(x) = log,(x) e g(x) = 10%, conforme figura (fora de escala).

YA = 10%

AlY

y= |0910(X)
B

Dé as coordenadas de M, ponto médio do segmento AB.

RESOLUCAO:

Sex=1->y=101=10 — A(1; 10)
Sey=1-—y=log;x + x=10—B(10; 1)

Como M ¢é ponto médio de AB, temos:

1+10 10+1 11 1
e Ay

s ’

2 2 2 2



2. (ESC.ESP. AERONAUTICA) — Num tridngulo ABC, o ponto
médio do lado AB é M(4, 3). Se as coordenadas de B sdo ambas iguais
a 2, entdo as coordenadas de A sdo

a) (7,5) b) (6,4) c) (5,3)

d) (3,4 e) (6,5)

RESOLUCAO: -
Se M(4, 3) é ponto médio do lado AB, em que B(2; 2), temos:

Xy +2

=d4<x,=6

yA+2
2

=3©yA=4

Portanto, o ponto A tem coordenadas (6; 4).

Resposta: B

3. (MACKENZIE) — Em relagdo a um sistema cartesiano ortogonal,
com os eixos graduados em quilémetros, uma lancha sai do ponto
(- 6,—4),navega 7 km para leste, 6 km para o norte e 3 km para oeste,
encontrando um porto. Depois continua a navegagdo, indo 3 km para
norte e 4 km para leste, encontrando um outro porto. A distancia, em
quilémetros, entre os portos é

a) 7 b) 3Vs 0 2V3 a V7 e) 5
RESOLUCAO:
AY
(-2;5), 777777 5 P, (2;5)
v 1 _ (12
P, (-2,2) 2| |
t t t t t t i t t t t » X
-6 i1 5
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e
; (-6:-4) -4 (1:-4)

A lancha sai do ponto P(- 6; — 4), encontra o primeiro porto em P, (- 2; 2)
e o segundo porto em P, (2; 5).

Assim, a distancia, em quilometros, entre os dois portos é a distancia de
P,aP,.

P,P2=P A2+ AP, =P P, =3 +4=25=PP,=5

Resposta: E

4. (PUC) - A figura abaixo mostra a trajetdria percorrida por uma
pessoa para ir do ponto A ao ponto B, caminhando em um terreno plano
e sem obstdculos.

Se ela tivesse usado o
5m

O B caminho mais curto para ir
6m A de A a B, teria percorrido
< ] a) 15m  b) 16m
Aom © 17m d) 18 m
re R o e) 19m
20m
RESOLUCAO:

Tomando-se eixos coordenados (de modo conveniente), podemos obter os

pontos A (-3;0) B (5; 15)
YA
5m B
6m
ol 17m
L]

9m

A o,

20m X

O caminho mais curto para ir de A a B é a distancia entre os dois pontos.
d=V(5+32+15-02=V289=17

Resposta: C

5. (FGV) — No plano cartesiano, o ponto P que pertence a reta de
equagdo y = x e é equidistante dos pontos A(—1,3) e B(5,7) tem abscissa
igual a:

a) 3,1 b)3,3 c)34 d)35 e)32

RESOLUCAO:
Se P pertence a reta de equacao y = x, entdo P (x; x). Como P ¢ equidistante
dos pontos A e B, temos:

PA=PB < Vix+1)2+(x-3)2 =V(x-52+(x-7)2 «

S X2+ 2x+1+x2-6x+9=x2—10x + 25 + X2 — 14x + 49 <>
< 20x=64 < x=32

Resposta: E
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6. (ESPM) - No plano cartesiano, tem-se um ponto P (a, b)
pertencente a reta de equagdo x —y = 1. Para que a distancia desse

ponto até a origem O (0,0) seja menor que V5, deve-se ter:

a) —2<a<-1 b) —1<a<?2 c) 0<a<3

d) -3<a<-2 e) 2<a<3

RESOLUCAO:

1°9) Como o ponto P(a,b) pertence a retax—y =1, temos a—b =1, isto é,
b=a-1

200 d<V5 =>Val+@-1? <V5 «
sal+a’l-2a+l<Sea’l-a-2<0e-1<a<2

Resposta: B

MODULO 18

ALINHAMENTO DE 3 PONTOS - CURVAS

1. (UNESP) — Sejam P = (a,b), Q = (1,3) e R = (-1,~1) pontos do
plano. Se a + b =7, determine P de modo que P, Q ¢ R sejam colineares.

RESOLUCAO:
1) Se P=(a;b), Q(1;3) e R = (- 1; — 1) sdo colineares, entdo:
a b 1
1 3 1 (=0« 2a-b+1=0
-1 -1 1

2) Comoa+b=7,entio:a+b+2a-b+1=7+0<a=2
Assim:2.2-b+1=0<«b=5
Resposta: P=(2; 5)

48 — &Y OBJETIVO

2. (CEFET) — Um quadrildtero tem seus vértices nos pontos P(0; 2),
Q(1;4),R(3;1),e S(2; 0). A drea desse quadriltero ¢, em unidades de
area,

a) 13/2 unidades.
d) 11/2 unidades.

b) 15/2 unidades.

e) 4 unidades.

¢) 9/2 unidades.

RESOLUCAO:
No plano cartesiano, temos
y
Q(1.4)
P(0,2)
R(3,1)
! S(2,0) X

No calculo das areas dos triangulos, resulta:

141
021
311 7
19 Appor= 2 =5
021
311
o 201
29 Apprs= 5 =2
7 1
Portanto, APQRS = > +2= N

Resposta: D



3. (ESPM) - Os pontos A(x; x + 1), B(0; x) e C(x — 1; 1) sdo vértices
de um triangulo de drea 4 situado no primeiro quadrante do plano

cartesiano. A medida do lado AB ¢ igual a:

a) V5 b) V10 o) V17 d V2 e) V3
RESOLUCAO:
X x+1 1
0 X 1
x-1 1 1
ApaBC= 2 =4<

oxX+(x+1D).x-D-x.x-1)-x=*8 =

2 2

2ix-x=*8oxl-1=*+8=

o x2+xi-1-x
x2=9sx=+3

Como o A ABC, é do 1? quadrante, temos: x = 3.

Entiio A(3; 4), B(0; 3) eolado AB=V (3 - 02+ @-3)2 =10

Resposta: B

4. (MACKENLZIE) - Os grificosde y =x + 2 e X + y = 6 definem,
com 0s eixos, no primeiro quadrante, um quadrildtero de drea
a) 12 b) 16 ¢) 10 d)8 e) 14

RESOLUCAO:

y=x+2

A (6; 0)

N$--—-————-
x VY

w)
m

xX+y=6

y=x+2
1) x+y=6 < B(2,4)

2) AadreaS do quadrilatero A(6, 0), B(2,4), C(0,2) e D(0, 0) é igual a drea
S, do trapézio EBCD somada com a drea S, do tridngulo ABE. Logo:

4+2 4.4
S= 2+ =6+8=14
2
Resposta: E

5. (FGV) — No plano cartesiano, a reta de equag@o x — y = 0 deter-
mina, na circunferéncia x2 + y2 — 4x — 2y + 4 = 0, uma corda cujo
comprimento vale

a) V2 b) V3 ) 2 d) Vs e) V6

RESOLUCAO:
A intersecc¢io da reta com a circunferéncia ¢ obtida pela solucio do sistema
determinado pelas suas equacoes, assim:

x-y=0=x=y (I
X2+y2-4x-2y+4=0 (I

De (I) e (IT), resulta:
XC4x2-4x-2Xx+4=0=2x2-6x+4=0=x2-3x+2=0 =

<x=loux=2

Como x =y, os pontos de interseccao resultam A(1;1) e B(2;2), que deter-
minam uma corda cujo comprimento vale:

AB=V2-12+2-12=V2

Resposta: A
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FRENTE 4 — GEOMETRIA PLANA

EXERCICIOS PROPOSTOS

RELAGOES METRICAS NOS
TRIANGULOS RETANGULOS

1. (CESGRANRIO) - No retangulo ABCD de lados AB = 4 ¢
BC =3, 0 segmento DM é perpendicular a diagonal AC. O segmento
AM mede:

3 12 5 9
a) — b)) — c) — d — e) 2
2 5 2 5
D C
M
A B
RESOLUCAO:
D 4 C
3 3
M
A 4 B

12) No triangulo retangulo BAC, tem-se AC = V42 + 32 =5

22) No tridngulo retingulo DAC, tem-se (AD?) = AC . AM

9
Assim, 32=5.AM < AM = e

Resposta: D

50 — &) OBJETIVO

2. (PUC-RJ) — Ao meio dia, a formiga A estd 3 km a oeste da formiga
B. A formiga A estd se movendo para o oeste a 3 km/h e a formiga B
estd se movendo para o norte com a mesma velocidade. Qual a
distancia, em quilometros, entre as duas formigas as 14h desse mesmo
dia?

a) V17 b) 17 o) V51 d V117 e) 117

RESOLUCAO:
Cada formiga, em duas horas, percorrera 6 km (ver figura)
B'
D%
X
6 km
%
A 3km B

/7#\ 6 km

A

Logo x2 =62 + 92 < x = V117km

Resposta: D

3. (FUVEST) - No jogo de bocha, disputado num terreno plano, o
objetivo é conseguir langar uma bola de raio 8 o mais proximo possivel
de uma bola menor, de raio 4. Num langamento, um jogador conseguiu
fazer com que as duas bolas ficassem encostadas, conforme ilustra a
figura abaixo. A distancia entre os pontos A e B, em que as bolas tocam

o chdo, é:

)8 b) 6V2
c)8V2 d)4vV3
e) 6V3

RESOLUCAO:

X+4=12 <
<x2=144-16

s x2=128 <

@x:\/lZS@x:S\/E

Resposta: C




4. (UFMG) — Nesta figura, estdo representadas trés circunferéncias,
tangentes duas a duas, e uma reta tangente as trés circunferéncias:

Sabe-se que o raio de cada uma das duas circunferéncias maiores mede
Iem. Entéo € correto afirmar que a medida do raio da circunferéncia
menor, em centimetros, € igual a:

1 1 V2 V2 V3

_ . = 4 = -
a) 3 b) 1 ©) > ) 2 e) 2
RESOLUCAO:

Sendo x a medida, em centimetros, do raio da circunferéncia menor, no
tridngulo retangulo TPQ, tem-se:

TP=1,TQ=1-x,QP=1+x e (QP)? = (TP)? + (TQ)?

Assim:

1
A+x2=12+(1-x2<1+42x=1+1-2x < 4dx=1<x= "

Resposta: B

5. (UFTM) - A partir de um quadrado ABCD de lado medindo 8 cm,
desenha-se uma circunferéncia que passa pelos vértices Ae D e é
tangente ao ladoBC. A medida do raio da circunferéncia desenhada, em

cm, é:
a) 4 b) 5 o) 4V2 d) 6 e) 5V2
RESOLUCAO:
A ZoM 4 OND o _
~ 77 L 77 P A
\\\/¥ | Q\/// 8
- X
X /\\\ i //XX
Rk
! 8
|
X$ X
\Ei]/
el — 4 vy __ \ 4
B 4 T 4 C

No triangulo retangulo MOD, onde OD =x, MD =4 e OM = § — x, de
acordo com o teorema de Pitagoras, tem-se:

(OD)? = (OM)? + (MD)?

Assim: xX2=(8-x)2+4> <> x>=64-16x +x* + 16 <> 16x =80 <> x =5
Resposta: B

RELAGOES METRICAS NOS
TRIANGULOS QUAISQUER

1. Em um tridngulo ABC, tém-se AB=3,AC=6e BC=7.
Esse triangulo é
a) equildtero

b) isdsceles ¢) retangulo

d) acutangulo e) obtusangulo

RESOLUCAO:
(AB)2=9
(AC)?=36
(BC)2=49
Portanto: (BC)? > (AB)? + (AC)?
Resposta: E

= (AB)? + (AC)2=45
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2. (FUVEST) — No quadrado ABCD

A—12 B
de lado 12, temos AE =13 e CF = 3.
N AL 12
O angulo AEF ¢ agudo, reto ou obtuso?
Justifique.
ustinique D c
E
RESOLUCAO:
Agudo, pois:
(AF)2=15% & (AF)2 =225
A 12 B
(AE)2=13? & (AE)? =169
15 9 (EF)?=7?+3* <« (EF)?=58
12l \13 Como 225 < 169 + 58,

F
t"’ o

3. (FUVEST) - Os lados de um tridangulo medem \/5_, V10 e5.Qual
o comprimento da altura relativa ao lado maior?

2V mV2  oVi  aVs e Vis
RESOLUCAO:

10

5-x
x2+h%2=5

} = x2-(5-x)2=-5=10x=20=>x=2
5-x2+h2=10

Assim,22+h?=5=>h?=1=h=V1
Resposta: A

52 — &) OBJETIVO

4. (FUVEST) — Na figura abaixo, tem-se AC = 3, AB = 4 ¢
CB = 6.0 valor de CD é

A
C D B
a) 17/12  b)19/12  ¢)23/12 d) 25/12 e) 29/12
RESOLUCAO:
3 4
C' X 6-X 'B

Se h € altura do triangulo ACB relativa ao lado CB, e se x é a medida de CD,
entao

1) No tridngulo ADC, tem-se h? + x2=32<> h?=9 - x?
2) No tridngulo ADB, tem-se h? + (6 — x)2 = 42 <> h2 = 12x — 20 — x>

29
Logo, 12x-20-x2=9-x2 < x = -

Resposta: E



5. (UFJF-MG) — Uma mesquita possui uma abéboda semiesférica de
4m de raio, cujo centro dista 7m do ch@o e 5Sm das paredes laterais. A
figura a seguir representa um corte em perfil, em que um menino,
afastado 6m da parede lateral, mirando em A, vé o ponto B na abéboda.

[€—10m ———»

Considerando-se os olhos do menino a 1m do chdo e desprezando-se
a espessura das paredes, conclui-se que a altura do ponto B em relagdo
a0 chdo, em metros ¢ igual a:

21-V7) 19-V7) 17-V7)
a) —— = by — = ¢) ——~
2 2 2
8 +V7)
d) —= e) 8
2
RESOLUCAO:

Seja x a altura BH do tridngulo ABO relativa ao lado AO e h a altura do
ponto B em relacio ao chio.

[€——10 ———»]

No tridngulo retangulo HBO, de acordo com o teorema de Pitagoras,
5-V7 .
tem-se x>+ (5 —x)2 =42 < 2x2-10x+9=0 < x = , pois:
V2 3V2
—<x<—
2 2
5-V7 19-V7
Assim:h=7+x<h=7+ < h=
2 2

Resposta: B

LUGARES GEOMETRICOS

1. (UNESP) — Definir baricentro de um tridngulo.

RESOLUCAO:
E o ponto de interseccio das medianas do triangulo.

2. (ESAM) - O segmento da perpendicular tragada de um vértice de
um tridngulo a reta suporte do lado oposto é denominado altura. O
ponto de intersec¢do das trés retas suportes das alturas do tridangulo é
chamado

¢) circuncentro.

a) baricentro. b) incentro.

d) ortocentro. e) mediano.

RESOLUCAO:

O ponto de interseccao das retas suportes das trés alturas de um tridngulo
€ 0 ORTOCENTRO do referido triangulo.

Resposta: D

3. Na figura ao lado, o ponto I € o c

centro da circunferéncia inscrita no

triangulo ABC.

Pode-se afirmar que

a) ¢ o baricentro do tridngulo ABC.

b) 1€ o ortocentro do tridngulo ABC.

¢) 1¢é o ponto de intersec¢@o das medianas do triangulo ABC.

d) 1¢€ o ponto de intersecc@o das bissetrizes dos angulos internos do
triangulo ABC.

e) 1é o ponto de interseccio das mediatrizes dos lados do tridngulo
ABC.

RESOLUCAO:

I é o incentro do tridngulo ABC e, portanto, trata-se do ponto de
interseccdo das bissetrizes dos angulos internos do triingulo ABC.
Resposta: D
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4. Na figura ao lado, o ponto C € o centro F

da circunferéncia circunscrita ao tridngulo

DEF.

Pode-se afirmar que

a) C é o baricentro do tridngulo DEF.

b) C ¢ o incentro do tridngulo DEF.

¢) Cé o ponto de intersec¢do das medianas do tridngulo DEF.

d) Cé o ponto de intersec¢do das alturas do triangulo DEF.

e) C ¢ o ponto de interseccdo das mediatrizes dos lados do tridngulo
DEF.

RESOLUCAO:

C é o circuncentro do triangulo DEF e, portanto, trata-se do ponto de
intersecc@o das mediatrizes dos lados do triangulo DEF.

Resposta: E

5. Os quatro pontos notdveis de um tridangulo sao alinhados. Esse trian-
gulo é, necessariamente,
a) isdsceles

d) obtusangulo

b) acutangulo
e) equildtero

¢) retangulo

RESOLUCAO:

Os quatro pontos notaveis de um triangulo isosceles sao sempre alinhados,
pois as retas suportes da mediana, altura, bissetriz e mediatriz relativas a
base sdo coincidentes.

Resposta: A

6. Assinale a afirmagcdo falsa.

a) Os pontos notdveis de um tridngulo equildtero sdo coincidentes.

b) O incentro de qualquer tridngulo é sempre um ponto interno.

¢) O ortocentro de um triangulo retangulo € o vértice do angulo reto.

d) O circuncentro de um tridngulo retdngulo é o ponto médio da
hipotenusa.

e) O baricentro de qualquer tridngulo é o ponto médio de cada me-
diana.

RESOLUCAO:

O baricentro de qualquer triangulo ndo é o ponto médio de cada mediana,
pois o baricentro, invariavelmente, divide cada mediana na razao 2:1.
Resposta: E

54 — &) OBJETIVO

MODULO 14

PONTOS E SEGMENTOS
NOTAVEIS NO TRIANGULO

1. (MACKENZIE) - Se, na figura, T € o incentro do tridngulo MNP,
a medida do angulo o é

a) 45° b) 50°

M
/\ 0 60°  d) 70°
e) 80°
9
N P

RESOLUCAO:

x+y=50° e o+2x+2y=180°

Assim, a+2.50°=180° <

Resposta: E



2. (FUVEST) — Na figura, ABCD é um quadrado de 6 cm de lado, M

é 0 ponto médio do lado DC e A é o ponto médio de PC.

D
M
N
Cc A P
B
Calcule a medida do segmento DN.
RESOLUCAO:
D
M
C IIIIII hd III/II P
A

N € o baricentro do triangulo DCP.

2 2
Assim, DN = ? .DA< DN= ? .6 < DN=4cm

Resposta: DN = 4cm

3. (UNIFESP) — Tem-se um tridngulo equilatero em que cada lado
mede 6cm. O raio do circulo circunscrito a esse tridngulo, em
centimetros, mede

a V3. b 2V3 o4

RESOLUCAO:

d) 3V2.

e) 3V3.

Na figura O é o circuncentro, que coincide com o baricentro do tridngulo
equilatero ABC de lado € = 6 cm e altura h.

Assim:
V3 6V3
== em = 3V3em
2 2
2) OA 2 h
) OA=7-

Logo: R = % 3\/§cm < R= 2\/§cm

Resposta: B

#DOBIJETIVO — 55



4. (CFT-CE) — No triangulo ABC da figura a seguir, as medianas que
parte de A e de B sdo perpendiculares.
A

B C

Se BC =8¢ AC =6, entdo AB ¢ igual a:

b) 4V3

a) 3V6 o 12V7  d2Vs e 4V2

RESOLUCAO:

1°) Nos triagulos GAN e GBM, tem-se:
2x)2+y2=3ex?+ 2y =42
Assim: 5x2 4+ 5y2=32+42 & x> +y2=5
2?) No triangulo retangulo GAB, tem-se:
(AB? = (2x)% + (2y)? < (AB?* =4(x2 + y?)
Assim: (AB)?=4.5 < AB=2V5
Resposta: D
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5. (FGV-SP) — As medianas BD e CE do triangulo ABC indicado na
figura sdo perpendiculares, BD = 8 e CE = 12. Assim, a drea do
tridngulo ABC é

B
E
A D C
a) 96. b)64. ) 48. d) 32. e) 24.
RESOLUCAO:
B
E
G
A t D t c

19) G é baricentro do tridngulo ABC, e portanto
2 2
CG= — .CE= — .12=8cm.
3 3

Assim, a 4rea do tridngulo CBD, em cm?

s €

22) Como os tridngulos ABD e CBD, tem mesma érea, a drea do tridingulo
ABC, em cm?, é:
Sypc=2-Scpp=2-.32=64

Resposta: B



ANGULOS NA CIRCUNFERENCIA

Nos exercicios de 1 a 3, determinar o valor de o, associando-o com as
seguintes alternativas:

a) 40° b) 45° c) 50° d) 80° e) 85°

90°

RESOLUCAO:
90° i
o= T < a=45

Resposta: B

2. (MACKENZIE)

40° l

130°

RESOLUCAO:
40° +130°
o= T < o=85°

Resposta: E

105°

25° o

RESOLUCAO:

105° - 25°

a= T < a=40°

Resposta: A

4. (MACKENZIE) — Na figura, as circunferéncias t€m o mesmo

~ N ~ )
centro O e os menores arcos AB e EF sdo tais que AB = EF = 40°.

~~
‘ A medida do menor arco CD &
a) 50° b) 70° ¢) 65°
' ‘ d) 60° e) 80°
E F
RESOLUCAO:
40°
o=
2
=
x —40°
o=
2
x —40° 40°
= = = x=80°
2
E 400 F Resposta: E
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5. (UFMG) - Observe a figura.

Nessa figura, BD ¢ um difmetro da

A
circunferéncia circunscrita ao trian-
A A
B gulo ABC, e os angulos ABD e AED
medem, respectivamente, 20° e 85°.
D
A
Assim sendo, o angulo CBD mede
G a)25°  b)35° ¢)30° d)40°
RESOLUCAO:
19) y +20° = 85° < y = 65°
A 7~
AV 29) 2x + 2y =BD <> 2x + 2y = 180°
A 5 B Assim, 2x + 130° = 180° <>
D <> 2x =50° <> x = 25°

Resposta: A
2x

6. (FGV-2011) — Na figura, a corda EF é perpendicular 2 corda BC,
sendo M o ponto médio de BC. Entre B e C toma-se U, sendo que o
prolongamento de EU intercepta a circunferéncia em A. Em tais
condic¢des, para qualquer U distinto de M, o tridngulo EUM ¢é
semelhante ao tridngulo

F
A
’ \UQM/ )

E
a) EFC. b) AUB. c) FUM.
d) FCM. e) EFA.
RESOLUCAO:

F

A(DO
U M
DS

-

E
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Como M é ponto médio de BC e EF é perpendicular a BC, em M, podemos
concluir que EF é um didmetro e, portanto, o tridngulo EFA € retangulo
em A. Os tridngulos EUM e EFA sdo semelhantes, pois séo triangulos
retangulos e tém o angulo E em comum.

Resposta: E

MODULO 16

POTENCIA DE UM PONTO _
EM RELACAO A UMA CIRCUNFERENCIA

1. Com os dados da figura, provar que PA. PB = PC . PD.

RESOLUCAO:
Demonstracio:

Os triangulos PAD e PCB sao

A "‘ D semelhantes pelo critério (AA~).
: Assim: E = 2 >
PC PB
C B < PA.PB=PC.PD



2. Com os dados da figura, prove que PA . PB =PC . PD.

RESOLUCAO:
Demonstracao:

Os triangulos PAD e PCB sio semelhantes pelo critério (AA~).

Assim: % = D < PA.PB=PC.PD

PB

3. (FUVEST) - O valor de x, na figura abaixo, é

a) 20/3

c) 1
d) 4
e) 15
RESOLUCAO:
3
x.10=3.2 & x= —
5

Resposta: B

4. (ITA) — Seja E um ponto externo a uma circunferéncia. Os seg-
mentos EA e ED interceptam essa circunferéncia nos pontos B e A, e
C e D, respectivamente. A corda AF da circunferéncia intercepta o
segmento ED no ponto G. Se EB =5, BA=7,EC=4,GD =3¢
AG = 6, entdo GF vale

a)l b)2 )3 d) 4 e)5

RESOLUCAO:

1) Pela poténcia do ponto E, tem-se:
EA.EB=EC.ED % 12.5=4.4+3+GC) <« GC=8
2) Pela poténcia do ponto G, tem-se:
GA.GF=GC.GD +6.GF=8.3+ GF=4
Resposta: D

5. (UNIFESP) — Na figura, o segmento AC € perpendicular a reta r.
Sabe-se que o angulo AOB, com O sendo um ponto da reta r, serd
maximo quando O for o ponto onde r tangencia uma circunferéncia
que passa por A e B. Se AB representa uma estitua de
3,6 m sobre um pedestal BC de 6.4 m, a distancia OC, para que o
angulo AOB de visdo da estdtua seja maximo, &

A
B
r
0} C
a)l0m b)82m c) 8 m d) 7,8 m e)4,6 m
RESOLUCAO:
A
B
D S
O C

Calculando a poténcia do ponto C em relacio a circunferéncia da figura,
tem-se: (CO)>=CB .CA

Assim, (0C)2=6,4 .10 < (0C)>=64 < OC=8
Resposta: C
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6. (ENEM-2011) — Uma metalidrgica recebeu uma encomenda para
fabricar, em grande quantidade, uma peca com o formato de um prisma
reto com base triangular, cujas dimensdes da base sdo 6 cm,
8 cm e 10 cm e cuja altura é 10 cm. Tal pega deve ser vazada de tal
maneira que a perfuracdo na forma de um cilindro circular reto seja
tangente as suas faces laterais, conforme mostra a figura.

6 cm 8cm

s St

Nz
/

AN
AY ——— ————— o ——
b
7/
y “\
\
4
Vi
“/

\
/

- S~

10 cm
O raio da perfuracéo da pecga € igual a
a) 1cm. b) 2 cm.
d) 4 cm. e) 5cm.

¢) 3cm.

RESOLUCAO:
Se r for o raio da perfuracio da peca, ja que o tridngulo de dimensoes 6, 8
e 10 é retangulo, temos:

6-r)+@8-r)=10<r=2
Resposta: B

AREA DAS FIGURAS PLANAS

1. (MACKENZIE-2011) — A édrea do quadrado assinalado na figura
éigual a

— —_——
3 5
a) 15 b) 20 c) 12 d) 18 e) 16
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RESOLUCAO:

Cc

3 G 4 F 5

Os triangulos BDG e ECF sdo semelhantes, pois BIA)G = E(AjF (ambos
A A
medem o) e BGD = EFC (ambos sao retos). Assim:

BG _DG _ 3 _ ¢ ,
EF  CF ¢ 5 =15

Desta forma, a drea do quadrado DEFG ¢ igual a 15 unidades de area.

Resposta: A

2. (FGV-2011) — O monitor de um notebook tem formato retangular

3
com a diagonal medindo d. Um lado do retangulo mede —— do

4
outro. A drea do monitor é dada por:
a) 0,50d? b) 0,46d> ¢) 0,52d?
d) 0.48d? e) 044d?
RESOLUCAO:

De acordo com o enunciado, sendo £ e T as medidas dos lados, temos:

2
3¢ 502 16d2

T +€2=d2® =d2®€2—

A area do monitor é:
3¢ 3¢2 3 164> 1242

—_— = —=—. = =0,48d2
4 4 4 25

Resposta: D



3. (FUVEST) - Na figura, o tridangulo ABC ¢ retangulo com catetos
BC =3 e AB =4. Além disso, o ponto D pertence ao cateto AB,0 ponto
E pertence ao cateto BCeo ponto F pertence 2 hipotenusa AC, de tal
forma que DECF seja um paralelogramo. Se DE = 3/2, ento a drea do
paralelogramo DECF vale

A
D F
B E Cc
63 12 58 56 11
a) — b) — c) — d — e) —
25 5 25 25 5
RESOLUCAO:

IS

Sendo EC =b e DB = h, da semelhanca entre os tridngulos retingulos BED
e BCA, tem-se:

BE DE BD

Logo:
3 B 21
3-b 2 h 10
= — =
3 5 4 -6
5

Assim, sendo S a drea do paralelogramo DECF, tem-se:
21 6 63

S=b.he&S= — . — &S= —
10 5 25

Resposta: A

4. (FUVEST) - Na figura, os pontos A, B, C pertencem a
=
circunferéncia de centro O e BC = a. A reta OC ¢ perpendicular ao

— A
segmento AB e o dngulo AOB mede 7/3 radianos. Entdo, a drea do

NN

triangulo ABC vale

C
a) @ p A @ g g
8 4 2 4
RESOLUCAO:
A

C

A A
I) O angulo ACB ¢ inscrito e o Angulo AOB ¢ central, assim:

A n
med (ACB) = = = —
6

2

7t

A -
med (AOB) 3
2

II) O éo circuncentro do tridangulo ABC e (<)_(>3 1 AB. Conclui-se assim que

areta OC é a mediatriz do segmento AB e, portanto, AC =BC =a

III) A areaS do triangulo ABC é dada por

A
AC .BC .sen (ACB) .
S= , assim:

1
a.a.—
2

- & S=—
2 2 4

Resposta: B
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5. (FUVEST-2011) — Na figura, o triangulo ABC ¢é equildtero de
lado 1, e ACDE, AFGB e BHIC sido quadrados. A area do poligono
DEFGHI vale

D I
C
E H
A B
F G
a) 1+V3 b) 2+V3 c) 3+V3
d) 3+2V3 e) 3+3V3
RESOLUCAO:
D, o
120°
1 1 1 1
C o X e
60°
E 1 1 H
1 1
o/N\80° B0\
IO a—
120 A 1 5 120
+=1 1=+
1
IIII
F G
Sejam:

S a area do poligono DEFGHI

S, a drea do tridngulo equildtero ABC

S, a drea de cada um dos quadrados congruentes: ACDE, AFGB e BHIC
S; a drea de cada um dos tridngulos isésceles congruentes: AEF, BGH e
CID

De acordo com o enunciado, tem-se:

12.V3 V3

¢>S1= —

D S =
! 4 4

) S,=12¢8,=1
1.1.sen 120° V3
m) S;= — «S,= —
2 4

IV) S=S,+3.5,+3.5,

V3 V3
Assim: S= —— +3.1+3. — «S=3+V3
4 4

Resposta: C
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MODULO 18

AREA DAS FIGURAS CIRCULARES

1. (MACKENZIE-2010)

Os arcos da figura foram obtidos com centros nos vértices

do quadrado de lado 3. Considerando 7t = 3, a soma das medidas desses
arcos é

a) 10 b) 12 c) 14 d) 16 e) 18

RESOLUCAO:

B 3 C

A 3 D

1) Na figura, o tridngulo AED é equilatero e tem lado medindo 3.
2) BAE =90° - EAD = 90° - 60° = 30°
3) A medida do arco BE: ¢ tal que

. 30° 1 3
BE = 2m.3= — .2.3.3= —
360° 12 2
R 3
4) A soma dos oito arcos assinalados é 8. — =12
2
Resposta: B



2. (FUVEST) — Na figura seguinte, estdo representados um quadrado
de lado 4, uma de suas diagonais e uma semicircunferéncia de raio 2.
Entdo a drea da regido hachurada é

T
— +2
a) 3 +
b) m+2
c) m+3
d) m+4
e) 2m+1
RESOLUCAO:
D C
4 (©)
i
I
21
|
onl
A 2 M 2 B

A semicircunferéncia e a diagonal AC passam pelo centro O do quadrado
ABCD de lado 4.
Assim, a area S da regido hachurada é igual a soma das areas do triangulo
retangulo MOA e do setor circular MOB, ou seja,
2.2
2

S=

1
+ T m.2eS=n+2

Resposta: B

3. (FGV-2011) - Em um mesmo plano estdo contidos um quadrado de
9 c¢m de lado e um circulo de 6 cm de raio, com centro em um dos
vértices do quadrado. A drea da regido do quadrado ndo interceptada
pelo circulo, em cm?, € igual a

a)9 (9 —m). b) 9 (4w -9). ¢) 9 (9 -2m).
d) 3 (9 —2m). e) 6 (3m-9).
RESOLUCAO:

9cm

\ 9cm

1) A area do circulo de raio 6 cm é
7 . (6 cm)? = 367 cm?

2) Aarea do quadrado de lado 9 cm é
(9 cm)? = 81 cm?

3) A area da regido do quadrado nao interceptada pelo circulo, em
centimetros quadrados, é:

81- % .36 =81-9n=9(9 -

Resposta: A

#DOBJETIVO — 63



4. (FUVEST) — Na figura, ABCD € um quadrado de lado 1, DEB e
CEA sdo arcos de circunferéncias de raio 1. Logo, a drea da regido
hachurada é

D C
E
A B
V3 n V3
a) - — + — b I- — + —
6 4 3 2
T \/3 T \/5
) l— — - —— I+ — - —
6 4 3 2
T
e) - — — _\/3
3 4
RESOLUCAO:
D 1 c
30°
60°
p
1 1
E
1
60°
30°
A 1 B

Para calcular a drea S da regifo assinalada, devemos calcular a drea de um
quadrado de lado 1 e desta area devemos subtrair a area de um tridngulo
equilitero de lado 1 e a area ocupada por dois setores circulares

congruentes com angulo central de 30° e raio 1.

Assim:
2 30°
sepz 3, messo X VB
4 360° 6 4
Resposta: C
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5. (UNESP-2011) — O papeldo utilizado na fabricacdo de caixas
reforcadas € composto de trés folhas de papel, coladas uma nas outras,
sendo que as duas folhas das faces sdo “lisas” e a folha que se intercala
entre elas ¢ “sanfonada”, conforme mostrado na figura.

O fabricante desse papeldo compra o papel em bobinas, de
comprimento varidvel. Supondo que a folha “sanfonada” descreva uma
curva composta por uma sequéncia de semicircunferéncias, com
concavidades alternadas e de raio externo (R, ) de 1,5 mm, determine
qual deve ser a quantidade de papel da bobina que gerard a folha
“sanfonada”, com precisdo de centimetros, para que, no processo de
fabricacdo do papeldo, esta se esgote no mesmo instante das outras
duas bobinas de 102 m de comprimento de papel, que produzirdo as
faces “lisas”.
Dado: = 3,14.
a) 160 me 07 cm.
c) 160 me 21 cm.
e) 160 me 35 cm.

b) 160 me 14 cm.
d) 160 m e 28 cm.

RESOLUCAO:
Cada semicircunferéncia cobre uma distancia de 3 mm, como mostra a
figura seguinte, com valores em milimetros.

3,0

Para cobrir uma distincia de 102 m, sdo necessarias

102 m 102 000 mm
= = 34 000 semicircunferéncias, ou seja, 17 000
3 mm 3 mm

circunferéncias.

Desta forma, a quantidade de papel da bobina que gerara a folha
“sanfonada” é de

17000.2 . x.1,5mm=17000.2.3,14 .15 mm =

=160 140 mm = 160,14 m, ou seja, 160 m e 14 cm.

Resposta: B



