FRENTE 1

Algebra

9. IVDBIEIIVY
As melhores cabecas

MODULO 37

Radiciacdo em C D

1. INTRODUCAO

Todo numero complexo

z=p(cos O +i.senB) #0 admitne n raizes
enésimas, cujos modulos sdo todos iguais a \/5 e Cujos
argumentos s&o:

6
%=
2
e1=i+_ﬂ5 I |
n n
2
92=i+_ﬂ: -2
n n

Esses argumentos s&o os n primeiros termos de
uma progressao aritmética com primeiro termo
. 0 . 27
igual a — e razdo igual a —.

n n

Simbolicamente:

Sendo z =p (cos 6 +i.senB) # 0 ez, suas raizes
enésimas, temos:

Comke{0,1,2,...n-1}

Observacao

Os afixos das rafzes enésimas do nimero complexo
z sdo vertices de um poligono rEegular, de n lados, ins-
crito na circunferéncia de raio \/;e centro na origem
do sistema de coordenadas cartesianas.

MODULO 38

Definicao de Polindmios, Grau,
Valor Numérico e Identidade

1. FUNCAO POLINOMIAL

QO Definicao
E a funcdo P : C — C, definida por
P(x)=ag.x"+a,. X"+ ..+
+a,_4.X+a,emqueneN.
ay @y, &y, ..., a, € C séo os coeficientes.
aX", a, . x""1, . a

n_1-X a,s&0 os termos ou

mondmios.

Q Valor numeérico

O valor numérico de P, para x = @, € a imagem de
apor P.EonimeroP (a) =a,.a"+a;.a" "'+
+..+a,_4.0+a,

P (0) = a, é o termo independente de x.

QO Raiz

« éraiz de P(x) <« P(a) = 0.
Q Grau

O grau do polinémio P(x) = a, . X" +a, . x"~ 1+ .. +
+a,. x""P+ .. +a,_4.x+a,(n=p)éonumero natural

n-pse esomente se, 3y =2a;=..=a,_4=0e
a, # 0.

Em outras palavras, “é o maior expoente que tem o
x considerando-se apenas 0s termos com coeficientes
diferentes de zero”.

QO Funcao polinomial identicamente nula
* Definicao
PxX)=0<Px)=0,Vx&EC
e Teorema

Plx)=0saj=a;=a,=..=a,=0

QO Funcoes polinomiais idénticas
* Definicao
A(x) = B(x) « A(x) = B(x), Yx&C

e Teorema

A(x) = B(x) < a, = b,, Vi € {0, 1, 2, 3, ..., n}
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MODULO 39

Divisao de Polindmios

QO Definicao

Dada a funcéo polinomial A, chamada dividendo, e
a funcao polinomial ndo identicamente nula B, chama-
da divisor, dividir A por B é obter a funcéo polinomial @,
chamada quociente, e a funcéo polinomial R, chamada
resto, tais que A(x) = B(x) . Q(x) + R(x) e o grau do resto
€ menor que o grau do divisor ou o resto é identicamente
nulo.

Em simbolos:

A(x) [B(x) =0
R(x) | Q(x)
e Teorema

O quociente e oresto da divisdo de A(x) por B(x) # 0
existem e sdo unicos.

A(x) = B(x) . Q(x) + R(x)
gr(R) < gr(B) ou R(x) =0

[IDITGOEENEY YN Dispositivo de Briot-Ruffini e Teorema do Resto

1. INTRODUCAO

Na divisdo por bindmios do 19 grau do tipo x — «,
podemos obter o quociente e o resto utilizando o Método
da Chave ou o Método dos Coeficientes a Determinar
(Descartes).

Além disso, o resto pode ser calculado por meio
do Teorema de D'Alembert.

“O resto da divisdo da func&o polinomial A por
X — o é o0 valor numérico de A parax = o.”

Simbolicamente:

A(x) | x-a
=r = A(a)
r Q(x)

¢ Teoremas

a) Se A ¢ divisivel por x — a,, entdo « € raiz de A.

b) Se A é divisivel por x — a e por x — 3, com a # f,
entédo A é divisivel pelo produto (x — a) . (x — B).

c) Se A é divisivel por p fatores do 12 grau, dois a
dois distintos, do tipo X — oy, X = dpy, X = g, .., X = 0L,
entdo A é divisivel pelo produto:

(X=ay). (X=0a,). (X-0ag) ... (X—Otp)

2. DIVISAOPOR ax + b

Nas divisdes de A(x) por ax + b, com a # 0, pode-
mos utilizar o Teorema de D'Alembert e o Dispo-
sitivo Pratico de Briot-Ruffini, observando que:

a) o nimero e, tanto no Teorema de D'Alembert co-
mo no Dispositivo Pratico de Briot-Ruffini, é sempre a raiz
deax+ b =0;

b) no Dispositivo Préatico de Briot-Ruffini, o ultimo
coeficiente j4 é oresto r;

c) os demais coeficientes devem ser divididos por
a, que é o coeficiente de x no divisor.

OBTENCAO DO QUOCIENTE E RESTO PELO
DISPOSITIVO PRATICO DE BRIOT-RUFFINI

L]

a, a & a

MODULO 42

Equacdes Algébricas: Relacdes de Girard

1. DEFINICAO

Equacao algébrica é toda sentenca do tipo
P(x) = Q(x), em que P e @Q s&o fungdes polinomiais.
Q Reducao

Como P(x) = Q(x) < P(x) — Q(x) = 0, temos:

Toda equacgéao algébrica é redutivel a forma F(x) = 0,
sendo F uma funcéao polinomial.

- n n-1 —
F(x) = apgx" + a; . x +..+a, x+a =0

2 — D OBJETIVO

Q Teorema Fundamental da Algebra (TFA)
Toda equacao algébrica de grau estritamente posi-
tivo admite no campo complexo pelo menos uma raiz.

0 Teorema da Decomposicao

Toda equacéo algébrica de grau estritamente positivo
pode ser decomposta em um produto de n fatores do
19 grau do tipo x - r;, em que r, € raiz, além do coeficiente
ag.

F(x)=a,.(x-r).(x=-r)ufx-r)=0



Q Conclusao

Toda equacéo algébrica de grau estritamente posi-
tivo admite no campo complexo pelo menos uma raiz e,
no Maximo, n raizes.

QO Obtencao das raizes

ax+b=O,coma¢0®x=i©V={i}
a a
ax2+bx+c=0coma#0<
~b+VA
& X=———— emque A=Db?-4ac =
2a
~b+VA -b-VA
@V: ;
2a 2a

As raizes das equacdes do terceiro e do quarto grau
podem ser obtidas com o auxilio de formulas gerais que
s&o muito trabalhosas.

Para equagdes de grau maior que quatro, n&o exis-
tem “férmulas resolutivas”.

Q Como resolver uma equacao
Por ser impossivel resolver qualquer equacéo algé-
brica por processos gerais de aplicacdo de formulas, uti-

lizaremos relacdes entre as raizes e os coeficientes, além
de teoremas validos para qualquer equagao, que nos
fornecerao informacdées para a obtencao das rafzes.

O Relacodes de Girard

Sendo V = {ry, ry, 15, ..., I_4, I} 0 conjunto verdade
daequagdo F(x) =a, . x" + a; . x""+a,.x"2+
+...+a,_4.x+a,=0 comay # 0, valem as seguintes

relacdes entre os coeficientes e as raizes:

a,
F Pt gt tl = — —
ap
a,
Pyl tllgtuatl 4 o ¥, = ——
ap
as
Pyl gt Fpul g + wee + ¥y o a Ky g o Ky == —
0

Filoul gk =(-1)" .

MODULOS 43 e 44

Equacdes Algébricas

1. RAIZES MULTIPLAS

O numero r € C € raiz de multiplicidade m € N* da
equacéo F(x) = 0 se, e somente se:

Fx)=(x-nNM.Q(x)eQ(r) # 0

SeV = {rr,rs .., Mo } € o conjunto verdade da
equacdo F(x)=a,.x"+a;,.x""T+a,.x""2+
+..+a,4.x+a,=0emy, m,, Mg, ..., My, réspec-
tivamente, é a multiplicidade de cada raiz, entéo:

My+ My + Mg+ .. +My=n

F(x) = ag.(x = 1) ™M.(x = rp)™2...(x = 1.)™p

e Teorema

Se r € R ¢é raiz de multiplicidade m da equacéo
F(x) = 0, de coeficientes reais, entdo r é raiz de
multiplicidade m — 1 da equagéo F'(x) = 0.

Exemplo

Na equacgdo (x — 1)* .(x —=2)3.(x - 3)2.(x -4) =0, 1 é
raiz quadrupla (multiplicidade 4), 2 é raiz tripla
(multiplicidade 3), 3 é raiz dupla (multiplicidade 2) e 4 é
raiz simples (multiplicidade 1).

2. RAIZES NULAS

Seja a equacéo

Fx)=ay. x"+ax"'+..+a, ,.x°+a, ;.x+a,=0.

Do teorema enunciado anteriormente, concluimos que:
1) a, # 0 < 0ndo éraiz de F.
2)a,=0ea,_; #0 <= 0¢éraizsimples de F.

3)a,=a, 4=0ea,_,#0< 0¢eraizdupladeF etc.

3. RAIZES RACIONAIS

e Teorema

Se % € um numero racional na forma irredutivel e
éraizdaequacdo F(x) =a,. x"+a;.x" "1+ .. +a,=0
de coeficientes inteiros, entdo p ¢ divisor de a,, e q €

divisor de a.

peD(a)

LéraizdeF(x)=0emd¢:(p,q)=1=:»{
q 4 €D (ay)

#)OBJETIVO - 3



4. RAIZES COMPLEXAS

Sez=a+bi,a b& R, comb # 0, é raiz de uma equacéo algébrica de coeficientes reais, entdo
Z = a - bitambém é. Além disso, z e z s&o raizes de mesma multiplicidade.

5. RAIZES IRRACIONAIS

SeacQeVbER-Qeo=a+ Vb éraizde uma equacdo algébrica de coeficientes racionais, entdo
B =a-Vbtambém é. Além disso, a e p sdo raizes de mesma multiplicidade.

6. RAIZES REAIS

e Teorema de Bolzano
Seja F(x) = 0 uma equacéao algébrica de coeficientes reais e x; e x, dois nUmeros reais, tais que X; < X.
Se F(x4) . F(x,) < 0, ent&o existe um nimero impar de raizes reais no intervalo ]x;; X,|[.

AY
T F(x)

1A\

rq r2=r3 X X

M

r2 r3 X9 X

"F(x)

“F(x)

Se F(x4) . F(x,) > 0, ent&o existe um numero par de raizes reais no intervalo ]x4; X,[.

A y
AY AY
F(x,)

F(xy) F(x) ‘

| | F(X1)

i g ;X ;X \ )i
X1 X2 - - X1 = -

MODULO 45 Fatorial e Niimeros Binomiais
1. FATORIAL 2. NUMEROS BINOMIAIS

O fatorial de n € N é representado por n! e é oL
QO Definicao

definido por
Sendo n, k&N, o numero binomial de ordem n e
{ o!'=1 classe k, ou binomial de n sobre k, representado por
n'=n. (n - 1)!, Vn € N* (E)’ é definido por
Q Consequéncia o
n . n: K
Decorre da definicdo que 0! = 1! = 1 e, para (k> a k! (n - K)! »sen=

n=2temosn'=n.(n-1)Mn-2).. 3. 2.1

Exemplo (n> =0,sen <k

6!=6.5.4.3.2.1=720

4 — &DOBIJETIVO



Exemplos Q Propriedades

(Binomiais Complementares)

(7)=(,7 ) poan

Relacdo de Stifel)
) (et ) = (K54)
k+1/) \k+1
(Relacéo de Fermat)

(k)' T 1 =(k21)

Tridangulo de Pascal (ou Tartaglia)

1. (;) -0, pois2<7.

5 10)= 10 _ 10.9.8.7! _ 4,
(3 371 3.2.1.7! 0

10\ _ 10! _ (10} _
3 (7)"7!3!‘(3)_120

MODULO 46

1. DEFINICAO

2. PROPRIEDADES

E uma tabela de nimeros binomiais dispostos como se 1. A soma de dois nimeros binomiais consecutivos de
segue. uma mesma linha é igual aquele situado na linha se-
( 0 ) guinte e na coluna do que possui maior
o “denominador” (Relacéo de Stifel).
1 1
(0) ( 1 ) Em simbolos
2 2 2 n n n+1
(6) (3) (2) (M) (, ") = (0
3 3 3 3
(o) (3) (2) (3)

Substituindo-se cada numero binomial pelo seu valor,

resulta

1

1 1

i 2 1

i 3 3 1

1 4 6 4 1
Observacoes

Se dois numeros binomiais ttm o mesmo “numera-
dor”, dizemos que estdo na mesma linha do trian-
gulo.

Se dois numeros binomiais tém o mesmo “deno-
minador”, dizemos que estdo na mesma coluna do
triangulo.

A soma de todos os binomiais da linha n é 2",
(8)+(5) +(3)e ()=

A soma dos binomiais da coluna k, a partir do
primeiro, € igual ao binomial localizado na préxima
linha e na préoxima coluna.

() (k1) (7)o (R) = (K31

A soma dos binomiais de uma diagonal (“paralela ao
lado obliquo do triangulo”), a partir do primeiro, é
igual ao binomial abaixo da ultima parcela.

(0)+(3 1) +(27) + -+ (1) = (324)

Em qualquer linha, a partir da segunda, dois
binomiais equidistantes dos extremos s&o iguais, pois
s&o binomiais complementares.

0-(n)
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MODULO 47

Teorema do Bindmio de Newton

1. TEOREMA

Sejam x, y € R e n € N. De-

monstra-se que

o= (e (1)

N\ n-2,2 (“) n - kyk
+ X T xn-kyk
(2) Y k

+...+(n)x0y”
n

O desenvolvimento de (x —y)" é feito

lembrando que (x—y)" = [ X+ (-y)]".

Exemplo

(X +y)10 = (100) x10y0 4

10) 91 (10) 8.2
+ X + X R
(1 Y 2 Y

+ (lg)xoym =x10+10x% +

+45x8y2 + .+ 10xy? + y10

2. TERMO GERAL

n
LI =(k)X“'ka , para os ex-

poentes de x em ordem decrescente.

n
LI =(k)XkV"'k , para os

expoentes de x em ordem crescente.

3. SOMA DOS COEFICIENTES

Para obter a soma $ dos coefi-
cientes dos termos do desenvol-
vimento de (ax = by)" em que
a, b € R* sdo constantes e x, y € R*
Sa0 as variaveis, basta substituir, em

(ax £ by)", x ey por 1.

Assim, S =(a x b)"

MODULO 48

Principio Fundamental da

Contagem e Arranjos Simples

1. INTRODUCAO

Para se chegar a 50 063 860
jogos na Mega-Sena (total de agru-
pamentos de 6 numeros escolhidos
entre um total de 60) ou a 4 782969
resultados possiveis na Loteria
Esportiva (palpites para 14 partidas
de futebol), s&o usados principios de
Analise Combinatoria.

Esse ramo da Matematica aborda
problemas de contagem ¢ nos
permite descobrir, ainda, de quantas
maneiras diferentes podem ser
formadas filas de pessoas ou quantas
senhas distintas um banco consegue
emitir para seus clientes, além de
possibilitar a resolu¢do de inimeras
situacoes da vida pratica.

2. CONTAGEM

As quantidades obtidas nas reso-
lugbes dos problemas variam de
poucas unidades a muitos milhdes.

Em alguns casos € vantagem
contar, uma a uma, todas as possibi-
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lidades, anotando de maneira orde-
nada os possiveis agrupamentos que
satisfazem o problema.

Exemplo 1

Um quadrado ABCD de lado 3
centimetros teve seus lados divididos
em partes de 1 centimetro cada uma
e 0s pontos ligados por segmentos de
reta, como ilustra a figura a seguir.

A B
1 2 3
4 5 6
7 8 9

D C

Para saber quantos quadrados
podem ser destacados do desenho,
devemos levar em conta que, além do
quadrado ABCD e dos 9 “quadra-

dinhos”, numerados de 1 a 9, temos
mais 4 de lado 2 centimetros cada
um.

O total, portanto, ¢ 1 + 4 + 9 = 14
quadrados.

Essa contagem pode ser feita
Ccomo segue.

[) 1 quadrado de lado 3 centime-
tros;

II) 4 quadrados de lado 2 centi-
metros, que s8o os constituidos pela
unido dos “quadradinhos” (1, 2, 4, 5),
(2,3,5,6),(4,5,7,8) ¢e(5,6,8,9);

[II) 9 quadrados de lado 1 cen-
timetro.

Exemplo 2

Para determinar quantas sequén-
cias de 7 elementos cada uma
podem ser formadas com os elemen-
tos distintos A e B, sendo exatamente
3 deles iguais a “A” e que devem estar
em posicdes consecutivas, nao é
dificil escrever e contar as 5
possibilidades, que séo (A, A, A, B,
B, B, B),(B,A /A,A B,B B), (BB, AA,
AB,B),(B,B,B A A A B)e(B,B,B,
B, A A A).



Conclui-se, entretanto, que, sem
nenhuma restricdo, séo 128
sequéncias com 7 elementos cada
uma, formadas com A e B. Porém,
chegar a tal nimero de sequéncias,
escrevendo e contando todas, seria
uma tarefa muito trabalhosa. Veremos,
a seguir, como resolver esse tipo de
problema utilizando o Principio Fun-
damental da Contagem.

3. PRINCIPIO
FUNDAMENTAL
DA CONTAGEM

Considere  um acontecimento
composto de dois estagios suces-
sivos e independentes.

Se o primeiro estagio pode
ocorrer de m modos distintos e, em
seguida, o segundo estagio pode
ocorrer de n modos distintos, entao o
numero de maneiras de ocorrer esse
acontecimento é igual ao produto
m.n.

No caso das sequéncias com 0s
elementos A e B, sem restricoes, cita-
das anteriormente, devemos notar
que cada uma pode iniciar-se de
dois modos distintos (A ou B). Para
cada uma dessas possibilidades,
existem outras duas (A ou B) para a
segunda posicao e assim suces-
sivamente.

Até o terceiro estagio, os 8 ca-
sos podem ser dispostos de acordo
com o seguinte diagrama:

A A
A A
B B
A A B A
B B
B B
1.2.2 1.2.2
2.2.2=8

Observe que, seguindo esse racio-
cinio, chega-se ao numero total, que é

2.2.2.2.2.2.2=27=128.

4. TECNICAS DE CONTAGEM

Basicamente, sdo dois o0s tipos
de agrupamentos utilizados em Ané-
lise Combinatéria: arranjos e com-
binacdes.

Para diferenciar um do outro, to-
memos 0s seguintes exemplos:

Exemplo 1

Considere quatro pontos, A, B, C
e D, distintos de um mesmo plano, de
modo que trés quaisquer deles néao
estejam alinhados, como na figura.

A- B

De Ce

Os triangulos ABC ¢ ABD séo
diferentes. Diferem pela natureza
(C = D) de pelo menos um de seus
elementos.

No entanto, ABC e ACB repre-
sentam o mesmo triangulo. A
ordem de leitura dos vértices nao
diferencia um do outro.

Esses agrupamentos que dife-
rem apenas pela natureza de
pelo menos um de seus elementos
(ndo pela ordem) sdo chamados
combinacoes.

Exemplo 2

Considere, agora, os algarismos
1,2,3e4.

Os numeros 123 (cento e vinte e
trés) e 124 (cento e vinte e quatro)
sdo diferentes. Diferem pela natu-
reza (3 = 4) de pelo menos um de
seus elementos.

Os numeros 123 e 132, embora
constituidos pelos mesmos algaris-
mos, também sao diferentes. Diferem
pela ordem de seus elementos.

Esses agrupamentos que dife-
rem pela natureza de pelo menos
um de seus elementos e também
diferem pela ordem deles sao
chamados arranjos.

5. ARRANJOS SIMPLES

Como vimos, s8o agrupamentos
que diferem entre si pela ordem ou
pela natureza de seus elementos. O
ndamero de arranjos simples de n
elementos tomados k a k, ou classe
k, comn = k, é dado por

A =n(n-1)n-2)(n-k+1)=
n!
(n-k)!

Exemplo 1
10!
Apg=s —— =
1037 (10-3)!
10.9.8.7!
7!
=10.9.8=720

Exemplo 2

o
Pos= to ay ~

 9.8.7.6.5
- . -

=9.8.7.6=3024

Exemplo 3

Com os algarismos de 1 a 9 po-
dem ser formados Ag , = 3024 nime-
ros de 4 algarismos distintos. Note
que cada numero difere de outro pela
natureza ou pela ordem de seus
elementos.
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Matematica e suas Tecnologias
Algebra
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MODULO 19

Multiplicacao de Matrizes

1. DEFINICAO

Q Multiplicacao (de matriz por matriz)

Sendo A = (aik)mxp, B= (bkj)pxn eC= (oij)mxn, define-se:
P
C=AB = c; =k2=1(aik * by;)
Assim sendo:
|mxp| X |pxn|=|mxn|
‘/colunaj
= . ..

| an.b1j + aiz.sz + ...+ aik.ble +...+ aip.bp]. = Cij |

2. PROPRIEDADES

e De um modo geral, valem para as operacdes
vistas até aqui com as matrizes AS MESMAS PROPRIE-
DADES das operagdes correspondentes com NUMEROS
REAIS.

e Na MULTIPLICACAO DE MATRIZES, NAO VALEM
as propriedades comutativa, anulamento do produto nem
cancelamento, ou seja,

— a multiplicacéo de matrizes ndo é comutativa, isto €,
EXISTEM MATRIZES A e B, CONFORMES PARA A MULTI-
PLICACAO, TASQUEA.B#B . A.

— Na multiplicacdo de matrizes, NAO VALE A LEI DO
ANULAMENTO DO PRODUTO, isto ¢, SENDO A e B DUAS
MATRIZES CONFORMES PARA A MULTIPLICACAO,
PODEMOS TERA.B =0, MESMO COMA #0eB # 0.

- Na multiplicagédo de matrizes, NAO VALE A LEI
DO CANCELAMENTO, isto ¢, SENDO A e B CONFOR-
MES PARA A MULTIPLICACAO E O MESMO ACON-
TECENDO COM A e C, PODEMOSTER A.B=A.C,
MESMO COMB # Ce A # 0.

MODULO 20 Definicao e Propriedades dos Determinantes |

1. DEFINICAO

Seja M o conjunto das matrizes quadradas € R o
conjunto dos numeros reais. Chama-se fungéo determi-
nante a funcéo: det: IM — R

M, — detM,, tal que:
e n=1— det M, =a,
® n=2 — det I\/ln=2(—1)p.a1a1 C By, @

emque o, O, ds, ...,

nouy’
a,, € uma permutagao genérica

dos segundos indices e p 0 numero de inversdes em
relacdo a fundamental 1,2,3 ..., n.

2. REGRAS PRATICAS

0O Determinante de ordem 2

= &l = e

21 27

O Determinante de ordem 3 (Regra de Sarrus)

ayy ayp ayz
Aoy Ao Aoz
Az4 azp d33

8 — #DOBJETIVO
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O Dispositivo pratico 3. PROPRIEDADES

@ @ @ Q "Determinante igual a zero"
O determinante de uma matriz quadrada é igual a zero,
se a matriz possui:

e uma fila nula;
e duas filas paralelas iguais;

e duas filas paralelas proporcionais;

e uma fila que é combinacéo linear de outras filas

@ © o
paralelas.

m Propriedades dos Determinantes Il

Q Alteracoes no Determinante
O determinante de uma matriz quadrada de ordem n altera-se,

e trocando de sinal, quando duas filas paralelas trocam entre si de posicéo;
e ficando multiplicado por o, quando os elementos de uma fila sdo multiplicados por «;

e ficando multiplicado por ", quando a matriz € multiplicada por a.

m Teorema de Jacobi

Q Determinante nao se altera

O determinante de uma matriz quadrada n&o se altera se:
e trocarmos ordenadamente as linhas pelas colunas (det M = det Mt);

e somarmos a uma fila uma combinacéo linear de outras filas paralelas (Teorema de Jacobi).

Teorema de Laplace, Regra de
Chio e Propriedades Complementares

1. TEOREMAS DE LAPLACE E DE CAUCHY
Numa matriz quadrada, a soma dos produtos dos elementos de uma fila qualquer
e pelos respectivos cofatores € igual ao determinante da matriz (Teorema de Laplace).
e pelos cofatores dos elementos correspondentes de outra fila paralela é zero (Teorema de Cauchy).

2. TEOREMA DE BINET
Se A e B s8o matrizes quadradas da mesma ordem, entao: det(A . B) = det(A) . det(B)

3. DETERMINANTE DE VANDERMONDE

1 1 1 I
ay a az - &,
2 2 2 2
a1 a2 aS : an
: i =(ap-ay).(az-ay).(az3-ay) . ....(a,—ay) . (@, —a) . ... . (8, —ap_1)
n-1 n-1 n—1: n-1
a, a, a; 4,
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4. DETERMINANTE SOMA

a a X4 + ) ... a
atr Az o Xy aqp ajy @ e Yy o Ay 11 @2 (X4 + Y1) n
fo1 G2 - Xg e 82n do1 @2 o Vg - 82n a1 8z - (Xgy+ Yy - Aop
+ =
Bt @2 o Xnp o 8 8t @2 o Yoo Enn 8y 8ng o (X * V) o @nmn
5. DIAGONAL PRINCIPAL 6. DIAGONAL SECUNDARIA
ay 0 0 .. 0 o o0 - ap
0 0 a
a1 ayp O .. 0 on
431 8z ag - . . o _
0 an_12 an_1n
a a a a n(n-1)
ni n2 n3 nn .
=1 cAnq-8r_q12.-8 -1 a1y

=841 - 8 - 833 - 8

MODULO 24 Definicdo e Calculo da Matriz Inversa

1. DEFINICAO 3. REGRA PRATICA

e Calcular det(M)

Sendo M uma matriz de ordem n e |, a matriz , _ .
e Determinar a matriz dos cofatores de M : M

unidade de ordem n, define-se: o
e Determinar a matriz adjunta de M: M = (M")t

MTéinversadeM <M. M= =M".M o Aplicar a formula: M- = 1 o
' det (M)

2. EXISTENCIA DA INVERSA Observacéao

Para encontrar um elemento da inversa de M, aplicar
detM=0 < M éinvertivel (n&o singular) a formula:

b. de M- = cofator do a; de M
detM =0 < M é ndo invertivel (singular) i - det M

10 — & OBJETIVO



Matematica e suas Tecnologias
Geometria Analitica

FRENTE 3

Y IDIRIIVY

As melhores cabecas

(ITERERSS Estudo da Reta: Equacio Geral e Casos Particulares

1. TEOREMA

A toda reta r do plano cartesiano associa-se uma
equacéo do tipo ax + by + ¢ = 0, com a € b néo
simultaneamente nulos.

2. DETERMINACAO DA EQUACAO GERAL

YA

»
>
X

Seja r a reta do plano cartesiano determinada pelos
pontos A(x,5 V,) € B(xg; yg); sendo P(x; y) um ponto
qualquer de ¥, teremos

X y 1
P, AeBalinhados < | x, Va 1(=0
Xg Vg 1

Desenvolvendo-se o determinante, resulta
(VA—Vp) X+ (Xg—Xp) Y + (Xa¥g — XgV,) = 0.

— — [
a b c

A equacdo ax + by + € =0 com a e b ndo simul-

taneamente nulos, é chamada Equacao Geral da reta.

Observacao

e | embre-se sempre que,naequacédo ax+by+c =0,
X € y sdo as coordenadas de um ponto qualquer dessa
reta. Isso significa que, se um ponto P(xg; v,) pertence
a reta, entdo suas coordenadas satisfazem a equacéo

dareta, isto é: ax, + byp + ¢ = 0 e reciprocamente.

3. CASOS PARTICULARES
DA EQUACAO DA RETA

Na equacao geral da reta, se os coeficientes a, b ou
c forem iguais a zero, temos 0s seguintes casos parti-
culares:
O Sea#0,b=0¢ec #0,entao:

-C . ~
a.x+c=0ex= e ou x =k , que éaequacgéo

de uma reta paralela ao eixo y;

AY

8/

k

x=k

0 Sea=0,b#0ec#0,entao:

b.y+c=0<y= % ou y =k, que é a equacéo

de uma reta paralela ao eixo x;

AY

=k
LTk .

=<V

0 Sea#0,b=0ec =0, entdo:

a.x=0« x=0  queéaequacio do eixo y;

#)OBJETIVO — 11



0 Sea=0b+#0ec =0, entdo:

b.y=0 « y =0, queéaequacgio do eixo Xx;

O Sea#0,b#0ec =0, entdo
ax + by = 0  que é a equacéo de uma reta que
passa pela origem.

MODULO 20

1. COEFICIENTE ANGULAR (OU DECLIVIDADE)

O Chama-se inclinacao (0) de uma reta, o menor an-
gulo entre a reta e o eixo dos x, orientado no sen-

A
‘}1 ax+by=0
y=0
‘ .
»> X
(0] > x
Declividade — Formas da Equacao da Reta

No triangulo ABC, temos
CB yB - YA

m=tg= — = m=——o
AC Xg = X,

tido anti-horario, do eixo para a reta, conforme a figura
(0° =6 < 180°).

Ay

)

O Chama-se coeficiente angular (ou declivida-
de), de uma reta néo vertical, a tangente trigonométrica
da sua inclinagéo.

\9

Xy

m=1tg 6

Observacoes

Para 0° = 6 < 180°, resulta

* 0=0° < tg8=1t9g0°=0 &m=0

* 0°<0<90° » tg68>0 &m>0

® 90°<0<180° <& tgb<0<e=m<0

e §=90° < 7 tg90° < m nao esta definido
QO Determinacao do coeficiente angular

e Seja r uma reta n&o vertical e sejam A(Xxp; ¥p)
e B(xg; yg) dois de seus pontos.

A
Yg

12 — D OBJETIVO

e Sejaaequacdo geraldareta:a.x+b.y+c=0.

Como: (Y, — Yg) X + (Xg = Xa) Y + (XaYg = Xg¥a) = O
- [ —— —_—

a b c
Yg—Y -a
em=u,vem m=—
Xg = Xa b

2. EQUACAO REDUZIDA DA RETA

Seja areta r ndo vertical (b # 0), cuja equacéo gerall
éax+by+c=0.
EntGoby=-ax-c ©y=- a x-<
b b
a

Sendom = - (coeficiente angular) e fazendo

c
.y = h (coeficiente linear), teremos: y=mx + h

que recebe 0 nome de equacao reduzida da reta r.

Observacao

Na equacéoax + by + ¢ = 0, sex =0, teremos
by+c=0<sy=- % (coeficiente linear). Assim na
equagdo reduzida, o valor h = - < (coeficiente

b
linear da reta) representa a ordenada do ponto de

interseccédo da reta com o eixo Oy.

yA

y=m.x+h

XV



3. EQUACAO SEGMENTARIA DA RETA

Seja r uma reta ndo paralela a nenhum dos eixos coor-
denados e que ndo passa pela orlgem Sendo P(p; 0) e
Q(0; ) os interceptos em Ox e Oy obtém-se a
equacao denominada EQUACAO SEGMENTARIA da

reta r:
AY

N0 0.9

|
+

2|«
n
-k

P (p; 0)

ol— '\
o] |

» X

4. EQUACOES PARAMETRICAS DA RETA

Essas equagbes dao as coordenadas (x; y) de um
ponto qualquer da reta, em funcao de um parametro t.

{x:ﬂn
y=9(t)

Observacao

A partir das equacoes paramétricas, pode-se
obter a equacao geral da reta eliminando-se o para-
metro t.

Posicao Relativa de Duas Retas

1. INTRODUCAO

Da geometria plana, sabemos que duas retasr e s (no
plano) podem assumir as seguintes posicoes relativas:
e concorrentes (caso particular importante: perpen-
diculares);

e paralelas (distintas);

e coincidentes.

coincidentes paralelas (distintas)

concorrentes
(perpendiculares)

S
*Jﬂ*r

2. RELACOES ENTRE OS COEFICIENTES

concorrentes

As retas r e s (ndo verticais), cujas equacgdes redu-
zidas sao, respectivamente,

N vy mx + h,

(s) : vy m/_x + h_, tém as seguintes relacoes:

Q Retas concorrentes

Se duas retas sao concorrentes, seus
coeficientes angulares sao diferentes, e
vice-versa.

Q Caso particular: retas perpendiculares

S

Se duas retas sao perpendiculares, o
coeficiente angular de uma é o oposto do
inverso do coeficiente angular da outra,
e vice-versa.

#DOBJETIVO — 13



O Retas paralelas (distintas)

AY

Se duas retas sao paralelas distintas,
seus coeficientes angulares sao iguais e
seus coeficientes lineares sao diferen-
tes, e vice-versa.

0 Retas coincidentes

AY
0, =6,
» X
\rES
m, = mg h|_=hs

Se duas retas sao coincidentes, seus coe-

ficientes angulares sao iguais e seus coefi-

cientes lineares sao iguais, e vice-versa.

A partir das condi¢cdes acima, podemos estabelecer
relacdes entre os coeficientes da equacao geral das retas

res, Iembrandoquem:—i eh=- <

b b
Sendo (na;.x+b,.y+c,=0e
(s)a,.x+b,.y+c,=0, obtemos
QO Retas concorrentes
a, b,
a, b,
Q Retas perpendiculares

a;.a,+b,.b,=0

14 — D OBJETIVO

O Retas paralelas (distintas)

a, b, Cy
= +
a b, Cs
O Retas coincidentes
a, b, ¢
a, b, C,

3. POSICAO RELATIVA DE
DUAS RETAS (RESUMO)

|":y=mr_X+hr r:a1.X+b1.y+C1=0

S:y=mg.x+hg | stap.x+bo.y+co=0

r
ai b4
>< e ERa
S

aj.axthbq.bo=0

Exemplos
Estudo das posicoes relativas das seguintes retas:
. 3x+6y+7=0

2x+4y-1=0
Como % = % * 71 » as retas sdo paralelas dis-
tintas, pois

. 3Xx+6y+7=0
2x-y+2=0
Como 3.2+ 6.(—1) =0, as retas sdo perpendi-
culares, pois: a, . a, + by . b, =0
y=-3.X+5
¢ y=2.x-1
Como os coeficientes angulares das retas séo

iguais a = 3 € 2, as retas sdo concorrentes e nao per-
pendiculares, pois

-1
m,#Fmgem, #

S



Feixe de Retas

1. FEIXE DE RETAS CONCORRENTES
Seja C(xq; ¥o) um ponto do plano, e ¥ uma reta (n&o

perpendicular ao eixo 5)><) que passa pelo ponto C.

y r
I C(Xo:¥o)

! > X

P(x;y)

Sendo m o coeficiente angular da reta ¥ e P(x; y) um
ponto genérico dessa reta, temos:
Y—VYo
X —Xq

m= SY-Yo=M.(X—-Xg)

Dessa forma, a equacéo da reta r, conhecidos um
ponto C(xq; o) € O coeficiente angular m, resulta

V-Yo=m.(x-Xxg)

Obs.: Atribuindo todos os valores possiveis ao
coeficiente angular m(m € R), obtemos as equacdes de
todas as retas que passam pelo ponto C(xg; ¥g), cOM

excecdo da reta vertical, que € obtida pela equacgéao
X = Xo .

A equacéo do feixe de retas concorrentes, de

centro C(xgq; Vg), €:

Y=-Vo=m.(x-Xx,),commER
ou
X = X, (reta vertical).

YA

2. FEIXE DE RETAS PARALELAS
Sejaaretar, de equacdogerala.x+b .y +c =0.

Sabendo-se que retas paralelas tém o mesmo coefi-

. a - .
ciente angular (m = - H) e coeficientes lineares

. c _
diferentes (h =- E), a obtencao de uma reta paralela a
r ¢é feita mantendo-se os valores de a e b e mudando-se o

valor de e.

Portanto, a equagéo de uma reta paralela a ¥ é do tipo:

a.x+b.y+k=0

Angulo entre Duas Retas

1. ANGULO ENTRE DUAS RETAS

No plano cartesiano, sejam as retas r € s, ndo verti-
cais nem perpendiculares entre si, com declividades m,
e mg (M, # m,), respectivamente:

AY
r S

Adotaremos para 0s angulos entre ¥ e s, a seguinte
nomenclatura:
° sAr — angulo da reta s para a reta r (orientado no
sentido anti-horario)
° rAs — angulo da reta r para a reta s (orientado no
sentido anti-horario)

Q Calculo do angulo é\r

Sendom, =tg 6,, mg = tg 6, e da figura: é\r =0, -0,

temos:
A A tg 6, — tg 6y
tgsr=tg(6,-6,) = tgsr= ————— <=
1+1tg6,.196
m, -m
o tger=—F s
1+m,.mg

Analogamente, obteriamos:
m,-m,

N
Q) 16 = ——
1+ms.mr

Obs.: Obtido o valor da tangente, pela trigonome-
tria, obtém-se o valor do angulo.
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MODULO 24

Posicao dos Pontos de um Plano em
Relacdo a uma Reta e Distancia de Ponto a Reta

1. POSICAO DOS PONTOS DE UM
PLANO EM RELACAO A UMA RETA

O Seja o plano cartesiano e ¥ uma de suas retas.

e Em relacdo a reta r, os pontos do plano podem
assumir uma das seguintes posicoes relativas:
a) pertencem areta r.

b) pertencem ao semiplano (1) (sem considerar os
pontos de r).
c) pertencem ao semiplano (2) (sem considerar 0s

pontos de ).

* Sendo P(x,; y,) um ponto genérico do plano carte-
siano e r a reta de equacéo ax + by + ¢ = 0, verifica-se
que:

a) ax, + by, +c = 0 paratodos os pontos da reta r.

b) axy + by, + ¢ >0 para todos os pontos de um
dos semiplanos (sem considerar os pontos da reta r).
C) axy +byy+c < 0 paratodos os pontos do outro

semiplano (sem considerar os pontos da reta r).

e Para sabermos qual dos semiplanos ¢ positivo
ou negativo, procede-se da seguinte maneira:

a) Procura-se o valor numérico do trinémio ax + by + ¢
para o ponto O (0; 0) — (origem).

b) Se o resultado ¢ pesitivo, o semiplano que con-

tém a origem é positivo e o outro, negativo.
c) Se o resultado for negativo, o semiplano que
contém a origem é negativo ¢ o outro, positivo.

16 — D OBJETIVO

d) Se o resultado der “zero”, significa que a origem
pertence a reta e devemos, pois, tomar um outro ponto
(exemplo: (1; 0), (2; 0), (O; 1) etc.) externo a reta para,
entao, recairmos no estudo anterior.

[semiplano @ (ou )| {

(0,0)

semiplano 5) (ou (D)

Exemplo
Representar graficamente o conjunto dos pontos do
plano (x; y), tais que 2x -3y —6=0.

Resolucao
O problema pede a representacao grafica dos pon-
tos da reta e do semiplano positivo.

A partir da representacéo gréafica da reta 2x—3y -6 =0,

observamos que o semiplano que contém a origem ¢é
negativo, pois2.0-3.0-6<0.

A representacédo grafica da inequacéo
2x-3y-6=0¢:

Ay 2x-3y-6 = 0

(0;0) 3,0 @




2. DISTANCIA DE UM PONTO A UMA RETA

Seja a reta r, de equacao ax + by + ¢ = 0 e 0 ponto
P(x,: Vo). NGO pertencente a reta. A distancia do ponto P
aretar sera:

| axg + by, + ¢ |
dp=

(13

Va2 +b?

X

Cax+by+c=0

Exemplo
A distancia do ponto P(5; 1) a reta de equacéo
3AX+4y-4=0E¢:
|3.5+4.1-4| 15
d = = — = 3

V 32442 5

3. DISTANCIA ENTRE DUAS RETAS PARALELAS

Dadas duas retas r e s paralelas com equacdes:
rax+by+ec =0

sscax+by+e¢’ =0

conclui-se que a distancia entre r e s é:

le' -cl

Va2 + b?

d_=

rs

4. LUGARES GEOMETRICOS

O Definicao

Lugar geométrico (L.G.) € um conjunto de pontos,
no qual todos os pontos e somente eles possuem uma
propriedade comum. Dessa maneira, uma curva € um
lugar geométrico quando todos 0s seus pontos e
unicamente eles admitem uma propriedade comum.

O Resolucao de problemas

Resolver um problema de lugar geométrico significa
determinar a equacao de uma curva e interpretar
essa equacdo no plano cartesiano, isto €, dizer que tipo
de curva representa a equacéo obtida.

Para resolver um problema de L.G., devemos seguir
0S seguintes passos:

19) Tomar um ponto genérico P(x; y) do plano.

29) Impor, analiticamente, (geralmente, por meio das
férmulas de distancias), condi¢cbes para que o ponto
pertenca ao lugar geométrico.

39) Obter a equacgéo do lugar geométrico.

49) Interpretar essa equacdo no plano cartesiano.

Exemplo

Dadas asretas (r) 3x—6y—-1=0e(s)2x+y + 1 =0,
determinar as equacdes das retas bissetrizes dere s.

Obs.: As bissetrizes constituem o L.G. dos pontos
do plano equidistantes de r e s.

Resolucao

2

Seja P(x; y) um ponto genérico do plano, entéo:

dF’,rzdP,s
| 3x —6y — 1| |2 +y + 1|
Portanto: = N
VO + 36 V4 +1

< [3x-6y-1][=3.|2x+y+1] <=

3Xx-6y-1=6x+3y+3 & 3x+9y +4=0
< {ou
3X-06y-1=-6x-3y-3 & Xx-3y+2=0

As bissetrizes de r € s constituem um par de retas
perpendiculares entre si.
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Matematica e suas Tecnologias
Geometria Plana e dos Sdlidos
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MODULO 19

Poligonos Regulares

1. DEFINICAO E
PROPRIEDADES

e Poligono regular é aquele cujos
lados s&o respectivamente congruos
e cujos angulos internos também séo
respectivamente congruos.

A
B F
c E
D
e Todo poligono regular € ins-

critivel e circunscritivel a uma circun-
feréncia.

0 é o centro da circunferéncia
inscrita (interna), circunscrita (exter-
na), e do poligono.

OM = a ¢ o raio da circunferén-
cia inscrita no poligono e é denomi-
nado apétema do poligono.

2. TRIANGULO
EQUILATERO INSCRITO

Sendo R o raio da circunferéncia
circunscrita, € o lado e a o apdtema
de um triangulo equilatero, temos

18 — &) OBJETIVO

>

R

()
//O

Sn)|

e 0éobaricentro= a= %

e No AAMC, retangulo em M, te-
mos AM? + MC? = AC? =

R \2 0 \2

:>(R+—) +(7)=€2=
2

= £=RV3

3. QUADRADO INSCRITO

Sendo R o raio da circunferéncia
circunscrita, € o lado e a o apdtema
do quadrado inscrito, temos

e g

R
o
R
a
e O triangulo OAB ¢é retangulo
em O, assim:
AB? = OA? + OB? =
=¢2=R2+R2= £ =RvV2

OOM=£=> a=i ou
2
2
Rv2
ouras—

4. HEXAGONO
REGULAR INSCRITO

Sendo R o raio da circunferéncia
inscrita, € o lado e a 0 apdtema do he-
xagono regular inscrito, temos:

e O triangulo ABO ¢é equilatero =
A_B = ()—A = e = R
e (OM ¢ altura do triangulo equila-

ABV3 _ _RV3
2 TS T2

tero = OM =

5. AREA DOS
POLIGONOS REGULARES

Sendo ¢ a medida do lado de um
poligono regular de n lados, cujo
apdtema mede a, sobre cada lado
podemos construir um triangulo de
base ¢ e altura a. Assim, a area do
poligono ser& igual & soma das areas
dos n tridngulos construidos, ou seja,




MGODULO 20

Prismas

1. DEFINICAO E ELEMENTOS

Consideremos uma regido poligo-
nal com n lados e uma reta n&o para-
lela e n&o contida no plano do poligono.
Chama-se PRISMA a unigo de todos os
segmentos congruentes com um ex-
tremo na regido e paralelos a reta.

A A, Ay .. A eB;B,B;... B, sdo
poligonos congruos e paralelos cha-
mados BASES. A; By, A, B,, ..,
A, B, sdo segmentos cOngruos e
paralelos chamados ARESTAS LATE-
RAIS. A; Ay, A, Ag o, Ay AL
B, B;, ... B,y B, s@o chamados

ARESTAS DA BASE. A, A, B, By, A,
A; B; B,,
chamados FACES LATERAIS.

h, distancia entre as duas bases,
é chamada de ALTURA DO PRISMA

. sao paralelogramos

2. CLASSIFICACAO

Os prismas podem ser RETOS ou
OBLIQUOS, conforme as arestas la-
terais sejam ou nao perpendiculares
as bases.

i
it
o SR

o

Nos prismas retos, as faces late-
rais sao retangulos.

Os prismas retos, cujas bases
sdo poligonos regulares, sdo deno-
minados PRISMAS REGULARES.

3. NATUREZA

Os prismas séo triangulares, qua-
drangulares, pentagonais, hexago-
nais etc., conforme suas bases sejam
triangulos, quadrilateros, pentagonos,
hexagonos etc.

E——_ _ _ R

TRIANGULAR  QUADRANGULAR PENTAGONAL

4. AREAS E VOLUMES

Sendo A, a area lateral de um
prisma (soma das areas de cada face
lateral), A, a area de uma de suas
bases e A, a sua area total, temos

A=A, +2.A,
Num prisma, cuja area da base é
A, e aaltura é h, o volume é dado por

V=A,.h

Casos Particulares de Prismas

1. PARALELEPIPEDOS

S&o prismas cujas bases sdo pa-
ralelogramos.

2. PARALELE?iPEDO
RETO-RETANGULO

Paralelepipedo reto-retangulo ou
paralelepipedo retangulo é todo para-
lelepipedo reto (prisma reto) cujas
bases sédo retangulos.

As suas seis faces sdo retan-
gulos. AG € uma de suas diagonais.

Num paralelepipedo retangulo de
dimensdes a, b e ¢, sendo D a me-
dida de uma de suas diagonais, A,
sua area total e V o seu volume, tém-se

A, =2 (ab + ac + bc)
D=Va2+b2+c2
(a+b+c)y?2=D2+ A,
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3. HEXAEDRO REGULAR (CUBO)

E o paralelepipedo reto-retangulo (prisma) cujas seis
faces (duas bases e quatro laterais) sdo quadradas.

Num cubo de aresta a, tem-se

— a2
Aj=a (4rea da face)

A, = 6 a2

(area total)

D=a\3 (diagonal)

V =a® (volume)

Piramide

1. DEFINICAO E ELEMENTOS

Dados um plano a, um ponto V, tais que V & a. e uma
regido poligonal S do plano a, chama-se piramide a
unido de todos os segmentos\ﬁ’onde PeSs.

O ponto V é denominado vértice e a regido poligonal
S é denominada base da piramide.

Na piramide da figura, temos

e Arestas laterais: V_A, \WB, VG, ...

e Faces laterais: AVAB, AVBC, AVCD, ...
¢ Arestas da base: A_B B_C C_D

e Altura da piramide: h (distancia de V a a.)
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2. NATUREZA

As pirdmides sdo triangulares, quadrangula-
res, pentagonais, hexagonais etc., conforme as ba-
ses sejam triangulos, quadrilateros, pentagonos,
hexagonos ctc.

3. PIRAMIDE RETA E PIRAMIDE REGULAR

Uma piramide é RETA quando a projecéo ortogonal
do vértice incide sobre o centro do poligono da base.

Uma piramide é denominada REGULAR quando é
reta e o poligono da base, regular.

Na piramide regular da figura, temos

e OA =R € o raio da circunferéncia circunscrita a
base e € denominado simplesmente raio da base;

e OM = a é denominado apétema da base;

e VM = g € denominado apdtema da pirdmide
(altura de uma face lateral);

e g2=a?+h?

e (VA)2=R2+h2



4. CALCULO DE
AREAS E VOLUMES

Para qualquer piramide, tem-se
o Area lateral (A))

E a soma das 4areas das faces laterais da piramide.

Assim:
Ap=Ay+A,+Az..., + A, onde

Ap Ao Ag, ..., A, SE0 as areas das faces laterais.
* Area total (A,)

E a soma da &rea lateral e a 4rea da base.

Assim, = Ag=A, + Ay

e Volume (V)

E a terca parte do volume de um prisma de mesma

base e mesma altura.

Assim, V = Ab . h

E
3
5. TETRAEDRO REGULAR

E a piramide triangular que possui as seis arestas
congruentes entre si.

A érea total e o volume de um tetraedro regular de
aresta a sdo dados, respectivamente, por

a3/2
12

At=a2\/? e V =

6. SECCAO PARALELA A
BASE DE UMA PIRAMIDE

Quando interceptamos todas as arestas laterais da
piramide por um plano paralelo a base, que nédo a
contém nem ao vértice, obtemos uma secc¢ao poligonal,
tal que

e As arestas laterais e a altura ficam divididas na
mesma razao.

VA’ VB’ VC
VA VB VC

h
H

e A seccao obtida e a base sdo poligonos seme-
lhantes.

* Araz&o entre as areas da secgéo (A,) e da base
(A,) € igual ao quadrado da razéo entre suas distancias
ao vértice.

Cilindro de Base Circular

1. DEFINICAO E ELEMENTOS

Sejam o e B planos paralelos (distintos), uma reta r
interceptando os planos a e f e S uma regido circular
contida em a, que ndo tem ponto em comum com T.
Chama-se cilindro de base circular a unido de todos os
segmentos QQ’ paralelosar,com QESe Q €.
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h ¢é altura do cilindro (distancia entre a e p);
S ¢é base do cilindro;
AA’ é geratriz.

2. CILINDRO CIRCULAR RETO
(CILINDRO DE REVOLUCAO)

Q Definicao e Elementos

Cilindro Circular Reto ou Cilindro de Revolucéo é o
solido gerado por uma rotagdo completa de uma regiéo
de retangulo em torno de um de seus lados.

§6 € o eixo do cilindro;

AD ¢é a geratriz da superficie lateral;

AB =DC =R é o raio da base.

¢ Seccao Meridiana

Ea intersecgio do cilindro com um plano que con-

tém o seu eixo (BC na figura anterior).

O retangulo AEFD é uma seccgdo meridiana do
cilindro circular reto da figura.

 Calculo de Areas e Volumes

- Area da Base (A))

E a area de um circulo de raio R.

Assim, = A, = nm R?

- Area Lateral (A))

A superficie lateral é equivalente a um retangulo de
dimensdes 2nR (comprimento da circunferéncia da base)

e h.
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Assim: A,=2xRh
g - R
- O
h
/-ik “Tawr Y
\—/CORTE

k 27R {

- Area Total (A)
E a soma das areas das bases com a area lateral.
Assim, | A, =A,+2. A,

- Volume (V)
Todo cilindro € equivalente a um prisma de mesma
altura e mesma area da base.

Assim, V=A,.h < V=g3R2h

3. CILINDRO EQUILATERO

E todo cilindro de base circular cuja secgéo meridiana
€ um quadrado.

A secc¢éo meridiana A’ABB’ é um quadrado.
Assm, h=2R

Observacao
Num cilindro equilatero de raio R e altura h, temos

19 A, = 7 R
29)A,=2tR.h=27R. 2R = 4n R?

39) A = A, + 2A, = 41 R? + 21 R2 = 67 R2
4)V=A,h=nR2. 2R=2nR3
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Cone Circular

1. DEFINICAO E ELEMENTOS

Seja um plano o, um ponto V & a e um circulo y
contido em a.. Chama-se cone circular a reunido de todos
0S segmentos de reta com uma extremidade em V e a

outra nos pontos do circulo y considerado.

No cone circular da figura, tém-se os seguintes
elementos:

VERTICE: ¢ o ponto V citado na definicao.
BASE: ¢ o circulo y citado na definigao.

ALTURA: ¢ a distancia (h) do vértice ao plano da
base.

GERATRIZES: sdo os segmentos com uma
extremidade em V e a outra nos pontos da circunferéncia

da base.

RAIO DA BASE: ¢ o raio do circulo y citado na

definicao.
2. CONE RETO

QO Definicao e elementos

Um cone circular € dito reto quando a projecéo
ortogonal do vértice sobre o0 plano da base é o centro da
base.

O cone circular reto é também chamado cone de
revolugao, pois pode ser gerado pela rotacdo de um

triangulo retangulo em torno de um de seus catetos.

Na figura, temos:

VO = héaaltura do cone
OB = Réoraiodabase
VB = geéageratriz

g2 = h2+R2

e Seccao meridiana
E a interseccdo do cone reto com um plano que
>
contém a reta VO (eixo de rotacdo).

A seccao meridiana de um cone circular reto € um
triangulo isésceles, cuja area é dada por:

A, =R.h
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O triangulo is¢sceles VAB é uma seccdo meridiana

do cone circular reto da figura.

e Desenvolvimento das superficies lateral
e total de um cone reto

A superficie lateral de um cone circular reto de raio
da base R e geratriz g € equivalente a um setor circular

de raio g, cujo arco tem comprimento 2 xt R.

'\_9\

BASE

Assim, sendo A a area da base, A, a area lateral e

A, a area total desse cone circular reto, temos:
- 2
Ab =x R

g.2nR -

A, =
¢ 2

A,=nRg

A=A +A, = A, =R (g+R)

¢ Volume do cone
Todo cone é equivalente a uma pirdmide de base
equivalente e de mesma altura.

Assim,
Ab . h
V =
3
ou
tR2h
V =
3
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3. CONE EQUILATERO

Um cone circular reto é dito equilatero quando a sua

secgdo meridiana € um triangulo equilatero.

\

9 h 9
Tl N\
2R

No cone equilatero da figura, tem-se AB = AV = BV.

Assim,
g=2R
e
h:=RV§

#5 Exercicio Resolvido

Quando se desenvolve num plano a superficie lateral de
um cone equilatero, obtém-se um setor circular cujo
angulo central mede:

a) 45° b) 60° c) 90°
d) 120° e) 180°
Resolucao
9 g=2R
2nR

Resposta: E



