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g Geometria Analitica

Para determinarmos a posi¢ao de uma
composicao na via férrea, basta a indicacao
do nimero do marco de quilometragem. Este
numero é a coordenada do trem na via férrea.

Com o exemplo, podemos perceber que,
para localizarmos um “ponto” em uma “li-
nha”, é suficiente uma medida, isto ¢, na loca-
lizagdo unidimensional, as posigdes sao
indicadas por uma tnica coordenada.

No jogo de xadrez, a posicao das pegas no
tabuleiro fica indicada por uma letra e um
numero (podiam ser duas letras ou dois nu-
meros). As filas verticais sdo identificadas por
letras do alfabeto latino e as filas horizon-
tais, por nimeros.

— N W A U N ®
Do

A B CDETFGH

A cada casa do tabuleiro correspondem
uma letra e um nimero que indicam as filas
vertical e horizontal da casa, respectivamente.

Assim, o pedo branco, representado no
tabuleiro da figura, estd na casa B3, e o pedo
preto, na casa D5.

Com o exemplo, podemos perceber que,
para localizar um “ponto”em um “plano”, sao
necessarias duas medidas, isto é, na localiza-
¢ao bidimensional, as posi¢des sao indicadas
por um par de coordenadas.
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Consideremos uma reta r e uma unidade
(u) de comprimento com a qual mediremos
os segmentos contidos em r.

i i r

u
Consideremos também na reta r um pon-
to O arbitrario, que chamaremos de origem.

Sejam A e A’ dois pontos de r tais que
OA e OA' tenham a mesma medida a, toma-

da com a unidade u, de modo que A esteja a
direita de O e A’ a esquerda de O.

Vamos fixar o sentido de O para A como o
sentido positivo e representa-lo com uma
ponta de seta.

A O A

v

a a

Desta forma, dizemos que o ponto A esta
afastado aunidades de O e que A’ esta afasta-
do —aunidades de O.

Podemos entao associar aos pontos A e A’
0s numeros reais a e — a, respectivamente,
que chamaremos de abscissas desses pontos.

Deum modo geral, podemos associar a cada
ponto de r um tinico nimero real que chama-
mos abscissa do ponto, niimero esse que sera
positivo para pontos marcados a partir da ori-
gem, no sentido positivo, e negativo para pon-
tos mercados no sentido contrario.
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Exemplos
P O Q .
-4 +6

abscissade P=-4
abscissade Q=+6

Definicdo: A reta orientada com um senti-
do positivo, com uma origem arbitrada e
uma unidade de medida estabelecida, é
chamada de eixo.

Entao, quando quisermos localizar pon-
tos em uma reta, transformamos a reta em
um eixo e a localizagdo do ponto sera dada
pela abscissa do ponto.

Importante

1°) A abscissa de origem é o nimero real zero.

29) Cada ponto de uma eixo possui uma uni-
ca abscissa e para cada abscissa existe um
unico ponto no eixo, isto é, estabelecemos
uma relagdo biunivoca entre o conjunto
dos nameros reais e o conjunto de pontos
de uma reta (eixo).

Consideremos em um plano dois eixos X e
Y perpendiculares entre si e com origem O
comum. Nestas condi¢oes, dizemos que Xe Y
formam um sistema cartesiano ortogonal, e
o plano dotado com tal sistema serd chama-
do de plano cartesiano.

yu

8 . PV2D-06-MAT-41

Para localizarmos um ponto P num plano
dotado de um sistema cartesiano ortogonal,
tracamos por P duas retas paralelas aos ei-
X0s X e y que encontram os mesmos em I’ e
P”, respectivamente.

Com as abscissas desses pontos determi-
namos a posicao de P no plano.

YA

abscissadeP'= -3
abscissadeP''= +2

Indicamos a abscissa de P’ por x_ e a
abscissa de P pory,, e o ponto P é localizado
no plano pelo par ordenado (x, y,,).

Para facilidade de linguagem, usamos as
seguintes denominagoes:
1°) A abscissa de P’, a primeira abscissa de P,
sera simplesmente a abscissa de P.

2°) A abscissa de P, a segunda abscissa de P,
serd a abscissa ordenada de P, ou simples-
mente ordenada de P.

39) O par ordenado (xp, yp) sera denominado
coordenadas de p.

4%) Os eixos x e y serao, respectivamente, o
eixo das abscissas e o eixo das ordenadas.

Exemplo

Indicamos a seguir as coordenadas dos
pontos representados no plano cartesiano.

Introducao 4 Geometria Analitica




y
D C B
[l B o
1 E.: 1 1 1 L] 1 1 1 lA 1 1 |-
T ‘:’ T T T 0 T T T : T T T )'(
O G .
F G H
A(4,0) D(-43) G(0,-3)
B(4,3) E(-40) H(4-3)
C(0,3) F(-4,-3) 0O(0,0)

Os eixos x e y dividem o plano cartesiano em
quatro regides que chamamos quadrantes (Q),

que sao numerados conforme a figura abaixo:

YA

b

Abscissa negativa
Ordenada positiva

Abscissa positiva
Ordenada positiva

20Q

ol

1°Q

3Q

£Q

Abscissa negativa
Ordenada negativa

Abscissa positiva
Ordenada negativa

Introducao 2 Geometria Analitica

Xy

P;) Se um ponto tem abscissa positiva, ele per-
tence ao 1? ou ao 4° quadrante do plano
cartesiano ou ao eixo x.

y A
Pi(1,1)
gl | >
0 ! X
,,,,,,,, ‘
P> (2,-2)

P,)Se um ponto tem abscissa negativa, ele

pertence ao 2° ou ao

3° quadrante do pla-

no cartesiano ou ao eixo X.

P;(-3,2) Y
. ,,,,,,,,,,,,,
1 ol R
.0 X
o - |
P, (-1, -1)

P,)Se um ponto tem ordenada positiva, ele

pertence ao 1° ou ao

2° quadrante do pla-

no cartesiano ou ao eixo y.

P (3,4
vl o ?1( )
P, (-1, 1) 3
- - - I
1 ol ! R
0 X
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P,)Se um ponto tem ordenada negativa, ele
pertence ao 3° ou ao 4° quadrante do pla-
no cartesiano ou ao eixo y.

YA

Xv

0 |

P, (-1,-1)

P;)Se um ponto tem abscissa nula, ele per-
tence ao eixoy.
y
B (0, 5)

A (0, 2)

0

Xy

C(0,-4)

P;)Se um ponto tem ordenada nula, ele per-
tence ao eixo x.

A y
C(-4,0) AQ2,0) B(6,0)
—.—B—Q—Q—P
0 X

10 . PV2D-06-MAT-41

P.)Se um ponto tem abscissa a, ele pertence a

reta paralela ao eixo, tragada pela abscissa a.

A y
e Q(a, 5)
e P(a, 2)
ol >
0 a X
® R(a, - 3)

Pg) Se um ponto tem ordenada a, ele pertence
a reta paralela ao eixo x, tracada pela or-
denada a.

uy

P@E,a) Q6 a)

R(-4, a)

P,) Seum ponto tem coordenadas iguais, ele per-
tence a bissetriz dos quadrantes impares.

A y
B(5, 5)

A2,2)

Xy

0 a

C(-3,-3)
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P,,) Se um ponto tem coordenadas opostas, ele  P’13) Dois pontos simétricos em relagao a ori-

pertence a bissetriz dos quadrantes pares. gem tém abscissas opostas e ordenadas
opostas.
A y
A y
B(=55) B(-3 4%
A(-2,2) R G EEEEEE » A4, 2)
-] > 1 :
O X : ! . 1 >
; 0 1 X
C(3/ - 3) : 3
A'(-4,-2) 1
7777 B'3, - 4)

P,;;) Dois pontos simétricos em relagao ao eixo x
tém a mesma abscissa e ordenadas opostas.

A y
A(5, 3)
B(-4,2) I
T : 01. Dar as coordenadas dos pontos A, B, C,
ol <] =] - D, E, F e G da figura abaixo:
| 0 : x
Sea-n| |
4 ‘ =+
A'5,-3) C B
] I A
. e - . D T * X
P,,) Dois pontos simétricos em relagao ao eixo — T ) PRI .
y tém a mesma ordenada e abscissas T !
opostas. s l
e -
+y Ee-+ G
o — o - S 1 R
A'(-4,3 A4, 3
( ) 4 3) Resposta
<] . A(5,1); B0, 3); C(=3, 2); D(-2, 0); E(-1, 4);
0 X F(0,-2); G(4,-3).

/L) e
B'(-2,-3)| B(2,-3)
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02. Seja o ponto A(3p — 1, p — 3) um ponto
pertencente a bissetriz dos quadrantes im-
pares, entao a ordenada do ponto A é:

8
a) 0 d) -3
b) -1 e) -4
c -2
Resolugio

Como A pertence a bissetriz dos quadrantes impa-
resX,=Y,=3p-1=p-3 = p=-1

Logo, oponto A(—4,—4) tem ordenada iqual a—4.

Resposta: E

03. O ponto A(p—2, 2p —3) pertence ao eixo das
ordenadas. Obter o ponto B’ simétricode B(3p—1, p
—5) em relagido ao eixo das abscissas.

Resolugio

Se A pertence ao eixo das ordenadas, temos que
p—2=0 = p=2,logo, B(5,-3).

Como B’ é o simétrico de B em relagdo ao eixo das
abscissas, temos a mesma abscissa e a ordenada opos-
ta, logo, B'(5, 3) é o ponto procurado.

Resposta: B'(5,3)

04.Um triangulo eqiiilatero de lado 6 tem
um vértice na origem do sistema cartesiano e
outro vértice no eixo das abscissas. Determi-
ne as coordenadas do 3° vértice, sabendo que
ele estd no 4° quadrante (faca a figura).
Resolugio

Lembrando que a altura do tridngulo eqiiildtero
3
mede | % , temos: h= ¥= 343

A X
A (0, 0) 3 B(0)

Resposta: C(S, -33 )

12 . PV2D-06-MAT-41

Consideremos dois pontos A e B tais que
AB nao seja paralela ao eixo x, nem ao eixo y.

Tragando por A e B paralelas aos eixos coor-
denados, obtemos o triangulo retangulo ABC.

A

y
¥B
Ya
X;
0 XA Xp -
dac =[xp —xa| e dyc = |YB ~Yal entao,

aplicando o teorema de Pitagoras, temos:
dip = dac +dic
2 2
dip = (x5 —xal) +(|YB ‘YA|)
2
dap = (X5 =xa)" +(y5-Ya)

Podemos observar que:

(XB _XA)2 = (XA _XB)2 = (AX)Z €
(ve-ya) =(va-vys) =(ay)’

Assim:

dag = (AX)Z +(AY)2

Importante

E facil verificar que a férmula para calcu-
lo da distancia entre dois pontos A e B conti-

nua valida quando AB for paralelo aum dos
eixos cartesianos, ou mesmo quando A e B
coincidem, caso em que d,; =0.

Exemplos de Aplicagao
01. Achar o ponto P do eixo das abscissas
que dista 24/5 do ponto A(3, 4).

Introducao 4 Geometria Analitica




Resolugdo
P € eixo das abscissas = P (x, 0)

P(x, 0) dista 2+/5 de A(3, 4) =
= (245)" = (x=3)* +(0-4)?
Assim:

20=x2-6x+9+16
X2-6x+5=0=x=1oux=5
Resposta: P,(1, 0) e P,(5, 0)

02. Achar o ponto eqtiidistante de A(0, 2)
e B(4, -3) cuja ordenada é o dobro da
abscissa.

Resolugdo

Vp = 2Xxp = P(X, 2X)

P eqiiidista de A(0,2) e B(4, -3) = dp, =dpp
ouseja: (x—0)+ (2x—2)% = (x —4)? + (2x + 3)?
x/z + 4>;; - 8'4 +4=

xF — 8k +16+ 442 +12x +9

—21212x:>x:—Z
4

Assim, X ——Ze —2x——Z
ssim, Xp 4 yp 5

(5
Resposta: R

Consideremos num plano cartesiano dois
pontos A (x,, V) €B (xg, ) extremidades do

segmento AB cujo ponto médio é M (xy;, vy )-

y
Bl . B
YB :
ML |
yM 1 :
ol L iC
4 ya A ! '
DI oS otV ot S
0 A' M B' X

Introducao 2 Geometria Analitica

AM=MB = AM'=M'B’
ouseja Xy —Xp =Xg =Xy

X, +Xx
2Xp = X5t Xg = Xy =%
Analogamente temos:

AM = MB :> A/IM// = MI!B//
ouseja, Yv~Ya=Yp~Ym

+
2yM=YatYB= Yy =—yA2yB

Exemplo de aplicacao

Determine o ponto médio do segmento AB
onde A (1,7) e B (3,-5). O ponto médio do seg-
mento com extremidades A(1,7) e B(3,5) é o
ponto M(xy;, ¥), onde:

_ Xptxg 143

X 2
M 2 2
yatys 7-5
= = = 1
Ym > 5
Assim:
M=(2,1).

Observagio: Podemos, também, utilizar o
teorema de Tales para determinarmos pontos

que dividem o segmento AB em razdes dife-
rentes da razao obtida com o ponto médio.
Exemplos de Aplicacdo
01. Dados os pontos A(1, 3) e B(7, 6), obter os
pontos que dividem AB em trés partes iguais.
Resolucao

y

Xv

PV2D-06-MAT-41 13
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As abscissas de A, P, Q e B formam uma
P.A.derazao

o= XeXa 771,
3 3

Asordenadasde A, P, Q e B formam uma
P.A. derazao:

, =Ys=Ya _6-3

Y 3 3 =1; assim;

Xp=Xp+r, =1+2=3
Xq =Xp+2r, =14+2-2=5

Resposta: P(3,4) e Q(5, 5)

02. Obter o ponto P interno ao segmento

AB que divide esse segmento na razao

ﬁ_% A(1,3)eB(8,17
B 5,Com (1,3)eB(8,17).

Resolugado

YA
17 |

Xv

Dividindo AB em 7 partes iguais, o ponto
P é o segundo ponto divisor a partir de A.
Dessa forma, nas progressoes formadas pe-
las abscissas e pelas ordenadas dos pontos
divisores, temos:

1 . PV2D-06-MAT-41

(XB_XA)
Xp :xA+2-T
8-1
Xp :1+2-Q:1+2:3
7
(YB‘YA)
Yr :YA+2'T
17-3
yp =3+2'(7—)=3+4=7

Resposta: P(3, 5)

Encontrar um ponto P nos problemas de
Geometria Analitica é descobrir as coorde-
nadas x;, e y, do ponto. Dessa forma, temos
nesses problemas duas incdgnitas, que, para
serem descobertas, necessitam de duas equa-
¢Oes. Assim, € preciso que tenhamos no inicio
duas informagdes sobre o ponto.

Para facilitar a montagem das equagoes
em tais problemas, temos, a seguir alguns
exemplos de informagdes com as respectivas
interpretagdes algébricas.

12) O ponto P pertence ao eixo das
abscissas.

Interpretacao: P tem coordenadas (x, 0).

29) Oponto P pertence ao eixo das ordenadas.
Interpretacao: P tem coordenadas (0, y).

3%) O ponto P pertence a bissetriz dos
quadrantes impares.

Interpretacdo: PP tem coordenadas (x, x).
4°) O ponto P pertence a bissetriz dos

quadrantes pares.
Interpretacao: P tem coordenadas (x, — x).

5°) O ponto P dista 5 unidades de A (1, 2).

Interpretacao: Consideramos P (x,y) e fa-
Zemos:

5= (x— 17+ (y - 2)

Introducao 4 Geometria Analitica




6°) OpontoPéeqiidistantede A (1,2)eB (3,5).

Interpretacao: Consideramos P (x,y) e fa-
Zemos:

(X =12+ (y =2)2 = (x 32+ (y - 5)?

79) O ponto P enxerga o segmento de ex-
tremidades A (1, 2) e B (3, 5) sob angulo reto.

Interpretacao: Consideramos P (X, y) e no
triangulo retangulo APB (reto em P) aplica-
mos o teorema de Pitagoras:

(3-1)%+(5-2)% =[(x~1)> +(y-2)" ]+
[(x=3)2 +(y-5)"]

P

A,

01. (FASP) A distancia entre os pontos (2, —
1)e(-1,3)éigual a:

a) zero d) 5
b) /5 e) nd.a
Q) ﬁ

Resolugio

Ax=2—-(-1)=3eAy=-1-3=—4

d= \/(Ax)z +(ay)’ = \/(3)2 +(- 4)2
d=5

Resposta: D

02.(PUC-SP)Sendo A (3,1),B (4,-4)e

C (-2, 2) os vértices de um triangulo, en-
tao esse triangulo é:

a) retangulo e nao isdsceles.

b) retangulo e isdsceles.

c) equilatero.

d) isdsceles e nao retangulo.

e) escaleno.

Introducao 2 Geometria Analitica

Resolugio
dap =(B3—4)? +(1+4)* =125 =26
dpe ={(B+2)2 +(1-2)? =J25+1 =426
dye =\/(4+2)2 +(-4-2)" =4/36+36 =642

dpe >dap =dpc e

dc # dip +dic

Portanto, 0 A ABC éisdsceles e nio é retangulo.

Resposta: D

03. Achar o ponto T da bissetriz dos
quadrantes impares que enxerga o segmento de
extremidades A(2, 1) e B(5, 2) sob angulo reto.

Resolugio

T € bissetriz dos quadrantes impares = T(x, x)

Se T enxerga AB sob dngulo reto, entio o tridn-
qulo ATB éretangulo em T.

T

= di, +dip =d5p

Assim:

[(x=2)>+(x=1)]+[(x =5)* (x—2)*] =

=[(2-5)2+(1-2)%]

X2—dx+4+x2-2x+1+x2—10x+25+x%2—
Ix+4=9+1

4x2 -20x+24=0

X2-5x+6=0=x=20ux=3

Resposta: T;(2,2)eT,(3,3)

04. O paralelogramo ABCD tem lados AB,
BC, CD e DA .Sendo A(0, 0), B(4,2) e D(8, 0),
determine as coordenadas do ponto C.

Resolugio
B (4,2) C(ab)
e
A(0,0) D (8,0)
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M éponto de encontro das diagonais, portanto

ponto médio dos segmentos AC e BD. Dados Be D,
temos M(6, 1) e agora temos A e M, logo:

X~ +X a+0
Xy = Cz A=6= a=12
ye+Ye b+0 " \b=2 '’
Ym = 5 =1= 5

tanto, C(12, 2).
Resposta: C(12,2)

Calcule a 4rea do tridangulo ABC da figura:

A

y
Yc
YB
Ya--

O

Resolugao

Para calcular a 4rea do tridangulo vamos
cerca-lo por um retangulo, conforme a figura.

A

y
ye | s
3/! 2
R e B B
1 1
YAiiiiA\ i I
O] Xp Xc Xp >

A drea do tridngulo ABC pode ser obtida
subtraindo-se as dreas dos tridngulos 1,2 e 3
da area do retangulo, ou seja,

SAABC = Sret — SA; —SA, - SA,. (I)
Calculando essas areas obteremos:

Sret=(Xxg=X,) * (Yc—Ya) =

=Xg Yc~XgYA = XaAYc F XaYA

16 . PV2D-06-MAT-41

1
51= E(XB —XA)'(YB _YA) =

1
= E(XBYB —XBYA ~XaAYB JrXAYA)

wn
N

1]
N | =

(xp —XC)'(YC —YB) =

1
:E(XBYC —XgYB ~XcYc +XCYB)

—_

53= ~(xc =xa) (Yc—ya) =

N

1
:E(XCYC —XcYa ~XaAYc +XAYA)

Substituindo os valores calculados na
equagao I, encontraremos:

1(x +X +X -
SAABC=—( BYC AYB TXcYa ] (I
2\ —XBYA =XAYC —XCYB
Calcule agora o determinante
XA ya 1
A=Ixg yp 1
Xc yc 1
Resolugao

Aplicando a regra de Sarrus temos:

XA ya 1 XA YA
XB ¥B 1 XB YB
Xc Yc 1 Xc Yc

—XcYB = XAYc ~XgYAT XAYB T XcYA T XgYC
ou seja,
A=X,yp+XcYa +XpYc —
XcYB =XaAYc —XBYa
Comparando Il e III, concluimos que:

SN
2

(1)

Porém, se trocarmos a ordem dos pontos,
o valor de A pode ser negativo e a drea deve
ser sempre positiva. Para evitar esse proble-
ma basta utilizar o modulo do determinante.
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Assim:
2

Pode-se verificar que os resultados obti-
dos continuam valendo, qualquer que seja a
posicao do triangulo ABC.

Dessa forma, concluimos que, dados 3

pontos A(x,, ¥), B (xg yp) € C (X, ), adrea
do triangulo ABC é

1 XA ya 1
S5=2-[Al onde A=|xy yp 1
Xc yc 1

Observac¢des Importantes

1) Se A=0, a area do triangulo sera zero; isso
implica que os pontos sao colinares, ou seja,

Xa ya 1
A,B e Calinhados & |xg yg 1/=0
Xc ye 1

(Veja a demonstragao completa na leitura
complementar.)

2) O valor de A pode ser calculado rapida-
mente com o auxilio de uma regra pratica
conhecida como regra do agrimensor,
conforme o diagrama abaixo:

XA XB Xc XA

ya Y YC YA
+ + +
Exemplo: Sendo A(1,1),B (9,3)e C(8,5),
entao,

111
SA=9 3 1u
351
Utilizando a regra pratica

1 9 3 1

1 3 5 1
+3 +45 43

A=3+45+3-9-9-5=28
Introducao 2 Geometria Analitica

3) Demonstra-se que se organizarmos A, co-
locando as coordenadas dos pontos numa
seqiiéncia do sentido anti-horario, o va-
lor de A serd nao negativo, entdo a area
podera ser escrita assim:

s==
2

Consideremos um poligono convexo A, A,,
A, ..., A, comvértices A, (x5, V1), Ay (X, Vo), oo
A, (X, V,,) lidos no sentido anti-hordrio.

Y As A,

al >

»

0 X

Para calcularmos a area da regiao limita-
da pelo poligono, podemos dividi-lo em (n-2)
triangulos, conforme a figura.

yﬂ

Xy

0
Assim, a area S sera:

S=Sa1a08; TSaa38, TSa1a,as 544, 4,

Xy Xp X3 Xp

Yyi Y2 Ys ¥
+ + +

S :l X1Y2 +Xy3 +X3y1 —
A18285 T | —x,y1 = X3Y2 = X1 Y3

PV2D-06-MAT-41 11




Do mesmo modo:
1
SajAzay = E(X1Y3 +X3¥ 4 +X4Y1 = X3Y1 —X4Y3 =XV 4)
SajA, 1A, = ~(X1¥no1 FXnt1Yn T X Y1 = Xac1Y1 = XnVno1 —X1Yn)

2

Tomando as igualdades e efetuando a adi¢ao membro a membro, temos:

—

SA1A2A3 = E

(X1y2 +X2¥3 +X/Y1 —X2¥1=X3Y2 —/1}’3)
Sajaza, = %(ny’s TX3Y4 +X/Y1 —X/{Y1 ~X4Y3 —/1}’4)
SaAas = %(X}/fq TX4Ys +X§(§’1 —X/Yl ~X5Y4 ‘%YS)

1
SA1AnAn,1 = E(Xygln—l +Xp1Yn TXnY1 = Xn-1Y1 = XnYn-1 _XIYn)

1
S= E(Xl}IZ XY +XgY gt X 1Y n FXnY1 XY 1 ~X3Y2 ~XaY3 =T X1Yn)
Fazendo: y4 QE3/8)
X1Y2 +XoY3+AXn Y1 = Xo¥1 ~4/X3Y2 — XY n = AP
temos: T(0,5)
A P43
S :_p ( 4 )
2
O valor de Ap pode ser obtido a partir da
regra pratica, colocando-se as coordenadas R(2,0) N

em seqiiéncia anti-horaria:

X1 X Xg -0 Xn

Yi Y2 Yz -t Yna
+ o+ + +

1
5= E(Xﬂ’z +XoY 3+ X1V —X2Y1 —X3Y 2= X1V )

Exemplo

Achar a area do quadrilatero de vértices
T(0,5),Q(3,8), R(2,0)eP (4 3).

Resolugido

Devemos, inicialmente, representar o qua-
drilatero no plano cartesiano, para obtermos
a seqiiéncia anti-horaria.

18 . PV2D-06-MAT-41

Assim, a seqiiéncia anti-horaria pode ser:
TR PeQ.

Logo:

S=%(0+6+32+15—10—0—9—0)

1
S= 5(34), ouseja, S=17

Observacao: Podemos dispor os pontos em
uma seqiiéncia horaria, e considerar o re-
sultado em moédulo.

Introducao 4 Geometria Analitica




01. Calcule a érea do triangulo ABC for-
mado pelos pontos indicados na figura.

6“}7 A
C 4
l -
73 2 | 4 X
o3
- B
Resolugio
Dafigura, temos A(4,6), B(2,-3)e C (-3, 1), logo:
4 6 1

=>A=-12-18+2-9-12-4
A=|2 -3 1

A =-53
-3 1 1
Portanto,
S :l.|A| =S :l.|_53|
2 2
5=
2

02. Dé o ponto pertencente a reta y =3x +2
e ao primeiro quadrante, que determina com
A(1, 2) e B(3, 4) um tridngulo de drea 5.

Resolugio

Como o ponto C pertence aretay=3x +2, temos:
C(a, 3a+2). Logo,

; ] 1 2 1
S=—~|A|:>5=—~ 3 4 1
2 2
a 3a+2 1
1 2 1
3 4 1l=10
a 3a+2 1

|4+2a+9a+6-4a—-6-3a—2/=10
l4a+2/=10
4a+2=100u4a+2=-10

a=2 ou a=—3 (ndo convém, pois o ponto perten-
ce ao 1° quadrante).

Portanto, C (2, 8)
Resposta: C(2,8)
Introducao 2 Geometria Analitica

03. (FGV-SP) Os pontos (1, 3), (2, 7) e (4, k)
do plano cartesiano estdo alinhados se e so-
mente se:

a) k=11

b) k=12

c k=13
Resolugio

1 31

2 7 1I=0=>k=15

4 k 1

04. (PUC-SP) Os pontos A (k, 0), B (1,-2) e

C (3, 2) sao vértices de um tridngulo. Entao,
necessariamente:

d) k=14
e) k=15

a) k=-1 d) k=2
b) k=-2 e) k=2
o k=2

Resolugio

Se sdo vértices de um tridngulo, ndo estdo ali-
nhados logo,

k 0 1
1 2 1I|#20=k#2
3 2 1

05. Calcule a area da regiao hachurada:

X
(0,5) (7,5)

43)

(3,0) y
Resolugio
Sendo A (0,5) B (3,0) C(7,5)eD (4, 3), os
vértices tomados no sentido anti-hordrio, temos:
-15 -0 -20 -0
0 3 7 4 0

5 0 5 3 5

|0 +15 +21 420
Efetuando a adi¢do encontramos:

Ap=21
_Ar A
22

21
Resposta: S = B}
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Dizemos que um conjunto de pontos é um
lugar geométrico (l.g.) quando todos os seus
pontos, e apenas eles, tém uma certa proprie-
dade comum.

Exemplos

1%) Sendo A e B dois pontos distintos de um
plano o, amediatriz de AB é o lugar geométri-
co dos pontos de ¢, eqiiidistantes de A e B, pois:

* todos os pontos da mediatriz sao
equidistantes de A e B.

* entre todos os pontos de o, somente os
pontos da mediatriz estdo a mesma dis-
tancia de A e B.

2°) Sendo O um ponto deum planoccer = 0
uma distancia dada, a circunferéncia de centro
O eraio r do plano a é o lugar geométrico dos
pontos de o, que distam r de O, pois:

* todos os pontos da circunferéncia distam
rdeO.

* entre todos os pontos de o, somente os
pontos da circunferéncia estao a uma dis-
tanciar de O.

20 . PV2D-06-MAT-41

39) Sendo A e B dois pontos distintos de
um plano o, a reta determinada por AeB éo
lugar geométrico dos pontos de o alinhados
com A eB, pois:

* todo ponto da reta AB esta alinhado
com A eB.

* entre todos os pontos de 0, somente os pon-
4
tos da reta AB estdo alinhados com A e B.

p

4°) Sendo F um ponto nao pertencente a
uma reta d, ambos pertencentes a um plano
0, a parabola de foco F e diretriznaretad é o
lugar geométrico dos pontos de o
equidistantes de F e d, pois:

* todo ponto da pardbola esta a mesma dis-
tanciade Fe d.

* entre todos os pontos de o, somente os pon-
tos da parabola sao eqiiidistantes de F e d.

A equagdo deum l.g. do plano cartesiano é
uma equagao nas incognitas x e y cujas solu-
¢Oes sdo os pares (x, y) dos pontos do L.g.

Para obtermos uma equagao de um lugar ge-
ométrico, consideramos um ponto P (x, y) gené-
rico e aplicamos ao ponto P a propriedade ca-
racteristica do l.g., isto €, a propriedade exclusi-
va de todos os pontos do lugar geométrico.
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Exemplos

2 2
1°) Dados os pontos A (3, 5) e B (7, 1), obter \/(X -3)"+(y-4)" =2
a equacdo da reta t, mediatriz de AB. x? —6x+9+y” -8y +16=4
Yt Assim, a equagao de A é:

x2+y2-6x—-8y+21=0

39) Dados os pontos A(1, 3) e B (5, 2), obter
a equagao da reta r determinada por A e B.

y h
-] >
X —1A(L3)
P(x,y)
Peto dp, =dpg BG2)
2 2
\/(X—3) +(y-5)" = ol R
= =77 +(y-1) )
) ) PereA=0
X" =6x+9+y”" -10y +25 =
=x? - 14x+49+y? -2y +1 x y 1
Assim, a equagdo de t é: 13 1=0
8x—8y—16=0 521
ou(t)x-y-2=0 Assim, a equagdo der é:
2°) Dado o ponto O (3, 4), achar a equagao x+4y-13=0
da circunferéncia A de centro O e raior = 2. 4°) Dado o ponto F (4, 2), obter a equa-
Y4 ¢ao da pardbola p com foco em F e diretriz
no eixo x.
A 1
P (x, y) F(4,2)
8 X P(xy)
Pelhsdpy =2 X

Pepc}dPF :dP,eixox

Introducao 2 Geometria Analitica PV2D-06-MAT-41 n




Geometria Analitica

V4" (2" =l
x? —8X-i—16+y2—4y+4:y2
Assim, a equagao de p é:

x2—-8x-4y+20=0

Dado um lugar geométrico, para saber se
um ponto pertence ou nao a ele, basta verifi-
car se suas coordenadas constituem uma so-
lugao da equagao dol.g.

Exemplo

Verificar se o ponto A (x/i ,4) pertence a

circunferéncia de centro O (0, 3) e raio V3.

Resolugido

y“

ep

v

Pecircunf.<d,,, = NG

(x=0) +(y-3)" =(v3)
x2+y2—6y+6=0

Substituindo (x/2_ , 4) na equacao, temos:

(ﬁ)2+42—6-4+6=
=2+16-24+6=0

Assim, (ﬁ , 4) ésolucao da equagao, e, por-
tanto, A pertence a circunferéncia dada.

Importante: Se sabemos que um ponto per-
tence a dois lugares geométricos do plano
cartesiano de equagdes conhecidas, para obter-
mos esse ponto devemos resolver o sistema
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determinado por suas equagdes, e a solugao sera
o par ordenado das coordenadas do ponto.

Exemplos de Aplica¢ao

Obter o ponto de intersecgao das retas
(r)—2x+y—-4=0e

(s) 3x+4y-24=0

Resolugio

Para obter o ponto P, interseccdo deres,

basta resolver o sistema formado por suas
equagoes:

-2x 4y -4 = 0 (x-4)
{3x +4y =24 = 0

8x -4y +16 = 0
+{3x 4y 24 = 0

11X/—8=0

Assim, x = ﬁ
11

Substituindo na equagao de (r), temos:

8 60
2 ty—4=0y=—r
TR y

11
Entao, P= (i,@)
11 11

01.Obter a equagao do lugar geométrico
dos pontos do plano que representam:

a) o eixo das abscissas;

b) o eixo das ordenadas;

¢) a bissetriz dos quadrantes impares;

d) a bissetriz dos quadrantes pares.

Resolugio

a) Todos os pontos do eixo Ox tém y=0;
assim: y =0

i
b) Todos os pontos do eixo Oy tém x = 0;
assim: x =0
c¢) Todos os pontos das bissetrizes dos quadrantes
impares tém coordenadas iquais, logo: y =X.

d) Todos os pontos das bissetrizes dos quadrantes
pares tém coordenadas opostas, logo: y =—x.
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02. A equacao da mediatriz do segmento
AB, dados A(2,1) e B(8,7) é:

a) y=x-1 d) y=—x-9
b) y=x+1 e y=x+9
) y=—x+9

Resolugio

A

Tomar um ponto P(x, y)
Propriedade: dp,, =dpp
Equagio:

JE=22 4+ -1% = Jx -8 +(y-7)?
Desenvolvendo: y =—x+9
Resposta: C

03.Dados os pontos A(1,3)eB(5,2), obter
o ponto onde a reta AB intercepta a bissetriz
dos quadrantes impares.

Resolugio

v+

1°) equagdo da bissetriz dos quadrantes impares

=y
Exd
29) equagdo dareta AB
x y 1
1 3 1|=0=
5 2 1
=x+4y-13=0

Introducao 2 Geometria Analitica

3¢) ponto P

x =y (I)
x + 4y — 13 =0 (1)

Substituindo (I) em (II), temos:

x+4x—13=0:>x=%

Assim,Pz(E,Ej

55
13 13

Resposta: [——)
5°5

Obs. — Uma solugdo mais rdpida seria lembrar
que as coordenadas de P sdo iquais: P (x,x) e que A,
B e P sio colineares.

04. A parabola de equagdo y =x*>—5x+4 e
a reta de equagdo x -y — 4 = 0 tém quantos
pontos em comum?

Resolugio

Para obter a intersec¢io de 2 1., basta resolver o
sistema formado por suas equagoes, logo:

{y = x* 5x+4
=

x-y-4 = 0

y=x2—5x+4
=

y=x —4

X2—5x+4=x—-4=x2-5x+8=0
x=2 oux=4, substituindo na equacdo da reta
ou da pardbola, obtemos y=—2 ouy =0

Resposta
Dois pontos: P;(2,-2)eP,(4,0)
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Propriedades importantes

P,)Se duas retas de um plano cartesiano sao

paralelas, suas inclinag¢des sao iguais.
Dado um plano cartesiano e uma reta r Va
concorrente com o eixo X, chamamos de incli-
nacdo der amedida ¢ do angulo que r forma
com o eixo X, angulo esse medido a partir do s r//s
eixo x até a reta r no sentido anti-horério.

Entao:
Ya \as \ O >
X
r
r//se o, =0,
P,) Se duas retas sao perpendiculares, a dife-
renga entre suas inclinagdes é 90°.
[ N\ . ya
X
S r
0°<o,<90°
bE . 4
ol \%s
X
rls oo, —o,|=90°
ar
<] =l >
X
Sendo r uma reta nao paralela ao eixo y; coe-
0, =90° ficiente angular ou declividade der é a tangente
V4 dainclinac¢do der, que indicamos por m,. Assim:
r Ya
r
(X‘l‘
DI .
X ol \ %r s
X
90° <o, < 180°
No caso em que r é paralela ao eixo x, a m, =tgo.,
inclinacdo de r é definida como 0°. 0°<o, <90°& m, >0
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No caso em que r € paralela ao eixo y, o

v

mr = tgal‘
90°< o, <180°< m, <0

coeficiente angular de r nao é definido.

Consideremos no plano cartesiano a reta
nao paralela ao eixo y, determinada por dois

pontos A(x,,y,) e B(xg, yp)(xa #Xg)

1° caso: 0°< o < 90°

y h
B
Y| T T
VB~ Ya
AN
Ya[ ;‘321;\—32 [;E! T
W
X, Xg x
m tgo BT
AB =18 TA
Estudo da Reta

Assim:
YB—YaA
Mag ="
XB —Xa
2° caso: 90°< o < 180°
y A
A
YAB ******* 0‘
YA=YB 3
. 180°- 0/ B
e I
: XB— XA 1
1 : o
: . s N
XA XB X
m ,p = tgo = —tg(180°-a.)
AT Va—
myp=-oe = YA"YE
TB Xg —Xu
Assim:
YB—YaA
Mag ="
Xp —Xa
3° caso: o = (0°
y A
YATYB A B
CIN !
XA XB X
mAB = 0

Como Xp #Xp €Y =Ya,

podemos escrever:

YB—YaA

XB —Xa
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Conclusao

Em qualquer dos casos, o coeficiente an-
gular da reta é dado pela razao entre a dife-

renca (Ay) das ordenadas e a diferenca Ax
das abscissas.
Observagao — De acordo com o calculo

YB—¥a

exposto, m g = ; no entanto, pode-

Xp ~Xa
mos multiplicar o antecedente e o conseqiien-
te da razao por — 1 e ela nao se alterara, e
obteremos:

YB=Ya _Ya=Y¥s _Ay

X5 —Xp - Ax
Exemplos

19) O coeficiente angular da reta que passa
porA(1,5)eB(3,8)é:

Ay 8-5 3

T T T0 2
29) O coeficiente angular da reta que passa
porC(7,2)eD (6,2)é:
2-2
P
39) O coeficiente angular da reta que passa
por E(5, 3) e F (5, 7) ndo é definido, pois

d
Xp =Xp € areta EF € paralela ao eixo y.

Conforme vimos nos modulos anteriores,
para sabermos se os pontos A(X,, Y,), B(Xg,
Yp) e C(X(, Y() estao alinhados, calculamos o
determinante:

Xao Yo 1
A=|Xg Y 1] e verificamos se o valor
Xe Yo 1

desse determinante é zero. (Caso contrario

1
formam um tridngulo cuja area é A = ElAl .
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Agora, porém, podemos verificar se trés
pontos distintos estdo alinhados utilizando
o conceito de coeficiente angular.

Observe as figuras:

c y c
%
A"B A

! /
AN Ao ,
Ol - / X Ol ,’/

7
/

s

Figura 1 Figura 2

—> —>
Na figura 1 as retas AB e BC tém incli-
nacdo diferentes (o, # o), pois A, B e C nao
estdo alinhados. Assim, tg o, # tg 0., ou seja,
m g # M.
Na figura 2, observamos que A,B e C estao
alinhados e, portanto,

Mg = Mpc = tg O
Podemos afirmar que:

trés pontos A, B e C estdo alinhados numa
reta nao vertical quando m,; = my.

Se A, B e C estiverem em uma reta parale-
la ao eixo Y ndo poderemos calcular o coefici-
ente angular. Todavia, nesse caso sera facil
notar que X, = X = Xc.

y A
e~ *C
YBp- *B
Yafp---oe- < A
'T >
0 X
Xp=Xp=Xc

Duas retas r e s ndo paralelas ao eixo y
sdo paralelas entre si quando tiverem os coe-
ficientes angulares iguais.

Estudo da Reta




\ % \ &s

’\ar "\as

X

r//se o, =g
Assim: r//s & tga, = tgol
ou seja:

r//sem, =mg

Observacdo — Se m, #m_, as retas r e s
nao sao paralelas, isto €, sdo concorrentes.

Duas retas r e s ndo paralelas ao eixo y
sdo perpendiculares entre si quando tiverem
os coeficientes angulares com produto — 1.

yu

N

%

»

X

\ %

rlsem, -m =-1

(Essa propriedade serd demonstrada
quando estudarmos posi¢des relativas de
duas retas).

Importante — Se duas retas sao perpendi-
culares, e nenhuma delas é paralela ao eixo y,
o coeficiente angular de uma delas € o oposto
do inverso do coeficiente angular da outra.

01. Determine o coeficiente angular de
cada reta abaixo.

a) y4
n
60°
) X
b) yu
S
-] 30° ¢ »X
C) yu
-] t
TI »X
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d y, u
] -1 »X
e) yu
AL 3)
o »X
B(4,-1) »
Resolugio

a)mr=tg600=ﬁ

b)m,=tg 120°= —g (lembre-se de que a incli-

nagio deve ser medida no sentido anti-horirio)
c)m,=tg0°=0
d)m, =tg90°=Am,

Ay -1-3 4

M= = T ] 3

02. Obter a para que os pontos A, B e C
sejam colineares:
a)A(1,3),B(2,5)eC(4,a)
b) A(4,-3),B(4,0)e C(a, 7)

Resolugio

5-3

Myp =Mpe = ——=
a) Mg =Mpc 51

a-5
4-2

2 85 55019
1 2

b) X,=Xg=4= Aec B estidonamesma verti-
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cal. Entdo, para que estejam alinhados devemos ter
X=X, =Xp= a=4

03. (PUC-SP) Os pontos A(k, 0), B(1, -2) e
C(3, 2) sao vértices de um triangulo. Entao,
necessariamente:

a) k=-1
b) k=-2
) k=2
d) k#-2
e k=2
Resolugio

Para termos um trigngulo, os pontos A, Be Cnio
sdo colineares, ou seja, m ,p # Mp.

0+2 =2-2_ .,
k-1 1-3

Resposta: E

04. No quadrilatero ABCD da figura, os
lados AB e CD sao paralelos. Determine o va-
lor de a.

9,a
yu (C )
(1,5)
D
B (8,4)
A 42)
»X
0
Resolugio
4-2 a-5
§—4 9-1
2 8 455 a=9
4 8

05. ABCD éum losango com A(1, 5) e C(4,-2).
Determine o coeficiente angular da reta suporte
da diagonal BD.
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Resolugio

Num losango as diagonais sio perpendiculares.
Entdo:

—> —>

2-5 7.

m = S
ACT 4 g 3

—Zm =-1=m _3
3 "eD BD =

Vamos determinar a equagao de uma reta
conhecendo um dos seus pontos e a sua direcao.

Existem dois casos que devemos considerar:
* 1° caso

A reta tem coeficiente angular.

Seja r uma reta do plano cartesiano que
passa pelo ponto Q (x,, y,) e tem coeficiente
angular m. Para determinarmos a equagao
desta reta, consideramos um ponto P (x, y) e
fazemos com que ele tenha a propriedade ca-
racteristica de r. Assim:

Ay
r

* P(xy)

« Q(xoy0)

Xy

P(x,y)er & mpy =m,

Entdo: +—2%=m
X=X

ou ly-yp=m(x-xo)
Estudo da Reta

Essa equagao obtida é chamada equacao
fundamental der.
Exemplo

Obter uma equagao da reta que passa pelo
ponto A (3, 2) e tem coeficiente angular —2.

Resolucao
y=yo=m(x-Xo)
y-2=-2(x-3)=>y-2=-2x+6

Assim, uma equagao der é:
2x+y-8=0

* 2°caso
A reta nao tem coeficiente angular.

Seja r uma reta do plano cartesiano que
passa pelo ponto Q (x,, y,) e tem inclinagao
90°. Para determinarmos a equagao desta
reta, consideramos um ponto P (x,y) e faze-
mos com que ele tenha a propriedade carac-
teristica de r. Assim:

+Yy r
® P(xy)
L4 Q(XOIYO)
[*] > >
X

P(x,y)er S Xp=Xg

Entao: |x=x,
Essa equacao obtida é a equagao der.

Exemplo

Obter uma equacao da reta que passa pelo
ponto A (3, 2) e é paralela ao eixo y.

Resolugdo
X=X, ,isto é x=3 éaequagao da reta.
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01. (UFES) A equacao da reta que passa
pelo ponto (3, —2), com inclinacao de 60°, é:

a) V3x-y-2-33=0
b) VBx-3y-6-33=0
0) VB3x+y+3-243=0
d) VBx—y-2+23=0
e) V3x—-y-5v3=0

Resolugio

m=1tg 60°= ﬁ

Logo, y—y,=m (x—X,)

y+2=v3(x-3)= y+2=3x-3V3 =
NBx—y-2-343=0

Resposta: A

02. Dar a equagao da reta que passa pelos

pontos A (2,5)eB (3, 4).
Resolugio

- 4
Ya~ys_5-%__,

mAB:xA—xB 2-3
y=yo=m(x—xo)
y—-5=-1(x-2)
y—-5=—-x+2

Resposta: x+y—-7=0

Observacgdo — Utilizamos as coordenadas do
ponto A para obtermos a equacdo da reta, mas o resul-
tado seria 0 mesmo se utilizdassemos as coordenadas
do ponto B.

03. Qual é a equacdo da reta r da figura
abaixo?

Ya r
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a) y=x+1 d) y=x-1

b) x+y-1=0 e) y=—x+1

0 x+y+1=0

Resolugio

Aretarpassapelos pontos A (2,1)e B (0, -1).
Assim:

Ay -1-1 -

Ax 0-2 2
y—yo=m(x—x,)
y-1=1-(x-2)=>y-1=x-2
y=x-1
Resposta: D

Toda reta do plano cartesiano tem equagao
que pode ser escrita na forma: ax + by + c=0,

em quea, becsioconhecidosea#0oub#0.

Essa forma de equacao é denominada equa-
¢do geral da reta.

De fato, supondo que A (x5, y5) B (Xg, Vg)
sdo dois pontos distintos de uma reta r qual-
quer, uma equagao der é:

+ + +
XY+ XaYp+ XpY = XaY = XgY A~ Xyp =0
(Ya= V)X + (5 =X,)y +(XoYp = XpYa) =0
Fazendo y,-yg = a, xz—x,=b e

XAYg — XgY A = C, temos:
ax+by+c=0
onde nao podemos ter simultaneamente a =0

e b =0, pois, neste caso, y, =yp e Xg =X, e teri-
amos A e B coincidentes; logoa # O oub # 0.
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Observagoes
1%) Se a =0, temos que y, =y e a reta é para-
lela ao eixo x.

YA

os]

Ya=YB A
-]

v

Lol I
w
X

.

I

1

I

I

I

I

l
XA

2%) Se b =0, temos que x, = x; e a reta é para-
lela ao eixo y.

A y

a1~ + A

YB[----------- + B

ol
XA = Xp

L 2o

3% Se c=0, areta passa pela origem, pois (0, 0)
é uma solucgao de ax + by = 0.

Consideremos uma reta r no plano cartesiano
que corta o eixo yno ponto Q (0, q) e tem coeficien-
te angular m. A equagdo der é dada por:

y-q=m(x-0) = | y=mx+q

Esta forma de apresentar a equagao der é cha-
mada de forma reduzida, e seus coeficientes sao:

m = coeficiente angular de r

q = coeficiente linear de r

Exemplos

1°) A equacgao reduzida da reta com inclinagao
60° e que corta o eixo y no ponto Q (0, 3) é:

y

-

6o 8

m=tg60°=\/§ eq=3
y= J§ x+3
2°) A reta com equagao reduziday =-x-1
temm=-1eq=-1, entdo a sua represen-
tagdo no plano cartesiano é:
y .

AN

Xy

i
Observagoes

1?) A equagao reduzida de uma reta fornece di-
retamente o coeficiente angular (m) e a or-
denada (q) do ponto onde a reta intercepta
o eixo y. Dessa forma, a reta (r) ax + bx + ¢ =

0tem equagaoreduzida y = I

b b

de que b # 0, e seus coeficientes sao:

a . .
—p ~m= coeficiente angular

c - .
—— =q = coeficiente linear

b
Exemplo
A reta da equagao 2x -3y + 6 =0 tem forma

reduziday=§x+2 commzé eq=2.

2%) Asretas de inclinagao 90° (paralelas ao eixoy),
nao tém equacao na forma reduzida.
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Consideremos uma reta r que intercepta os
eixos cartesianos nos pontos P (p, 0) e Q (0, q),
comp-q=0:

y

Q(0, q)

o P(p, 0)

A equagao de r sera:

+ + +
x+py-pq=0 = qx+py=pq
Dividindo os dois membros por pq, temos:
ﬁ + ﬂ — m = i+z — 1
Pqa P9 P9 P 9
Dizemos que esta equagao é a equacdo seg-

mentdria da retar.

Observagao—Os denominadores dex ey, na
equagdo segmentdria, sao, respectivamente, a
abscissa do ponto onde r intercepta o eixo x e a
ordenada do ponto onde r intercepta o eixo y.

Exemplos
1°) A equagao segmentdria da retar da figura é:
y
2
- 4
X

i + X =1
4 2
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2°) A equagao segmentdria dareta s da figura é:

y
3
-5 o
X
l+X:]
-5 3

Consideremos uma reta r nao paralela a
algum dos eixos cartesianos, que passa pelos
pontos A (x,,y,) € B (xg, vp)-

O coeficiente angular der é:

m = Ay _YB—Ya
Ax

A equagao fundamental der é:

Y=Ya :[MJ(X_XA)

Xp —Xa

Xp —Xa
< —X -
Ou entao: A _Y7YVa
Xp—=Xa Xp—Xp

Igualando os dois membros da equacao a
um numero real t, temos:

ﬂ=t:>x=xA+t(xB—xA)
XB ~XA
TN oy oy, s -ya)
YB~Ya

Entdo, para cada valor t € R, obtemos um
ponto da reta.

Chamamos de forma paramétrica ou de
equacdes paramétricas da reta as equagdes:
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X = Xp + txg—Xa)
y = ya + tHys-ya)
v
Um ponto
da reta

t € chamado parametro das equagdes.
Exemplo

As equagdes paramétricas da reta que pas-
sa pelos pontos A (5,2) e B (7, 1) podem ser:

X=X, tt(Xg—Xx,)=5+t(7-5)=2t+5
Y=ya+tt(yp—ya)=2+t(1-2)=-t+2
x=2t+5
Isto é:
y=-t+2

Observacao — E facil percebermos que,
para cada par de pontos que tomarmos emr,
teremos equagdes diferentes.

01. Dados os pontos A (1, 3) e B (5, 7), con-
sidere a reta r determinada por A e B. Obte-
nha o que se pede:

a) o ponto C de r com abscissa 2.
b) oponto D de r com ordenada —1.

c) oponto E der que estd na bissetriz dos
quadrantes impares.

Resolugio
Equacioder:

+ + +
3x+7+5y-y-15-7x=0 =
= —4x+4y-8=0(-—-4)
Assim: (r)x—y+2=0
a) C(2,yc) € r,entdo:
2-yo+2=0 = y-=4 .. C(2,4)
b) D (xp,—1) € r, entdo:
xp—(-1)+2=0 = x,=-3

s D(=3,-1)
o) E(xp, xp) € 1, entio:
Xp—xp+2=0=> A Eer
Resposta: a) C(2,4)
b) D(-3,-1)
¢c)AEer

02. Obtenha os pontos onde a reta de
equacao geral (r) 3x + y — 6 = 0 intercepta os
eixos coordenados.

Resolugio

Sendo P (xp, 0)e Q (0, yq) os pontos procura-

dos, temos:
3xp,+0-6=0 = x,=2 P(2,0)
3:0+yq—6=0 = y,=6 Q(0,6)

Resposta: P(2,0) e Q(0,6)

03. Obtenha a equagao reduzida da reta r
da figura:

Yy

- 2 > X

Resolugio
1° modo

Conhecemos dois pontos der (2, 0) e (0, 3), entdo:
A _
=2y _3-0__3

Ax  0-2 2

Como q=3, aequacdo é: |y= —%x+3
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22 modo

Ya

B

2 T
m=tga=—tg f3
Comoigh -2 me =2
omo tg —Z,m— 2

. 3
Assim: y:—5x+3
32 modo

A equagio segmentdriader é:

§+%=1 = 3x+2y=6 = 2y=-3x+6
. -3

Assim: y=EX+3

4° modo

Temos dois pontos (2, 0) e (0, 3) der, entdo:

+ + +
6-2y-3x=0 = -3x+6=2y

-3
SoYy=—x+3
Y 2

Assim: y:—%x+3

04. Obtenha a equacdo reduzida da reta
que passa pelo ponto Q (0, — 3) e é paralela a
reta (r) 3x—-y+7=0.

Resolugio

(r)3x—y+7=0 = y=3x+7

om,=3
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Como t//r, my=m,=3.

Logo, a equagdo reduzidadeté: y=3x-3
Resposta: y=3x-3

05. Obtenha uma equagdo da reta t que

passa pelo ponto P (1,2) e é perpendicular a
reta (r)x-3y +2=0.

Resolugio
(r)x-3y+2=0 = —£+£:>m _1
Y Y 373 r T3
1
Como t L, mt=——=—3
m

v

A equagio fundamental de t é:
y—-2=-3(x-1) = y=-3x+5
Resposta: y=-3x+5

06. Determine a equagdo segmentaria da
reta cuja equagao geral é 5x + 6y —30=0.

Resolugio

1° modo

Vamos determinar os pontos onde a reta intercep-
ta os eixos:
e parax=0: 5-0+6y—-30=0 = y=5
e paray=0: bx+6-0-30=0 = x=6
Assim, a reta intercepta os eixos nos pontos Q (0,
5)eP(6,0).
Y

- Lo X
Logo, a equagio segmentaria é: % + s =1

22 modo

5x+6y—30=0 = 5x+6y=30 = (dividindo
os dois membros por 30)
5x 6y 30
===
30 30 30
=1

Assim, a equagio é —+

=

i
6
X, ¥
R :—+==1
esposta et

07.Dada aretar de equagao x +2y -4 =0,
obter um par de equagdes paramétricas de r.
Resolugio
Vamos obter dois pontos quaisquer de r:
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e parax=2: 2+2y—4=0 = y=1
e parax=0: 0+2y—4=0 = y=2

Assim A(2,1) e B(0,2) pertencem ar, e a equagio
reduzidapor:

x=x,+t(xg—x,)=2+4t0-2)=2-2t
y=yat+Alyp-ya)=1+t2-1)=1+t

x=2-2t

Resposta: {y 14t

08. Obter a equacao geral da reta com
equagdes paramétricas:

x=t-1
y=3t+2

x=t-1= t=x+ 1. Substituindo na outra
equagdo, temos: y=3 (x+1)+2 = y=3x+5.

Resolugio

Entdo, a equagdo geral é: |3x—y+5=0

Resposta: 3x —y+5=0

09. No plano Oxy, um ponto P (x, y) em
movimento tem a sua posicao em cada ins-
tante dada pelas equagdes:

x =3t
y=2+t’ teR,
em que t é o tempo em segundos, e as distan-

cias, medidas em cm.

a) Mostrar graficamente a trajetéria do
ponto.

b) Qual a posi¢ao do ponto no inicio da
contagem do tempo? (t=0)

¢) Qual a posigao do ponto quando t=1?

d) Depois de quanto tempo (a partir do
inicio) se tem y = 5? Qual a posi¢ao do ponto
nesse instante? A que distancia se encontra
da posicao inicial?

Resolugio
a) Asequagoes dadas podem ser escritas assim:

x=0+3t LeR
y=2+t ' € R
(téopardmetro)

A trajetoria do ponto é retilinea, pois as equagdes
apresentadas representam uma semi-reta (t > 0).

O ponto inicial ocorre para t=0, em A (0,2).

Um outroponto da trajetoria é, por exemplo, B (3, 3),
que obtemos fazendo t=1.

Graficamente, temos:

ny

Trajetéria

B
i
3

b) Quando t=0, temos:
x=0+3 e y=2+0=2; assim, no inicio o
pontoestdaem A (0, 2).

¢) Quando t=1, temos:
x=0+3-1=3ey=2+1=3, entdo, apds um
segundo o ponto estiem B (3, 3).

d) Quandoy=>5, temos: 5=2+t = t=3
Entdo y = 5, apds trés sequndos do inicio, e
x=0+3-3=9

Logo, aposigio do pontonesseinstanteé C (9, 5).

dac =(9-0)* +(5-2)* = /90 = 3410 cm

Entdo, a distincia procurada é 3410 cm.
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Consideremos duas retas do plano
cartesiano com equagoes:

(rax+by+c=0 e
(s)a,x+b,y+c,=0
Consideremos ainda que a,b,a,b, # 0, isto

é, as retas nao sao paralelas a algum dos ei-
X0s cartesianos.

Colocando as equagdes na forma reduzi-
da, temos:

(1) ajx+byy +¢; =0

a C
LRV
b, b,

() a;x+ by + ¢, =0

Ly=-

a C
BH &
b, b,

Entao, os coeficientes angular e linear das
retas sao:

Ly=-—

a )
m,=-——;m =——=;
b, b,
¢ Co
qI’ =—-—¢€ S -7
b, b,

Vamos discutir, com os elementos obtidos,
as posi¢des possiveis de r e s no plano
cartesiano.

Devemos ter:m =m e q, #(,
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b, ¢

Reunindo as duas condig¢oes, temos:

a

b,

Cy

— = i_

a, b,

ol

G

0

Devemos ter:m =mg e q,=(q;

Assim,
a ) a; _ by
—_—— = —— _—— e
b, b, a, b,
GG _ © b, ¢
b, b, b, ¢
Reunindo as duas condig¢oes, temos:
a_b_co
a, b, o
y s
T
°P
o
0 X
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Devemos ter: m # m,

. a a a b
Assim, ——L#-——2 11
1 b, a, b,
a by
a, by

Observagoes

1%) Se alguma das retas for paralela a al-
gum dos eixos coordenados, o problema tor-
nar-se-a imediato.

2?%) Se as retas forem concorrentes num

ponto P, para obter esse ponto P basta resol-
ver o sistema formado pelas equagdes deres.

Exemplo
Qual o ponto de intersecgao das retas
(r)2x+y-5=0 e
(s)4x-y-1=0
-5=0

2x+)/
(+) {4x— -1=0
6x-6=0=>x=1

Substituindo na equagao de 1, temos:

2:-1+y-5=0=y=3

Assim, asretasr e s se interceptam no pon-
to (1, 3).

Dentre as retas concorrentes, as perpendi-
culares sdo as que mais sao solicitadas nas

avaliagdes e nos vestibulares, portanto vamos
recordar a condigao de perpendicularismo.

Duas retas r e s nao paralelas ao eixo y sao
perpendiculares entre si quando tiverem os
coeficientes angulares com produto —1.

Demonstracao
12 parte: rls=m, m =-1

\Or N

\% N

rls= o, -0, =90° ou

o, -0, =90° =tgo, =_tg0c
T

. 1
Assim, rls=m ,=-——

m,

ouseja: rls=m, -m,=-1
2*parte:m, -m=-1=71ls

1
a) m m=-l=>m =——

my

Como m, #m asretas e s sdo concorren-
tes. Sendo 6 a medida do angulo formado por
reseconsiderandom,>0em_ <0, ouseja, 0°
<0, <90°e90° < o < 180°
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1
m,=——=1tgo, =—
b) My =-——=1tga,

S

tga

Como 0° <o, <90° e 90° < o, < 180°,

o, — o, =90° (II)
Comparando (I) e (II), temos que 6 =90°.
Assim, m -m=-1=rls

Logo, a partir das demonstragdes, conclu-
imos:

rlsem, -mg=-1

Importante: Se duas retas sao perpendi-
culares, e nenhuma delas é paralela ao eixo y,
o coeficiente angular de uma delas é o oposto
do inverso do coeficiente angular da outra.

01. Dar a posicao relativa das retas r e s
em cada item abaixo:

a) (r)4x+2y-7=0 e
(s)2x+y+1=0

b) (r)3x-y+2=0 e
(s)—6x+2y—-4=0
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0 (1)3x-2y+1=0 e
(s)x—-2y+3=0

d) x-2=0 e
(s)3x+2y+1=0

Resolugio
4 2 -7 .
a) 557 # B entdor es sio paralelas distintas.
3 -1 2
b) —gT 7, T entdor e s sio paralelas
coincidentes.
3 22
) 7 # Y entdo r e s sio concorrentes.

d) réparalela ao eixo y e s ndo, entdo r e s sido
concorrentes.

Resposta

a) Paralelas distintas

b) Paralelas coincidentes
¢) Concorrentes
d) Concorrentes

02. Discutir, em fungao de k, a posicao re-
lativa das retas:
(r) kx =2y +3k =0
(s)3x+y+k+2=0

Resolugio
(r) —2y=—kx—3k
kx 3k k
=—+— o> m ==
2 2 2
() y=-3x-k-2 — my=-3
(r)y=-3x-9
k=—3—>k=—6 r)y X
2 (s) y=—3x+4
Resposta

Se k#—6, temos (r) e (s) concorrentes.

Sek=—6, temosm,=mg e q,#q, logo, ressio
paralelas distintas.

03. Dada aretar de equacao 4x+2y+5=0
e o ponto P = (2, -1), determine:

a) o coeficiente angular der;
b) a equacdo da reta s que é perpendicu-
lar a r e passa pelo ponto P.
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Resolugio

a) 4x+2y+5=0<:>y=—2x—§. Logo, o

coeficiente angular der ém, =—2.
b) Temos queres sdo perpendiculares. Assim, o

. -1 -1 1
coeficiente angular desé — = — = > Como areta

r

s passa pelo ponto P (2; 1), uma equagdo dessa reta é:

y—(—l):%-(x—Z)@x—Zy—4=0

Geometria Analitica
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Inequacoes do 1° Grauno Plano Cartesiano

Chamamos de inequagdes do 1° grau as
inequagoes do tipo:

ax+by+c>0

{a, bec sdo constantesreais
onde:

xey sdo varidveis reais

Vamos estudar como podemos represen-
tar, no plano cartesiano, os pontos P (x, y) que
satisfazem as condigdes expressas por essas
desigualdades.

Analisaremos, inicialmente, exemplos
para os casos particulares em que pelo me-
nos uma das constantes reais a e b é nula.

Exemplo

Representar, no plano, os pontos que sa-
tisfazem a condigdo y — 3 <0.

Resolugao
y-3<0—>y<3

Os pontos P(x, y) do plano cartesiano que
satisfazem esta condicao sao aqueles situa-
dos “abaixo” da reta y = 3, um semiplano
aberto.
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Exemplo

Representar, no plano, os pontos que sa-
tisfazem a condi¢ao 2x -1 >0.

1
2x—120—>x25

Os pontos P(x, y) do plano cartesiano que
satisfazem esta condi¢do sdo aqueles situa-

1
dos “a direita” daretax = > reunidos com os

pontos dessa mesma reta, um semiplano fe-
chado.

N | —
Xy

Exemplos

1%) Representar no plano os pontos que
satisfazem a condigao Ox + Oy +2 > 0.

A condigao € satisfeita por todos os pon-
tos P(x, y) do plano cartesiano.

Ay

Inequacoes do 1° Grau no Plano Cartesiano




29) Representar no plano os pontos que
satisfazem a condigao Ox + Oy — 2 > 0.

Resolucao

Nenhum ponto do plano cartesiano pode
satisfazer esta condicdo, portanto ela repre-
senta um conjunto vazio.

Ay

Analisaremos agora os casos em que as
constantes reais a e b nao sao nulas.

Consideremos entao uma reta r do plano
cartesiano de equagao ax+by+c=0(a#0eb=0),
representada, por exemplo, conforme a figu-
ra:

A
y r

Consideremos também a equacao reduzi-
dader:y=mx+q

Sendo P (x,, y,) um ponto de r, sabemos
que y,=mx,+q.

Consideremos agora no plano cartesiano
um ponto A (x,, y,), situado “acima” der, e
um ponto B (xg, yp), situado “abaixo” der, de
modo que x, = x; =X, onde X, é a abscissa de
um ponto P(x,, y,) da retar.

Inequacoes do 1° Grau no Plano Cartesiano

A

Yal---9A

y o r
Yo -4t
YB[--- B

a =
XpA=X=Xg X

Analisando o grafico, podemos observar que:

Yo=mXq+q
Ya>Yo
XA =X0

%yA>mXA+q

Yo=mxpy+q
YBYo

Zyp<mxg+q

Entao podemos tirar as seguintes conclusdes:
1°) Para todos os pontos P(x, y) do plano
situados “acima” de r vale a relacao:

y>mx+q

2°) Para todos os pontos P(x, y) do plano
situados “abaixo” de r vale a relagao:

y<mx+q
Exemplos

1°) Representar no plano cartesiano os
pontos que satisfazem a condigao 2x+y —-42>0

Resolucao

2x+y-420—->y=2-2x+4

Sendo r a reta de equagdo y = — 2x + 4
(ou 2x + y — 4 =0), os pontos que satisfazem a
condi¢do y 2—-2x+4 (ou 2x +y —4 >0) sdo os
pontos do plano situados “acima” de r, reuni-
dos com os pontos de r, um semiplano fechado.
A y
4

v X

PV2D-06-MAT-41 n




29) Representar no plano cartesiano os
pontos que satisfazem a condi¢ao x -y +2>0.

Resolugao
X=y+2>0—>-y>-x-2—>y<x+2

Sendo r a reta de equagao y = x + 2
(oux—y+2=0), os pontos que satisfazem a
condicdo y < x + 2 (ou x —y + 2 > 0) sdo os
pontos do plano situados “abaixo” de r, um
semiplano aberto.

N
\
\
v X

Com as discussoes feitas e observando os
dois exemplos acima, podemos concluir que
ax + by +c=0representa umareta r do plano,
ax + by + c¢> 0 representa um semiplano aber-
to do plano de origem, e ax + by + c<0 repre-
senta o outro semiplano aberto do plano de
origem r.

Para descobrirmos se o semiplano positi-
vo (ax + by + ¢ > 0) é o que estd “acima” ou
“abaixo” de r, devemos tomar um ponto do
plano (fora de r) e substituir na expressao
ax + by + c e verificar se o valor obtido € posi-

tivo ou negativo.
Exemplo

Representar, no plano cartesiano, os pon-
tos que satisfazem a condi¢ao 2x -y +4 = 0.

Resolugao

Desenhamos, inicialmente, no plano, areta
r de equagao 2x—y +4 =0.

Tomamos um ponto fora de r, por exem-
plo, a origem 0 (0, 0), e substituimos na ex-
pressao 2x —y + 4:

2-0-0+4=4
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Obtendo o valor 4, que € positivo, assim o
semiplano que contém a origem € o positivo,
e o outro é o negativo.

Como na condigao fornecida nos interes-
sa o semiplano positivo, temos:

yu @
4 ©)

01. Representar, nos planos cartesianos
abaixo, os pontos que satisfazem as condi-
goes:

a) 3x-620
ylk
2 X
b) 2y-6>0
y '
,,,,,,, K
B

Inequacoes do 1° Grau no Plano Cartesiano




) —x+y-1<0

Resposta: Nos préprios grificos das perguntas.

02. O semiplano destacado € o conjunto
dos pontos (, y), tais que:
a) 3x+y-2>0
b) 3x+y+2<0
) 2x+3y-6<0
d) 2x+3y-6>0
e) 2x+3y—-2<0

Resolugio

Obter a equagdo da reta (r) 2x+3y—-6=0; a
parte destacada representa 2x + 3y —6 <0.

Resposta: C

03. (PUC-SP) O conjunto dos pontos (X, y)
do plano cartesiano que satisfaz a inequagao
(x+y):(x—y) <0 éaparte destacada de qual
das seguintes figuras?

.

y
a)

Geometria Analitica

b)
X;
<)
X
y b
d)
X
y A
e)

Resolugio

v

A inequagdo dada pode ter produto zero. Sendo
assim, tomaremos x+y =0 ou x—y=0.

Inequacoes do 1° Grau no Plano Cartesiano
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Se o produto (x +y) - (x —y) é menor que zero,
entdo os fatores tém “sinais trocados”, ou seja:

Para(x+y)>0= (x-y)<0

Para(x+y)<0= (x-y)>0

Teremos, entdo, dois sistemas de inequagdes:

(1){x+y >0

x+y<0 | )
, (II) , cuja solugdo é dada
x—-y<0

x—-y>0
pela unido de (I) e (11).

Representando graficamente:

YA

v

Resposta: E
04. Represente os pontos (X, y), tais que:

x-y-2 >0
X+2y-2
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Resolugio

Em primeiro lugar, fazemos o estudo do sinal das
expressoes N (x, y)=x—-y—2eD(x, y)=x+2y -2
do numerador e denominador da fragdo fornecida (fi-
quras 1 e 2, respectivamente).

yt 4+ x-y—-2=0
S)
@
» X
o Figura 1 ‘
@ o
© | x+2y-2=0
» X
Figura 2 ®
S)

N
Paraque B >0, N e D devem ter o mesmo sinal,
isto é, ou ambas sdo positivas ou ambas sido negati-
N
vas. Para que ocorra —=0, devemos ter N = 0.

Outro fato que temos que ressaltar é que devemos ter
D #0. Assim a solugdo serd:

@ yu @
o ®
I
T3 4
.._2
o ®
® o

Inequacoes do 1° Grau no Plano Cartesiano




Equacoes da Circunferéncia

Circunferéncia é o lugar geométrico dos
pontos do plano cuja distancia a um ponto
fixo (C) é uma constante positiva r.

Pe circunf. = PC=r

C: centro da circunferéncia

r: raio da circunferéncia

Circulo é o lugar geométrico dos pontos
do plano cuja distancia a um ponto fixo (C) é
menor ou igual a uma constante positiva r.

P e circulo= PC<r

Consideremos uma circunferéncia de cen-
tro C (a, b) eraio .

Ay

P(x, y)

» X

I
l
a

Para obtermos a equagao da circunferéncia,
tomamos um ponto P(x, y) genérico, pertencente
a circunferéncia, e impomos a condigao:

dp =raio

Equacdes da Circunferéncia

Assim: \/(x—a)z +(y—b)2 =T

Elevando os dois membros ao quadrado,
temos:

(-2 +(y-bp=r

A equagdo acima destacada é a equagao
reduzida da circunferéncia.

Observagoes

12) Consideremos a equagao:
(x=a)+(y=b)=k
Entao temos:

a) Se k>0, a equagao (x —a)®> + (y - b)> =k
representa uma circunferéncia de centro
(a, b) e raio Jk.

b) Se k=0, a equagdo (x —a)?>+ (y —b)? =k
representa o ponto P(a, b), pois
(x—a)’+(y-b)>’=0—>x=aey=b

¢) Se k<0, aequagao (x —a)®>+ (y - b)> =k
representa um conjunto vazio, pois a
soma dos quadrados de dois nimeros re-

ais nunca pode resultar em um numero
negativo.

29) O grafico darelagao (x —a)? + (y - b)> <R?
é um circulo de centro C (a, b) e raio R,
pois é uma relagao que é satisfeita pelos
pontos P tais que dp- < R.

Ay
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Exemplos

12) Dar a equacgao reduzida da circunferéncia
de centro C eraior:

a) C(1,3) e r=43
b) C(2,-3) e r=2
¢ C(@0,2) e r=1
1
d) C(-1,0) e r=2

Resolugao
a) (x ~1)+(y -3/’ =(+3)" >

- (x=1+(y-3)*=3

b) (x-2) +(y—(-3)) =2 >
—(x=2) +(y+3)" =4
9 (x=0)+(y-2)" =12 5x>+(y-2)* =1

2
d) (x=(=1))+(y-0) = @ R
- (x+1)* +y? =i

29) Obter o centro C e o raio r das circunfe-
réncias com equagoes:

a) (x=2)2+(y +1)2=4

b) (x+ 12+ (y+1)2=1

0 X2+ (y-37=2

d) x2+y2=7
Resolugao

a) C2,-1) er=2

b) C(-1,-1) er=1

9 C(0,32 er=+2
d) C(0,0) e r=+7

39) Achar a equacao da circunferéncia que tem
diametro com extremos A (-1,-3) e B (5, 7).
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Resolugido
B
A
O é 0 ponto médio de AB
Vo = YA;'YB _ —32+7 —9

Assim: O=(2, 2)

r=dgy=y(2+1) +(2+3)" =34
Entdo a equagdo da circunferéncia é:

(x—2)2+ (y —2)% =34

Consideremos a equagao reduzida de uma
circunferéncia de centro C(a, b) e raio =r:

(x—a)p+(y-b)*=r2
Desenvolvendo os quadrados e isolando

os termos da equagao no primeiro membro,
temos:

x2 - 2ax + a2+ y2—2by + b2 =12

x%+y?—2ax—2by +a?+b>-r2=0

Fazendo-2a=d,-2b=e ea?+b%2-12=f,
encontramos:

x2+y?+dx+ey+f=0

que denominamos equagao geral da cir-
cunferéncia.

Notemos que:

—2a=d—>2a=—d—>a=7

-2b=eazb=-e—>b=‘7e
a’+b’ -1’ =for’=a’+b’-f
sr=+a’+b®-f

Equacdes da Circunferéncia




Entao, as coordenadas (a, b) do centro e o
raio r da circunferéncia sao obtidos com as
formulas:

—-d —e

a=7,b=7er=\la2+b2—f
Exemplos

1°) Obter uma equacao geral da circunferén-
cia de centro C(2, -3) e raio = V3.
Resolugdo
A equacao reduzida é:

(x=2)2+(y +3)°=(3)?
Entao:
X2 —4x+4+y2+6y+9=3

ou seja:
x2+y2—4x+6y+10=0
que é uma equacgao na forma geral.

29) Obter o centro e o raio da circunferéncia
de equacao geral:
xX2+y2-8x+6y-2=0
Resolugdo

Sendo C(a, b) o centro e r a medida do raio,
temos:

a=i=§=4
2 2
b=_—e=_—6=—3
2

r=va’+b? —f =47 +(=3) —(-2) =
164972 =427 =33

Assim, o centro é C=(4,-3) eoraio ér=3+/3

Observagoes

1?)Se x> + y2 + dx + ey + f = 0 é a equagao de
uma circunferéncia, entao
kx? +ky? + kdx + kdy + kf =0, k # 0, é uma
outra equacao da mesma circunferéncia.
Para determinarmos o centro e o raio par-
tindo dessa ultima equagao, devemos pri-

Equacdes da Circunferéncia

meiramente dividi-la pork, para depois apli-
carmos as férmulas.
Exemplo

Obter o centro e o raio da circunferéncia
com equagao:

2x2+2y? - 8x+12y -3=0

Resolugdo

Primeiramente, devemos dividir a equa-
¢ao por 2.

Assim:

3
X2+y2—4x+6y—z =0
Entdo, centro C = (a, b) eraior é:

=_—d=é=2
2 2
b=_—e=_—6=—3
2 2

r=val+b? —f =\/(2)2 +(-3)? _(‘73) _
= 4+9+§=\/2—79
VT T

V29
Entao: C=(2,-3) er=T
2?) Dada a equagao x2+y?+dx +ey+f=0, em
que d, e e f sio niimeros reais conhecidos,
a equacao na forma reduzida é:
(x —a)2+ (y - b)?2 = a2+ b? - f, onde

Entado concluimos:

e Sea?+b?-{>0,aequagdo representa uma
circunferéncia de centro (a, b) e raio r.

e Sea’+b?-f=0,aequagao representa um
unico ponto (apenas (a, b) satisfaz a equa-
¢ao).

® Sea’+b?-f<0,aequagao representa um
conjunto vazio.
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Exemplo
Dada a equagao x*> + y2 +2x + 8y + k=0,
obter k para que ela represente:
a) uma circunferéncia;
b) um tnico ponto;
€) um conjunto vazio.

Resolugao
2 2
2 2

a’+b? —f=(-1)? +(-4)* -k =17-k
Assim:

a) 17-k>0=-k>-17=> k<17

b) 17-k=0= k=17

¢) 17-k<0=-k<-17=k>17

3%) Toda circunferéncia do plano carte-
siano apresenta equagdo na forma ge-
ral x2+y2+dx+ey+f=0, entdo a equagao
Ax?2+By?+ Cxy + Dx+ Ey + F =0 (equagao
geral do 2° grau) para poder representar
uma circunferéncia deve ter:

A=B#0eC=0

No entanto, se a equagao:

Ax%+By?2+ Cxy +Dx+Ey+F =0 tiver
A =B #0eC=0, isso ndo significa que ela
representa uma circunferéncia, pois podera
representar um unico ponto ou mesmo um
conjunto vazio.

Exemplo

Qual das equagdes abaixo representa uma
circunferéncia?
a) 2x2+y?-3x+4y-1=0
b) x2+y2-2xy+4x-6y-1=0
0 X2+y2-2x-2y+5=0
d) xX>-y2—4x-2y-1=0
e) nda.
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Resolugido

As equagoes das alternativas a e d nao re-
presentam uma circunferéncia, pois os coefi-
cientes de x? e y? sao diferentes (A # B).

A equacdo da alternativa b também nao
representa uma circunferéncia, pois o coefi-
ciente de xy ndo é nulo (C #0).

A equagao da alternativa ¢, embora parega
representar uma circunferéncia, nao represen-
ta, pois, se representasse, o centro da mesma
seriaC=(1,1) ea?+b?>—f=12+12-5=-3<0.

Assim, a resposta ¢ alternativa e.

01. Achar a equagao das circunferéncias:

a)
Ay
C ol >
p3 6 "X
b)
Ay
-2 |o R
Do > X
o2
C

Equacdes da Circunferéncia




ALy

Ct---EZ
ol N
3 |0 > X

y

3 J5

| . x

C+0

Resolugio
a) Centro=C(-3,0)eraio=3
Assim: (x+3)?+y?=9
b) Centro=C (—\/E, —ﬁ;) eraio= x/E

Assim: (x+ /2 )2+ (y+ J2)=2
c) Centro=C(=3,2)eraio=dg-
Entdo:

raio = /(043 +0-27 =13
Assim: (x+3)*+(y—2)>=13

d) Centro=C(0,0)eraio= \/g
Assim: x> +y?=5

02. Achar a equagao reduzida da circun-

feréncia com centro no eixo y e que passa pe-
los pontos A (3,4) e B (1, 6).

Equacdes da Circunferéncia

Resolugio
Aky
B(1, 6)
r

J r_JA(3,4)

C(0, a)

ol , X

0

Como o centro C pertence ao eixo y, podenos

escrever suas coordenadas assim: C=(0, a).

Como A(3,4) e B(1, 6) sdo pontos da circunfe-

réncia, temos:

dpc=dpe

JB=0 +(4=a) =\(1-0 +(6—a’
Elevando ao quadrado os dois membros, temos:
9+16—-8a+a’?=1+36—-12a+a?—a=3

O centroéoponto C=(0,3),eoraior é:

r=d,.=+/(3—0) +(4—3)° =10

Entdo, a equagdo reduzida da circunferéncia é:

(x=02+(y-3)2=(J10)
ou seja: x>+ (y —=3)=10

03. O raio da circunferéncia de equagao

x2+y?—4x+6y—-12=0¢:

a) 1
b) 2
o 3
d) 4
e 5
Resolugio
A=B=#0

2a 2
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p—E_=0)
2A 2

=2+ -F = 1r?’=4+9+12=25

r=>5

Resposta: E

=-3

04. Sob que condigdes a equagao:

2x2 + my? + 2kxy + 2x + 2y + p =0
representa uma circunferéncia?
Resolugio

Os coeficientes de x? e y* devem ser iguais, entio:

m=2
O termo em xy deve ter coeficiente nulo, entido k=0.
Nessas condicdes, temos:
2x2+2y2+2x+2y+p=0
Dividindo por 2 a equagdo, temos:

x2+y2+x+y+§=0
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Assim:

-d -1
n=—=

2 2
p=—¢_~1

2 2

2 2
r2=a2+b2—f=(_—1) +(_—1) —§>O

2-2p
4

>0—->p<l1

Assim, a equagdo representa uma circunferéncia

sem=2k=0ep<1

Equacdes da Circunferéncia




Consideremos, por exemplo, o ponto P (1, 5)
eareta(r)x+y—-2=0.

A distancia do ponto P a reta r é igual a dis-
tancia de P a sua projecao ortogonal na reta .

P
d r

T

Para obtermos essa distancia, devemos:

1°) obter a equacgao da reta t L r passando
por P:

m_=-1
:mt:+1

tedlr

y-5=1(x-1)= (t)x-y+4=0

29) obter o ponto Q, projecao de P em 1:

x+y-2=0
x-y+4=0
2x+2=0 => x=-1

()

Substituindo na equagao de r, temos:
-1+y-2=0=y=3
Assim Q (-1, 3)

3%) obter a distancia PQ:

2 2
dpq = \/(1—(—1)) +(5-3)" =v8=242
Assim, a distancia do ponto P (1, 5) a reta
(r)x+y—2=0é2\/§.

Por ter grande aplicagdo na Geometria
Analitica, vamos deduzir uma férmula para
calcular a distancia de um ponto a uma reta.

Distincia de Ponto a Reta

DadoumpontoP(xP, yp)eareta(r)ax+by+c=0,
vamos obter uma férmula para calcular a dis-
tanciad entre Per.

b
=m;=—
tlr ?
Assim: (t) y -y, = b (x=x,)
P P
Entdo: (t) —bx +ay + (bxp —ay,)=0
2°) Projegao ortogonal de P em .

Achamos a proje¢ao de P em 1, resolvendo
o sistema determinado pelas equagdes de ter.

ax+by=—c (1)
-b =-b t
X+ay Xp +ayp )
Multiplicando a equagao de (r) por b e a

equacao de (t) por a, e fazendo a adigdo mem-
bro a membro, obtemos:

2
b x —aby -ac
_ p Yo
XQ_

2 2
a +b

2
—abxp tay, —bc

Yo= 2 2
a +b
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39) Distancia entre os pontos P e Q.

T )

5 2
2
a xp+aby +ac [abxp +b2yp+bcj
+

2 2 2 2
a“+b
a +b

d=

a’(axp +byp + c)2 +b*(axp +byp + c)2

d=
(a2 +b2)2

d:\/(axp +byp +c)2

a’+b?

‘axP+byP+c‘

va? +b?

Assim: |d=

Observacao — A distancia de P é igual ao
modulo do valor numérico obtido, substitu-
indo as coordenadas de P no 12 membro da

equagao geral de r, dividido por /32 4+ b2 .
Exemplos

1°) Calcular a distancia do ponto P (1, 5) a
reta (r) x+y—-2=0.

Resolugao

e |axp+byp+c| B |1+5—2|

4
—=d =242
5 od=n2

Observacio: A unidade de medida nao é
citada; consideramos a mesma das coor-
denadas fornecidas, isto é, a unidade do
sistema cartesiano.

d=

2°) Calcular a distancia da origem O (0, 0) a
reta (r) y = 2x -1.

92 . PV2D-06-MAT-41

Resolugido

Inicialmente, colocamos a equagao der na
forma geral:

y=2x-1 = -2x+y+1=0
e aplicamos a férmula da distancia:

_ |axp+byP +C| _ |-2:0+0+1|

Jai+br (22412

Se conhecemos um ponto P (x,, y,) de uma
reta, para determinarmos a sua equagao de-
vemos obter o seu coeficiente angular m, e a
equacgao sera:

Y —Yo = m(X = Xp)

Dizemos que essa equagdo, com m varia-
vel, representa o feixe de retas concorrentes
em P (x, y,), ndo paralelas ao eixo y. A reta
parlela ao eixo y e que passa por P tem equa-
Gao X = X,.

y

Yo

y X

Exemplos

1°) Achar a equagao da reta r que passa pelo
ponto P (20, 0) e dista 12 unidades da ori-
gem 0 do sistema cartesiano.

Distincia de Ponto a Reta




Resolugdo
'y
&
/'// 12 X
o) P(20, 0) ]

A equagao der sera:
y —0=m(x-20)

ou seja
(r)mx-y-20m=0
dist. (O, r)=12

|m~0—0—20m|:12

m? +(-1)

|20m| =124/m? +1

400 m2 = 144 (m2 + 1)
256 m? = 144

m:i£=>miE
16 4

O problema tem duas solugdes:
3 3
(r)y= Z(X—m) e(r)y= —Z(X—ZO)

2°) Achar a equagao da reta r que passa pelo
ponto P (5, 2) e dista 2 unidades do ponto
A(7,2).
Resolucao
r

FG.2) A(7,2)

Distincia de Ponto a Reta

A equagao der sera:
y-2=m(x-5)=
(r)mx—-y-5m+2=0
dist. (A, r)=2
|m-7-2-5m+2] _5

m?+1

[2m| =2vm? +1

4m2=4(m2+1)=0=4

Notamos que nao existe m que satisfaca
as condigdes do problema, pois aretar é ver-

tical. Isso seria facilmente percebido se fizés-
semos o grafico em coordenadas cartesianas.

y r
ol n2 A(7,2)
P(5, 2),
ol | x
5 7

Logo, aequagdodaretaré: x=5

Se conhecemos o coeficiente angular m da
reta, devemos descobrir o coeficiente linear
q, e a equacgao sera:

y=mx+q

Dizemos que essa equacao, com q varia-
vel, representa o feixe de retas paralelas de
coeficiente angular m.

R R

e

\\
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Exemplo
Obter a equagao da reta r com coeficiente

angular 2 e que dista V5 unidades do ponto
A(5,0).
Resolugao
A equagao der sera:
y=2x+q=2x-y+q=0

2:5-0+q]
dist. (A, 1) = /==
V22 +(-1)?
B 10+q=5=q=-5
|1O+q|_5:>{10+q=—5=>q=—15

Assim, existem duas solugdes:
y=2x-50uy=2x-15

Se conhecemos a equagao de uma reta (s)
ax + by + ¢ =0 paralela a 1, a equagao sera:

ax+by+k=0

Dizemos que essa equagao, com k variavel,
representa o feixe de retas paralelas a reta s.

N

-

Exemplo

Obter a equagao de reta r paralela a reta (s)
3x+4y-7=0 equedista2 unidades de A (5, 0).

Resolugio

A equagao der sera:
3x+4y+k=0

dist. (A, 1)=2

94 . PV2D-06-MAT-41

|3~5+4~0+1<|=2

V3% +42

15+q=+10=k=-5
[15+k|=10=

15+q=-10=>k=-25
Assim, existem duas solugoes:

3x+4y-5=00u3x+4y-25=0

01. Obter a medida do raio da circunfe-
réncia que tem centro O (3, —4) e é tangente a
reta de equagao 5x + 12y + 7 =0.

Resolugio

R=dist. (O, 1)

R=|5-3+12-(—4)+7|=

V52 +122
[15-48+7]
- 169
26

R=F:> R=2

02. Calcular a medida da altura relativa
ao vértice A no triangulo ABC.

Dados: A (1,5), B (0,1) e C (3, 4).

A
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Resolugio

<>
Obtemos a equagio da reta BC

+ + +
x+0+3y-0-3-4x=0

&

Assim (BC)—3x+3y—-3=0
“

ou(BC)x—y+1=0

Calculamos agora a distancia do vértice A areta
A

BC:
h=d =ﬂ=i
aBC [ yC? V2
Entdo: h=¥

03. Achar o ponto P do eixo y, eqiiidistante
das retas (r) 3x+y—-1=0e(s) x+3y+5=0.

Resolugio

Peeixoy =P=(0,y,)

dist. (P.r)=dist. (P, s) =

‘3~O+yp—1‘

0+3yp+5
= =
V32 +12 VIZ +32
Entao: yp_l‘ = ‘3]/17 °
Jio o
yp—1:3yp+5zyp:—3
‘yp—l‘:‘3yp+5‘z ou

Y, —1:—3yp —5zyp =-1
Assim, as coordenadas de P sdo: (0,-3) ou (0,-1)

Distincia de Ponto a Reta

04. Calcular a distancia entre as retas
paralelas de equagdes (r) 3x +4y —12=0e
(s)3x+4y+6=0

Resolugio

Devemos, inicialmente, encontrar um ponto qual-
quer de uma das retas, r por exemplo.

Fazendo x=0, por exemplo, na equagdo de, termos:
3:0+4y-12=0=y=3
Assim, P(0,3)er

A distancia d entre as retas r e s serd a distincia
deParetas.

Assim:

Je |3-0+4-3+6| 18

J32+s2 V25
Entﬁo:d=E
5

05. A equagado dareta paralelaa (s) x +y—7=0
e tangente a circunferéncia de centro na origem
eraio 5 pode ser:

a) x+y+4=0 d) x+y-5=0
b) x+y+3=0 e) x+y+104/2=0
) x+y-542=0

Resolugio

Podemos escrever a equagdo de uma reta paralela
a (s) na forma (t) x +y + k=0 e, sendo esta reta
tangente a circunferéncia, entdo a sua distdncia até o
centro (origem) éigual ao raio (5).

1-0+1-0+K
R:¢3$5:L_i__il$k:i&5

V141

Sendo assim, a equagdo procurada pode ser:

x+y—5ﬁ=00ux+y+5ﬁ=0.

Resposta: C
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06. (Fuvest-SP) Obtenha a equagao das re-
tas que passam pela origem e tangenciam a cir-
cunferéncia de centro no ponto (5, 0) e raio 3.

Resolugio
Searetapassapelaorigem, (£)y —0 = m(x - 0) =

= (Hy = mxou(tymx—y=0. Como (t) é tan-
gente a circunferéncia de centro C(5, 0) e raio 3, te-
mos que a d,=3

m-5+1-0+0

3
5 =3= m=1—, portanto,
m-+1 4

dey =‘

3 3
t Hy=— Hly=——
emos que(t)y 4xou( )y 4x
R t . —ixou —_ix
esposta: Y 4 y 4

Obs.— Vocé também pode resolver este exercicio
utilizando m = tgax, com o auxilio do grdfico.
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Geometria Analitica

Circunferéncia: Posicoes Relativas

Dessa forma, a poténcia de P em relagao a
circunferéncia é:

Pot. de P=d?-r2=(x,—a)*+ (y, - b)>—1?

Consideremos uma circunferéncia de cen- Esse valor é o que obtemos quando subs-
ter C.I(a,/ b) e raio . A equagao desta circunfe-  jt;imos as coordenadas de P(x,, y,) na equa-
rencia € ¢ao geral da circunferéncia. Assim, conclui-

(x—a)3+(y-b)2-r2=0 mos que:

Sendo P(x, y,) um ponto do plano
cartesiano, a distancia de P ao centro C da P

. ~ ., externo* (XO - 3)2 v (YO - b)2 -1r2>0
circunferéncia é:

interno (XO - a)Z + (YO - b)2 = 1‘2 <0

d= \/(XO - a)2 + (yo - b)2 I pertencente: (XO - a)Z + (Yo - b)2 -r2=0

Chamamos de poténcia de P em relagao a
circunferéncia o numero d? - 12, que é positi-
vo, negativo ou nulo, conforme P seja exter-  1?) O lugar geométrico representado por

Observagoes

no, interno ou pertencente a circunferéncia. (x—a)>+ (y = b)>—r2< 0 ¢é o circulo de
P centro C (a, b) e raio 1.
3 y
d
bl
1 »
d>r=d%2-r2>0 a <

2%) O lugar geométrico representado por
(x—a)?+(y—b)>-r>20 é aregiao destacada
na figura.

Ya

d<r=d?-r2<0

v

d=r=d%2-r?
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Geometria Analitica

Consideremos uma reta s de equagao Vamos resolver neste item alguns dos pro-
ax+by+c=0eumacircunferéncia » deequa- blemas fundamentais sobre reta e circunfe-
¢ao x? + y> + dx + ey + f = 0. Para identificar- ~ réncia.

mos a posicao de s e A, podemos usar dois 1° Problema: achar as equagdes das retas

raciocinios diferentes. paralelas a (r) 3x + 4y — 7 = 0 e tangentes a
1° Modo: comparamos a distancia d, do  circunferéncia (},) (x - 1)? + (y - 2)?=4.

centro da circunferéncia até a reta s, com o Resolucio

raio da mesma: t

T

t

=

d<r & ssecantea A

Sendo t// 1, a equagao de t pode ser escrita:

(t)3x+4y+k=0

Como t é tangente a circunferéncia, a dis-
tancia de tao centro C=(1, 2) é igual ao raio 2.

\’

d=r & stangente a A Assim,

[3-1+4-2+K|

V32 42

k+11=210 >k=-1 ou k=-21

=2 [k+11 =10

Resposta
(t))3x+4y—-1=0 e (t,)3x+4y-21=0

\‘

d>r o sexternaa A 2° Problema: determine as equagdes das re-
tas paralelas a (r) x + 2y + 13 =0 e que determi-
nam na circunferéncia (), ) (x—1)?>+(y -=2)*=5
uma corda de comprimento 4.

Resolugio

2° Modo: resolvemos o sistema formado
pelas equagdes de s e A, recaindo sempre em

uma equagao do 2° grau. A posicdo dese A é
determinada pelo valor do A (discriminante)
desta equagao.

A > 0 < ssecante a A

A =0 <> s tangentea A
A <0 ¢ sexternaal ‘{

58 . PV2D-06-MAT-41 Circunferéncia: Posicoes Relativas




2

& +2° =(\5) > =1

Assim, d=1

A retat// rtem equagao:

) x+2y+k=0

A distancia do centro O (1, 2) areta t deve
serd=1.

Entao,

1+2-2+k

ezl

1% + 27
Assim, k :—5—\/§ouk=—5+\/§
Resposta

() x+2y-5-+/5=0 e (t,) x+2y-5+/5=0

3° Problema: determine a equagao da reta
que passa por A (5, 3) e é tangente a circunfe-
réncia de equagao

x2+y2-6x-4y+8=0

Resolugdo

Vamos descobrir, inicialmente, a posigao
de A em relagdo a circunferéncia:

52+32-6-5-4-3+8=0
Assim, A pertence a circunferéncia, e o
problema tem solugao tnica.

A

C
A reta t procurada passa por A (5, 3) e é

perpendiculara AC, onde C=(3,2) é o centro
da circunferéncia.

o321
ACT 5372
- m; =-2
t L AC

Aequagdodeté(t)y—-3=-2(x—5)ouseja
2x+y-13=0.
Resposta: 2x + y - 13 = 0.

Circunferéncia: Posicoes Relativas

4° Problema: determine a equacao dareta
que passa por A (2, 3) e é tangente a circunfe-
réncia de equagao x* + y* — 6x — 4y + 8 =0.

Resolucao

Vamos, inicialmente, descobrir a posicao
de A em relagdo a circunferéncia:

22+32-6-2-4-3+8=-3<0

Assim, A é interno a circunferéncia, e o
problema nao tem solugao.

Resposta: nao existe reta que passa por A
e é tangente a circunferéncia dada.

5° Problema: determine a equagao da reta
que passa por A (4, — 3) e é tangente a circun-
feréncia de equagao x2 +y2+ 6x -2y + 9 =0.

Resolugdo

Vamos, inicialmente, descobrir a posigao
de A em relagdo a circunferéncia:

42+ (=3P2+6-4-2(-3)+9=64>0
Assim, A é externo a circunferéncia, e o
problema tem duas solugdes.

t
A/ t

Como t passa por A (4, —3), asua equagao é:

B y+3=m(x—4)

ouseja, () mx-y—-4m-3=0

A distancia do centroC=(-3,1)aretaté
igual ao raio =1, entao,

Im(-3)-1-4m-3 .

m? +(-1)

|-7m — 4| = vm? +1

49m?* +56m +16 = m? +1

48m”* +56m +15=0

Assim, m=_—5 oum=—
12

4
Resposta

(tl)y+3=§(x—4) e (tz)y+3=_z3(x—4)
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Geometria Analitica

Consideremos duas circunferéncias A, e A,,
de centros C, e C, eraiosr, er,, respectivamente.
Sendo d a distancia entre os centros C, e

C,, temos:

. d
d=r +1,

}\,1 e7\,2

tangentes
exteriormente

Ayeh,

secantes

Ared,

tangentes ,d= |r1 - r2|
interiormente

Apeh,

d>r+1,
externas

}|r1 —1‘2|<d<r1 +1,

Aiek,

concéntricas}
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hiehsy }d<|r1 —r2|

internas

01. Dada a circunferéncia de equagao x2
+y? —2x — 4y - 3 =0, determine a posi¢ao de
cada um dos pontos abaixo em relagao a ela:

a) A(3,4)

b) B(2,6)

c) D(0,3)

Resolugio

a)3?+42-2-3-4-4-3=

=9+16-6-16-3=0

Assim, A pertence a circunferéncia.

b)22+6°-2-3-4-6-3=

=4+36-6-24-3=7>0

Assim, B é externo a circunferéncia.

c)0?+32-2-0-4-3-3=

=0+9-0-12-3=-6<0

Assim, D éinterno a circunferéncia.

02. Qual a posicao relativa da circunferéncia
x2+y2—10x—4y+13=0eareta8x—6y—-3=07?

Resolugio

1°Modo:

O centro Ceoraio r da circunferéncia sdo: C (5,2)
er=4.

Adistincia d do centro a reta é:

4_85-62-31_25 5

Comparandod er, temos d<r
Portanto, areta e a circunferéncia sio secantes.
2¢°Modo:

Vamos analisar o sistema determinado pelas equa-
¢oes dareta e da circunferéncia:

8x—6y—3=0(I)
x?+y? —10x—4y+13=0 (II)

Isolandox =Y *3 4 equagdo (1) e substituin-
8

do em (I), temos:

2
(6y8+3] +y? —10[%)—4}/“3 =0
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Simplificando, obtemos:

100 y* — 700 y + 601 = 0

Calculando o discriminante A, temos:

A= (-700)>-4-100 - 601 = 249.600

Como A> 0, areta e a circunferéncia sio secantes.

03. Estabelega a posigao relativa entre A, e

X+2y »>x=-2y

(2y)P +y> +2 (2y) + 2y -3 =0
5y2—2y—320+y:10uy=_?
Substituindo em (I), temos:
Xx=—2y=-2-(1)==2

ou

A, em cada caso abaixo:

a) (A)x*+y*=le(d,) (x=3)*+y>=4

b) (&) (x-1)2+y2=4 e 5 3
() X2+ (y~1)2=9

A () (x=102+(y-1)*=1 e
() (x—=1)2+ (y = 1)2= 100

Resolugio

a) ¢;(0,0)er;=1;C,(3,0)er,=2

Assim, P;(=2,1)eP (éi)
ssim, Py (=2,1)ePy | 77—
E importante notar que a equagio (I) é a equacio da
reta quepassa pelos pontos P, e P, deintersecgio A, e A,.

04. Dadas duas circunferéncias nao con-
céntricas, (M) (x — x))> + (y —y)?=12% e
(A,) (x = x)? + (y — y,)? = %, denominamos
eixo radical de A, e A, ao conjunto dos pontos
do plano cartesiano que sao eqliipotentes re-
lativamente a A, e A,. Mostre que o eixo radial

d=~(0-37+(0-0) =3
d=r,+r, —> A, e A, tangentes exteriormente

b) C/(1,0)er,=2,C,(0,1)er,=3

d=+(1-072+(0-1)7% =42 é uma reta.
lr,—r,| <d<r;+r, > A e A, secantes. Resolugio

Se P (x, y) é egiiipotente em relagio a A, e A,
c)C,(10,1)er,=1,C,(1,1)er,=10 entdo,

d= \/(10—1)2 +(1-1)° =9
d=lr,—r,| = A, e A, tangentes interiormente.

(x—x)" +(y—y) =1 =

=(x=x,)2 +(y—y,)° =17

;ﬁ—lexﬂcl2 +//Z—2y1y+y12—r12 =
=}/ﬁ—2x2x+x§+//2—2y2y+y§—r22
(2x, = 2x1)x+(2y, — 2y, )y +

2.2 2 2 2. .22
Hx;+y; -1 —x5-y;+15,)° =0

Observagio

Para obtermos os pontos de intersecgdo de duas
circunferéncias, basta resolvermos o sistema determi-
nado por suas equagdes. Assim consideremos, por
exemplo, as circunferéncias de equagoes:

(A)x2+y?+2x+2y—3=0
A) x> +y>—x—4y—-3=0
Resolvendo o sistema:

Fazendo:
a=2x,—2x,
b=2y,-2y,

— 42 2 _ _ 42 2 2
=X Y - m Xy =Yy 1,

x+y2+2x+2y—3=0
N2 2
X" =y " +x+4y+3=0

3x+6y=0—x+2y=0() temos:
Isolando x na equagdo (I) e substituindo na equa-

o dei b ax +by+c=0 queéaequagio de uma reta.
¢ido de 2., temos:
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