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No século XVI o matematico italiano Giro-
lamo Cardano, com o auxilio de seu compa-
triota Tartaglia, descobriu uma férmula para
resolver equagdes ctibicas do tipo x3 + px =q.

A férmula era:

2 3 2 3
SR RERRRARE
2 2 3 2 2 3
De posse dessa férmula, Rafael Bombelli,

matematico italiano e da mesma época de
Tartdglia e Cardano, ao resolver a equagao:

x3—-15x=4

encontrou: X = 3/2+ =121 + %/Z—M o
que mostrava que x nao deveria ser um nu-
mero real, pois v~121 ¢ R.

No entanto, Bombelli percebeu que o nu-

mero real x = 4 era raiz da equacgao, pois
43-15 -4 =4, e isso o intrigou bastante.

Continuando suas pesquisas, Bombelli
descobriu que:

J2+-121 =2+/-1 e
J2-V-121 =2-J=1

Portanto, o valor encontrado com o uso
da férmula passava a ser:

X=2++-1+2-4/-1=4
Um valor coerente com as expectativas.

A partir desse momento, comegou-se a tra-
balhar com raizes quadradas de nimeros ne-
gativos e, mais tarde, ja no século XVIII, o
matematico sui¢o Leonhard Euler passou a

representar /-1 por i, convengao que utili-
zamos até os dias atuais.

Assim: vJ-1=i
que passamos a denominar unidade imagi-
naria. Normalmente utilizamos a igualdade:

i2=-1

A partir da criagdo da unidade imagina-
ria i, vamos resolver algumas equacgdes cuja
solugao era impossivel no conjunto universo
dos nliimero reais.

1?) Resolver a equagao: x>+9=0

Resolucao

Como essa é uma equagao de segundo grau

incompleta, ndo ha necessidade de utili-

zarmos a férmula de Bhaskara.

X2+9=0 = x2=-9 = x2=9-(-1)

Como i2=-1, temos: x2=9i2 = x==+3i
S={+3i}
2?) Resolva a equagao: x>—6x+13=0
Resolucao
A=b?—4ac=(-6)*-4-1-13=-16 =16i°

_—btJA 6+416i° 6+4i
2a 21 2

Assim: x=3+2i ou x=3-2i

S={3+2i,3-2i}

Com a criagdo da unidade imaginaria i,
surgiu um novo conjunto numérico C, o con-
junto dos nimeros complexos, que engloba
o conjunto R dos niimeros reais.

PV2D-06-MAT-71 1
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Assim, por meio de um diagrama Euler-
Venn, temos:

(C D

/R \\

Q
Z
N
J

N\ J

A8 )

O surgimento desse novo conjunto numé-
rico foi de grande utilidade para a superacao
de alguns obstaculos na matematica e, por
conseguinte, nas aplica¢des diretamente li-
gadas a ela.

Definigoes

Chamamos de nimero complexo na for-
ma algébrica, todo nimero na forma a + bi,
em que a e b sdo nimeros reais e i é unidade
imagindria (i? = -1).

Da mesma forma que, quando nos referi-
mos a um numero natural, usamos a letra n

para representa-lo, a letra z serd usada para
representarmos um ndmero complexo.

Assim, no nimero complexo z = a + bi,
dizemos que a é a parte real de z, e bi é a parte
imaginaria de z, sendo b o coeficiente da par-
te imagindria de z.

Representamos: a=1Re (z)
b=1Im (z)
Em particular, temos:

1°) Se Im (z) = 0, dizemos que z é um niimero
real.

Exemplos: =5=-5+0i ; +/2=+2+0i

2%) Se Re (z) =0 e Im (z) # 0, dizemos que z é
um imagindrio puro.

Exemplos: 2i=0+2i; /3i=0+/31.

8 . PV2D-06-MAT-71

Dois niimeros complexos, na forma algé-
brica, sao iguais quando suas partes reais e
imaginarias forem respectivamente iguais.
(As partes imaginarias sao iguais, quando os
coeficientes forem iguais).

Assim, sendo z, = a, + bji e z, = a, + b,i,
coma,, b,, a, e b, reais, dizemos:

z,=2, & a;=a, e b;=b,

Exemplo

Calcular a e b de modo que:
(2a-b)+3i=-2+(—a+b)i
Resolugio

2a-b=-2

Devemos ter:
3=-a+b

Resolvendo o sistema, temos:

2a-b=-2
—-a+b=3
a=1

Substituindo a = 1 na equagdo —a + b =3,
temos:

-1+b=3 = b=4
Assim: a=1 e b=4

Dados os complexos z, =a+biez,=c+di,
com a, b, c e d reais, a soma z, + z, sera um
complexo tal que:

z,+z,=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
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Exemplo

Sendoz,=-3+4iez,=2—i, calcular z; + z,
Resolugdo
Z,+2,=(=3+4i)+(2-1)=(-3+2)+(4-1)i
Assim: z,+2z,=-1+3i

Dados os complexos z, =a+biez,=c+di,
com a, b, ce dreais, a diferenca z, — z, serd um
complexo, tal que:

z,—2,=(a+bi)—(c+di)=(a—c)+(b-d)i

Exemplo

Sendo z,=5+3iez,=3+2i,calcular z, - z,
Resolugdo
z,—2,=(5+3i)-(3+2i)=(5-3)+(3-2)i

Assim: z,-2z,=2+1

Dados os complexos z; =a+biez,=c+di,
com a, b, c e d reais, o produto z, - z, serd um
complexo, tal que:

Z,* Z,=(a+bi) - (c + di) = (ac—bd) + (ad + bc)i

De fato, usando a propriedade distributi-
va, temos:

(a+bi) - (c +di) = ac + adi + bci — bdi2
"

Como i2=-1, temos:

(a+Dbi) - (c+di)=ac+adi+ bci — bd

Agrupando a parte real e a parte imagi-
naria, temos: z, - z,= (ac—bd) + (ad + bc)i

Exemplo

Sendo z, =3 +2iez,=2+4i, calcule z, - z,

Resolucao

Z, 2,= (3 +2i) - (2 + 4i)

2, 2,=3-2+3 - 4i+2i-2+2i-4i

2, 7,= 6+ 12i +4i + 8i2

Z, 2,=6+12i+4i-8

Zy Zy=—2+16i

Niimeros Complexos

Observacdo — As propriedades da adicao,
subtracao e multiplicagao validas para os nu-
meros reais continuam validas para os nu-
meros complexos.

Chamamos de conjugado do nimero com-
plexo z = a + bi, com a e b reais, o numero
complexo z=a-—bi.

Exemplos

19z,=2-31 = z,=2+3i

29 z,=-1-4i = z,=-1+4i

39 z,=-31 = z,=3i

4)7,=2 = z,=2

Propriedade
O produto de um niimero complexo pelo
seu conjugado é sempre um ntimero real.

z-z€eR

Demonstracao

Sendoz=a+bie z=a-bi(ae Rebe R)
temos:

(a+bi) - (a—bi)

a2 — abi + absi — b2

a’+b?

NI NI NI
Il

7 -
7 -
7 -
Comoaebsaoreais, z-z € R.

Dados dois nimeros complexos z, e z,, com
z,# 0, efetuar a divisdo de z, por z, é encon-
trar um terceiro nimero complexo z, tal que
Z, =7, " Z,, OU seja:

z
Ay,
Z2
Exemplo
Efetuar a divisdo de z, =2 —3i por z,=1+2i.

PV2D-06-MAT-71 9
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Resolugio Assim, temos:

Devemos encontrar um numero comple-

a+bi _ (a+bi)(c—di)

X0 z,=a + bi tal que z; = %1 Assim, c+di  (c+di)(c—di)
2
a+bi _ac—adi+bci-bdi’
2-3i . c+di  ¢®—cdi+dic—d*?
=a+bi
1+2i
2-3i=(a+bi)-(1+2i) a+bi (ac+bd)+(bc—ad)i
2-3i=a+2ai+bi+2bi’ o+ di c?+d?

2-3i=a+2ai+bi-2b
2-3i=(a—2b)+(2a+b)i

Assim:

a+bi _(ac+bd)+(bc—ad)i
c+di \®+d?) \?+d?

a-2b=2 E 1
2a+b=-3..ccceue.ne. x@ xemplo
Efetuar a divisdo dez, =2 -3iporz,=1+2i
{a _2b =2 Resolucido
+ —_—
4a+2b=-6 A 2-3i  (2-3i)(1-2i)
5a =—4:a=? 1421 (1+2i)(1-2i)
2-3i 2-4i-3i+6i°
Substituindo em a — 2b = 2, temos: 14+2i 1 — 442
_—4—2b:2=>_—4—2:2b=>b=_—7 2-3i _4-7i
> > > 1+2i  1+4
Assim:
—4 -7 2-3i 4 7.
a=—eb=— =————1
5 1+2i 5 5
Entao
2-31i -4 7
3? =—-——i Calculemos algumas poténcias de i com
1421 5 5 expoente natural:
i0=1
Dados os complexos z, =a+bie z,=c+di, i=i
a, b, c e d reais e z, # 0, para efetuarmos a i2=-1
divisao de z, por z,, basta multiplicarmos o B=i2-i=(-1)-i=4
. 2 D) (1)
numerador e o denominador da fragao — 5 ig s .
Z, r=it-i=1-i=i

o=it-i2=1-(-1)=-1

pelo conjugado do denominador (z,). V=it =1 () =
V=it-P=1-(-)=-

10 .. PV2D-06-MAT-71 Niimeros Complexos




Complexos, Polindmios e Equacdes Algébricas

Notamos que, a partir de i* as poténcias
deivao repetindo os quatro primeiros resul-
tados; assim, de um modo mais geral, com
n e N, podemos afirmar que:

j4n = (i4)n= 1n=1
n+l=jdn.il=1.i=1
i4n+2=i4n . i2= 1- (_1)=_1
i4“+3=i4n'i3=1 . (_i)=_i

Esta conclusao sugere-nos o seguinte:

Sem e Neréoresto dadivisao de m por
4, entaoim=i".

Demonstracao

m| 4 m=4q+r com r € {0, 1, 2, 3}
r q

Assim:

im= i4q+r = i4q Sir= (i4)q . qr
im=19-i" = im=ir
Observacgao

Notamos quer € {0, 1, 2, 3}, entdo, comm
€ N, a poténcia i™é sempre igual ai’ ou i’ ou i2
ou i, ou seja, 1,1, -1, —i, respectivamente.

Exemplos

19) Calcular i3%°

Resolucao

359| 4 =i =¥ =i

39 89
3

2°) Calcular i'30

Resolugdo

Niimeros Complexos

01. Resolva a equagao: x*-1=0

Resolugio

x-1=0=x*+1) (x*-1)=0

P+1=0=x=-1=x=1"=x=1%i
ou

¥-1=0=x*=1=x=%1

S={+i,+1,-1,—1}

02. Resolva a equagao: x> -2x+10=0

Resolugio

A=(-2)°—4-1-10=-36

JA=-36=.[36 (-1) =6 - V-1=6"i

_2+JA 246i
2.1 2
x=1%3i

S={1-3i,1+3i}

03. SeZ=4+2i e W=3-5i, entao, calcular:

a) Z+W

b) Z-W

o Z-W

Resolugio
Z+W=(4+2i)+(B3-5i()=4+2i+3-5i= 7-3i
Z-W=(4+2i)-(3-5i)=4+2i-3+5i= 1+7i
Z-W=(4+21)((3-5{)=12-20i+6i-10#=
12-14i+10= 22-141

04. (FCC-BA) O nimero complexo 1 —-1ié
raiz da equagao x? +kx+t=0 (k, teR) se, e
somente se:

a) k=t=-2 d) k=2 e t=-2
b) k=t=2 e) k+t=1

¢) k=2 e t=2

Resolugio

Se (1—1) éraiz, temos:
(1-i)?+k(1-i)+t=0
1-2i-1+k-ki+t=0
(k+t)+(2-k)i=0+0i

k+t=0 t=2
2-k=0

k=-2
PV2D-06-MAT-71 1
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05. (UCMG) O numero complexo z, tal
que 5z +z=12+16i, é igual a:

a) —2+2i d) 2 +4i
b) 2 -3i e) 3+i
o 1+2i

Resolugio

Fazendo z=a+bi e z =a—bi, temos:
5z+z=12+161
5(a+bi)+a—bi=12+ 161
ba+5bi+a—bi=12+ 161

6a+4bi=12+16i

ba=12=a=2

4b=16=b=4
Logo: z=2+4i

06. Determine o inverso do niimero com-
plexo z=3-2i.

Resolugio
Oinversodezserdz™, tal quez -z =1, ou seja,
1
z
Assim:
-1 _ 1 1-(3+21)
z

T3-2i (3-2)(3+20)
L 342 3+2i
Z =—2=—
9—-4; 9+4

e 13,2,
s, 13 13

R t Z_l_i'i‘ii
esposta: TRET

2+3i
2+mi

07. Determinar m € R para que z =
seja um imagindrio puro.
Resolugio

_ 2+3i  (2+3i)(2—mi)
24mi (2+mi)2—mi)

Lo 2+3i 4—2mi+6i—3mi°

4—m?i

12 . PV2D-06-MAT-71

2+mi

2+3i (4+3m) (6-2m) .
z= - = —+ 1
2+mi 4+m 44+ m

Para que z seja imagindrio puro, devemos ter:
Re(z)=0
Assim:

4+3m
p— P 4
5 —0=>4+3m—0=>m——é

4+m

4
Resposta: m= 3

08. Calcular: i* — 3i™ + 2i26

Resolugio
14 [ 4 91 4 26 | 4
2 3 12 2 6

P2-3i'+27=-1-3i-2=-3-3i

09. Calcular i*n-2

Resolugio

|

i4n_2 = i4n = (i4)n = 1” =
-1

Resposta: -1

Ja sabemos que cada nimero real pode ser
associado a um ponto de uma reta e que cada
ponto da reta é imagem de um tinico nimero
real. Para representarmos geometricamente
os numeros complexos (entre os quais se en-
contram todos os numeros reais), utilizare-
mos um plano. Assim sendo, considere um
plano no qual se fixou um sistema de coorde-
nadas retangulares. Representaremos cada
numero complexo z = a + bi pelo ponto do
plano de coordenadas (a, b).
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Dessa forma, o nimero complexo z=2 +3i,
por exemplo, serd representado pelo ponto
P (2,3).

y
3L +P(2,3)
ol = 2 X

Quem pela primeira vez fez essa interpre-
tacdo geométrica foi Wessel, num artigo pu-
blicado em 1798, mas sua obra ficou quase
desconhecida; por isso, este plano onde re-
presentamos os nimeros complexos é conhe-
cido, até hoje, como plano de Gauss, embora
este tenha publicado a mesma idéia cerca de
trinta anos depois. No plano de Gauss, os
niimeros reais sao representados por pontos
que pertencem ao eixo Ox e, por isso, esse eixo
sera chamado de eixo real, enquanto o eixo
Oy sera chamado de eixo imaginario. O pon-
to P(a, b), que representa o numero complexo
z=a+ bi, serd chamado de afixo ou imagem
deste niimero complexo.

Dado um niimero complexo z=a+ bi, com
a e b reais, chamamos de modulo de z e indi-
camos |z| ou p & distancia entre a origem O do
plano de Gauss e o afixo de z.

Y
bl Wr (afixo de z)
[zI 1
5
O a X
Niimeros Complexos

Sendo O (0,0)eP (a, b)
dep =y/(@=0 +(b—0)° =ya> +17
Assim: || =p=va? +b?

Observagio

A defini¢cao de médulo no conjunto dos nu-
meros complexos é coerente com a definigao
dada em R, ou seja:

Sez=x e xe R, entao Izl = Ixl|
De fato:
xe Rez=x=

z=x+Oi:>|Z|=\/x2+O2

Assim, |7] = \/X_Zr ouseja, [z] =[x|

Exemplos

1°) z, =3+2i = |zy| =4/3% +27 =13
2°) z, =-1+3i= [z, =/(-1)* +3% =10

3%) z5 =2i = |z5| =/0? +2% =2

49) 2, =3 = |zy| = (-3)* +0? =3

Propriedades

Sendo z, =a+bi e z, = ¢ + di dois niimeros
complexos quaisquer, entao:

19) |Zl|=|21|

Demonstracao

Zq =a+bi:>|Zl|=ﬂa2 +b2

z,=a-bisfz,|=y/a2 +(-b)’ = fa +1?

Assim: |z1|:|z1

PV2D-06-MAT-71 13
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a —_
2%) |2y 25| = [24| |2,

7, -Z,y :(a+bi)(c+di)=(ac—bd)+(bc+ad)i

|z1 ~zz|=\/(ac—bd)2 +(bc+ad)2

|z, -Z2|=\/32C2 —2abed +b*d? + b?c* +2abed +a*d?

l2, 25| = (a +b?) +d* (a” +b?)
|Z1 -Z2|= (a2 +b2)(c2 +d2)

l2, 25| = a2 +b7 - P 12

Assim: 1z, - z,| = [z,] - 12,1
Z1 |Z1|
3% [ —|=1—=(2, #0
)1, ] (z2%0)
Demonstracao

z
Zy ¢0:>—1'ZZ=21 =
Z2

V4

Z
_1.22 1
Zy

Zy

=|Zl|:> '|Zz|=|Zl|

_|Z1|

|Z2|

Z

Zy

Assim:

Observagao

Existem outras propriedades que sao va-
lidas para os nimeros complexos e que serao
demonstradas no préoximo maédulo.

4%)

Z?|:|Zl|n
5%) |21 +Z2| < |Zl|+|Z2|

Importante

Todos os niimeros complexos com médulo
r tém os seus afixos em uma circunferéncia
de centro na origem e raio r.

1 . PV2D-06-MAT-71

Olal

Real

Sendo z=a +bi um nimero complexo nao-
nulo e P o afixo de z no plano de Gauss de
origem O, chamamos argumento do niimero
complexo z a medida 6 do arco com centro em
O tomado a partir do semi-eixo real positivo

5
até a semi-reta QP no sentido anti-horario.

Assim:
Im
P
p
’\6
O Real
0°<0<90°
Im
P
o
p \ 0
@) Real
90° <6< 180°




Complexos, Polindmios e Equacdes Algébricas

O Real

(9\

7

180° <0 <270°

Im

R
Y

Real

270° < 6 < 360°

Da trigonometria concluimos que:
a b
cosf=— e sen®=—

em que p é o moédulo de z.
Em particular quando:

Oebo0 06=0°sea>0
a#beb=U=10-180° sea<0
Debo 0=90°,seb>0
a=0eb#0=00 20700 seb<0

Exemplos

1°) Calcular o argumento do niimero com-
plexo z=2 - 2i.

Resolucao

p=|z=42% +(-2)° =8 =22

2 W2 2 2
cosf=——=—" ¢ senf=——=—-"—
242 2 242 2
Assim: 0 =315°
Niimeros Complexos

29) Calcular o argumento dez=-1 +4/3i.
Resolucao

Assim: 0 =120°

3°) Calcular o argumento de z =— 4i.
Resolucao

p=l7 =07 +(-4)" =4

COSG=9=O e senf=—=-1
4 4

Assim: 6 =270°

4°) Calcular o argumento de z=-2.
Resolugdo

p=ll=(-2)" -0* =2

cosbf=—=-1 e sen9=9=0
2 2

Assim: 6 =180°

Importante

Todos os niimeros complexos com argu-
mento 0 tém os seus afixos em uma semi-reta
de origem O.

Imag

’\9

O Real

PV2D-06-MAT-71 195
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29) Escreva na forma trigonométrica z = — 2i.
Resolugado

Podemos determinar um niimero comple- z=2i=z|= 02 + (_2)2 =2
xo de dois modos: 0 -
cos@=—=0 e senf=—=-1
2 2

1%) Conhecendo a=Re (z) e Assim: 6 = 270°
bi=1Im (z) e temos: Logo: z =2(cos 270°+isen 270°)

z=a+bi, que é a forma algébrica de z.

3°%) Escreva na forma trigonométrica z=—4.

2°) Conhecendo p=|z| e 0 6 = argumento Resolugio

de z, temos:
z=—-4= |z| =4

a
COSG:E$3=P‘COSG e c036=j=—1esen6=%=0

b Assim: 6 =180°
senf=—=Db=p-sen 6
Logo: z = 4(cos 180°+isen 180°)
Assim:
z=a+bi=p-cosO+p-senBi

Entao: 01.Sendo z, =2+ 3i e z,=1-2i, verificar
a veracidade das sentencas abaixo.

z=p(cose+isen6) .

a) [21]=[2)|

que é a forma trigonométrica de z. b) 2125 = |1 |-|2]
Exemplos 2| |z
19) Cc?locar 0 r,uﬁfnero complexoz=1+ina Q) Z = H

forma trigonométrica.
Resolucdo d) |z%| _ |Z1 |2
z=1+i=|7=v1?+1* =2 e) |z1 +25|<|zy|+|2zo
cos=—== v2 e senf = 1 = £ Resoluciio

V22 V22

- i fr2 32 _
Entao: 6 =45° a) |Zl|—|2+31| 22432 =./13
N = | — i [H2 2
Logo: z=+/2 (cos 45° +i sen 45°) z1|=[2-3]=2° +(-3)" =13

o) =[]

16 .. PV2D-06-MAT-71 Niimeros Complexos
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02. Obter o argumento dos complexos:
b) |z, 25| =|(2+3i)(1-20) & P

a) z=5+5i
|2 25| =[2— 4i+3i- 67°| b) z=v3 i
|21-22|=|8—i|=m=\/5 Resolucio
J24|-|z2| = |2+ 311 - 24 o t50 =2 =1
x| -fes| =TI VT = VT3 5 = VG5 I
.'.|zl-zz|=|zl|-|22| 5 o Z

(1° quadrante)
C) Zq 2+ 31
zZ,| [1-2i

z; | [(2430)(1+2i)
z,| |(1-2i)(1+ 2i)

\/_5_5 Y

21| _ |2+3l| V4 J_ J_

5
x
4
z,| [1-2] 1/ 55 K X
Z—I—u 51 - / T
Z2 |Z| 7 ::>922

Z —471

) |f|= ‘2+3i)2‘
|212| |4+121+91 | b) tg@:%:_g
|23 =|-5+121 =25 +144 = 13 y

l2.* = (2+31)° = (V4+9) =(VI3) =13 st
.‘Zz‘=|z |2 6 -~
4 1 =1 x
T IIn
e) |71tz =|2+3i+1-2 \ 6
|21 +25|=3+i=49+1 =410

2| +|2o| = |2+ 3 +]1- 2] fm G

Re
|za| +zo| = V4+9 +V1+4 > : (4° quadrante)
|Zl|+|22|=\/ﬁ+\/§ ‘ 11
JT0 < T3 +45 = Jzy + 23| || 2] —>0="

Niimeros Complexos PV2D-06-MAT-71 1
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03. Escrever o nimero z=—1-+/3ina for-
ma trignométrica.
Resolugio

x
Im
-1
3 7 Re
R -3
V4 (3° quadrante)
4n
0=—
= 3

Logo, Z= p(cos 0 +isen 9)

Z = 2(c05 4—n+isen 4—75)
3 3

Sejam os niimeros complexos z; e z, na
forma trigonométrica:

z,=p; (cos 0, +isen 6,)

Z,=p, (cos 0, +isen 0,)

Vamos efetuar a adigao de z, e z,:
Z,+2,=p, (cos 0, +isenO,)+p, (cos B, +isen6,)

z,+2,=(p;"cos 0, +p,-cos 6,)+i(p,-sen6,+
+p,-sen0,)

18 . PV2D-06-MAT-71

O moédulo de z, +z, sera:

‘zl +22‘ = \/(pl -c0s0; +p, €050, ) +(py +send; +p, -send,)?

Simplificando, encontramos:

|Z1 +Zz| =\/(P% +P% +2pq-py-cos(6;—6,)

Este ultimo resultado mostra-nos que o
modulo de soma é o maior possivel quando cos
(6, —6,) for maximo, o que se dard para cos (6, —
0,) =1, e neste caso teremos:

|21 + 25| = +p3 +2p; -p,
ou seja:
|21 +22|=P1 +P2

Assim, podemos afirmar que?

| |zl +22|S|zl|+|22| |

Consideremos dois nimeros complexos z,
e z,, na forma algébrica:

z,=a, +b;i

Z,=a,+b,i

Vamos construir as imagens respectivas
de z, e z, que representamos por M, e M,,.

Com os pontos O, M;, M, e M vamos
construir o paralelogramo OM;MM,, cuja

diagonal é OM.

A

v
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A partir da figura, podemos concluir que:

OP = OP, +P,P

OP = OP, +OP,
P,P = OP, }:’ 1T

Como OP, =a, e OP, = a,, temos que:
OP=a, +a,

Analogamente, provamos que:

0Q=0Q; +0Q; =b; +b;,

Dessa forma, concluimos que o ponto M é o
afixo do nimero complexo (a, +a,) + (b, +b,) i

que é a soma z, + z,.

Assim, concluimos que:

A soma de dois nimeros complexos é re-
presentada geometricamente pela diagonal
do paralelogramo construido sobre os
vetores correspondentes aos dois comple-
xos dados.

Escrevemos que:

— - -
OM = OM, + OM,

Consideremos os numeros complexos
nao-nulos:

Z,=p; (cos 0, +isen 9,)

Z,=p, (cos 0, +isen 0,)

A multiplicacao de z, por z, ficara:

Zy*Zy=P; " Py (cOs O, - cosB,+icos O, -sen O,
+icos 6, -sen 6, +i2sen O, - sen 6,)

Agrupando convenientemente, temos:

cos(e1 +92)

Z1Zy =Py P,-|(cOsO, -cos0, —sen B, -senb,) +

+1i-(sen®, -cosO, +senB, -cos0,)

sen(e1 +62)

Niimeros Complexos

Assim:
Zy " Zy=pPq " P, [cos (0; +6,)+isen (0, +6,)]
Podemos observar que:

1%) o médulo de z, - z, é igual ao produto
dos médulos de z, e z, ;

2°) o argumento de z, - z, é igual a soma
dos argumentos de z, e z,.

Exemplo

Calcular o produto dos niimeros complexos
z =2 (cos 50°+isen50°) e

w =3 (cos 20° + i sen 20°).

Resolucao

z-w=2-3-[cos (50°+20°) +isen (50°+20°)]
Assim: z - w =6 - (cos 70° + i sen 70°)

Importante — Se tivermos n fatores, sera
facil verificarmos que:

Zy°Zy e Z, =P Py o P [COS (O, +0,+..4+0,) +
+isen(0,+6,+..+6,)]

Exemplo

Calcular o produto dos niimeros complexos:

T . T
Z4 =2(cosg+1 seng)

T T
Zy = 3[Cos§+1 seng)

T, T
Zy = 5[cos—+1 sen—)

2 2
Resolugdo

T T T
Z1.Z2.Z3=2‘3.5' COSE+§+—+

2
. T W T
+isen| —+—+—
(6 3 2)}

Assim: z, - Z, - z; = 30 [cos T + i sen 7]

PV2D-06-MAT-71 19
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Consideremos os numeros complexos nao-nulos:

Z,=p, (cos B, +isen 0,)
Z,=p, (cos 0, +isen 0,)

A divisao de z, por z, ficara:

z; _ py(cos 6, +isen 6;) p,(cos B, —isen 6;)

Zy  Pp(cos O, +isen 0,) p,(cos B, —isen 6,)

Zy _ Py Pa(cos By -cos B, —i sen 0, -cosO, +i sen 0, -cos 6, —i% sen 6, -sen 6,)

2, 2 2 2
Z3 pz(cos” 6, —i” sen” 6,)

z _P1 pz[cos 0,:cos 0, +sen B, -sen O, +i(sen O, - cos B, —sen 6, - cos 61)]

Zy p3(cos® 0, +sen’ 0,)

Logo:

Z—l =] p—][COS(el - 92) +1i sen(91 - 92 )]
Zy P2

Podemos observar que:

1°) o médulo de 21 éigual ao quociente dos
Z2
modulos de z, e z,;
29) 0 argumento de 2L é igual a diferenca
Z2
dos argumentos de z, e z,.
Exemplo

Calcular o quociente dos nimeros comple-
X0s

z=6(cos 70°+1isen 70°) e

w =2 (cos 20° i sen 20°).

Resolugido

z_ é[cos (70°-20°) +i-sen (70°—20°)]
w2

Assim: 2 _ 3(cos 50°+i sen 50°)
w

20 . PV2D-06-MAT-71

Sendo z=p (cos 6 +isen 6) e n um ndimero
natural ndo-nulo, temos:

2" =z-2-2-...-2
n fatores

zZh"=p-p-...-p[cos(@+0+..+0)+
isen (6+6+...+0)]

Assim:
z"=p" [cos(n - B) +isen (n-0)]
formula de Moivre

Podemos observar que:

1°) o moédulo de z" é igual ao modulo de z
elevado ao expoente n;

29) o argumento de z" é igual ao argumen-
to de z multiplicado por n.

Exemplos

1
1°) Dado z = 5 +§i, calcular z°.

Resolugao

o A -
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1
Cose=3=%=%
P :Gzﬁrad
B 3
wnpob_ 2 A3
1 2
Assim:

( T, n)
z=1-] cos—+1isen—
3 3

720 =1° -(cos 6-£+i sen 6-£)
3 3

z6=1-(cos2 m+1isen?2m)
26=1-(1+i-0)

z6=1

01. Dados os nimeros complexos:
z=8 (cos 75° +1isen 75°) e w =2 (cos 15° +
i sen 15°), pode-se dizer que:

a) zw =16
b) = =2+24/3i
w

) — =4 (sen 60°+i cos 60°)
w

d) zw = - 16i
e) nra
Resolugio

% = g[(cos (75" —15")+i sen(75° —15“)] =

=4 (cos 60°+1isen 60°) =

=4[l+£iJ =
2

2
=2(1++/3i)-
=2+243i

Resposta: B

Niimeros Complexos

T . b 1
02.Dadoz=2 (COS—‘H sen —),calcular .
3 3 z

Resolugio

Sabendo que z" =p" - (cosn - O+isenn - 6)

2% =27 cos (—6 ~£)+i sen (—6 -E)
3 3

7%= %-[cos (-2m)+1i sen (—Zn)]

2
w1 .
z —2—6'(COS 0+zsen0)
1
76 .
z° =—-(1+1-0
o ( )
z’é—i
64

03. Determinar o menor valor de n € N¥,
tal que (ﬁ—ﬁi)n seja real.
Resolugio

Sendo z=+2-+/2i

o= V2 ) ==

NG

cos 9=£=—
p 2 7T
>0=—
b =2 4
senf=—=——
p 2
Assim:

( V41 7n)
z=2-| cos—+1 sen—
4 4

7 . 7
z" =2"| cos [n-—n)ﬂ sen (n—n)
4 4

Para que z" seja real, devemos ter:
Im (z")=0

PV2D-06-MAT-71 n
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Assim: sen (n%t) =0

Entdo: n-% =km kez

Sen énatural, devemos ter que n sejamiiltiplo de4.
Entdo o menor valor den é:

n=4

04. Sendo z = cos 6 + i sen O, obtenha as
férmulas de sen (2 0) e cos (2 0) utilizando a
formula de Moivre.

Resolugio
Sabemos que:

(cos O+ isen 6)"=(cos(n 6)+isen(n 6)

22 . PV2D-06-MAT-71

Fazendon =2, temos:

(cos O+isen 6)>=(cos2 O+isen?2 6)
(cos 6+1isen 6)*=

=c0s> 0+2 cos 0 -isen 0+ - sen’ 6
(cos O+isen 6)* =

=(cos?> @ —sen® Q) +i-2-sen O - cos O
Entdo:

(cos2 @+isen2 Q)=

=(cos> 0 — sen’>0)+i-2-sen O - cos 6

Iqualando as partes reais e imagindrias, obtemos:
cos2 6 = cos? O —sen’ 6

e

sen (2 0) =2sen 6 - cos 6

Niimeros Complexos
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Dados um nimero natural # e os nimeros
complexos a,, a,_4, ... a,, a; e a;, denomina-
mos fungao polinomial ou polinémio na va-
riavel x e C a fungao:

P(x)=ax" +an_1x“_1 +...+a2x2 +a1x1 +ag

Os nimeros a,, a,_y, ..., @y, a; € a; sao cha-
mados coeficientes do polinémio e as parce-
las a,x™, a, x"7,...,a,x*, a;x' e a, sdo os
termos do polinémio.

Dizemos ainda que a4, é o termo independen-
te do polindmio.(também chamados mondmios)

Exemplos
1°) P(x) = 5x° —%x2 ++/3x-1

29) M(x) = —x° +x2+1

3%) T(x) = x* +2ix* = 3x +2

Dado um polinémio:

P(x)=a,x" +a, ;x"" +...+a,x> +a,;x' +a,

e o namero complexo o, dizemos que o valor
numérico de P para x = 0. é o nimero que
obtemos quando substituimos a variavel x
do polinémio pelo niimero o; indicamos por

P(a) (lemos: Pdea)
P(o)=a, (o) + an_l(oc)“’1 +ot az(oc)2 +a;(a)+a,

Quando P(x) =0 dizemos que o é uma raiz
ou zero do polinémio.

Polindmios

Exemplos
1°) Obter o valor numérico do polindmio:

P(x) =3x> +2x? +x -3 parax=—2

Resolugdo
P(-2)=3(-2)° +2(-2)* +(-2)-3 =
=-24+8-2-3

Assim, P (-2) =-21

29) Verificar quais numeros do conjunto
{=2,-1,0,1, 2, 3} sao raizes de:

P(x) =x® -2x? -5x+6
Resolucao

P(=2) = (<2)° —2(=2)* =5(-2) +6

P(-2)=-8-8+10+6

P(-2) =0= —2éraizdeP(x)
P(-1) =(-1)” ~2(-1)° ~5(-1) +6
P(-1)=-1-2+5+6

P(-1) =8 = —1ndoéraizdeP(x)
P(0)=(0)>-=2-0>-5-0+6
P(0)=0-0-0+6

P( 6 = OnaoéraizdeP(x)
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soma =P (1)=6-3+3-4=2
29) A soma dos coeficientes de

39) Determine m paraque 1+i sejaraizde
P(x) =x2+ mx + 2.

Resolucao P (x)=(2+2x-1)3¢:

P(1+i)=(1+i)* +m(1+i)+2 soma=P(1)=(12+2-1-1)*=2°=8
P(1+i)=1+2i+i* +m+mi+2

P(1+1)=1+42i-1+m+mi+2 Dado um polindmio P(x) nao-nulo, chama-
P(1+i)=(m+2)+(m+2)i mos grau de P, e indicamos por Gy, 0 maior dos

expoentes de x que tem coeficiente nao-nulo.
Para que P(1+1i)=0, devemos term+2=0

M= 2 Quando o polindmio é nulo, o seu grau nao
—~ m=-—

é definido.
4°) Dado o polindmio P(x) = x* + 2x + 5, Exemplos
obter M(x) =P (x + 1).
Resolugao
M(x)=P(x+1)=(x+1)2+2(x+ 1) +5
M(x) =x2+2x+1+2x+2+5
M(x) = x2+4x+8

1°) Indicar o grau de cada um dos
polinémios abaixo:

a) P(x)=3x"-2x>+7=Gp =5
b) P(x)=1+2x+3x*+x’ = Gp =3
0 Px)=x>-x>+2=Gp=5

d) Px)=3=Gp=0

e) P(x)=0=34Gp

Observagdes importantes:

1%)  Um polindmio P é chamado de nulo
ou identicamente nulo quando para qual-
quer o € C tivermos P (x) = 0. Isso s6 acon-
tece quando todos os coeficientes de P (x)
forem iguais a zero.

2¢) Estudar as condi¢des para que o
polinémio P(x) = (a—3) x>+ (b—1) x + (c - 2)
tenha grau igual a zero.

Exemplo Resolugao
P (x) = 0x2 + 0x + 0 é identicamente nulo. Devemos ter:
29 O numero zero sé é raiz de um a-3=0=a=3
b-1=0=b=1

polinémio P (x) quando o termo indepen-
dente de P (x) for nulo.

Exemplo

19) 0 é raiz de P(x) = x® = 3x% + x

2°) 0nédo éraizde P (x) =x3+2x -1
3%) O valor numérico de um polinémio
P(x) parax=1 é igual a soma dos seus coe-
ficientes.

Exemplos

1°) A soma dos coeficientes de

P (x)=6x*-3x%2+3x -4 é:

24 . PV2D-06-MAT-71

c-2#0=c#2

39) Discutir, paraa € C, o grau de
P(x) = (a2 - 1)x3 +(@a+1)x? +(a—1)x+2
Resolugio

2 . ~
Sea”-1#0, ou seja, a # lea #-1, entdo,

Gp=3.

Sea=1, temos:

P(x) = 0x3 + 2x% + 0x + 2, entdo, G, =2
Sea=-1, temos:

P(x) = 0x®> +0x? - 2x + 2, entao, G, =1
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De (1) e (2) temosa=—-7eb=10. Assim,
P(x)=2x3—7x +10.

P(X)=pX4+ (n—p—l)x2+(2m—r1—p)x Portanto, P(1)=2 - 13-7-1+10=5
seja um polindémio nulo. Resposta:E

01.Determinar m, n e p de modo que:

Resolugio 04. (Mackenzie-SP) O polinémio
P(x)=px*+(n-p-1)x2+(2m-n-p)x=0,Vx P(Xx)= (m—4)3 +(m?~16)x>+ (m +4)x +4 é de
grau 2 se, e somente se:
a) m=4oum=-4
1
=>p=0,n=lem=5 b) m x4
) mz#-4

p=0n-p-1=0e2m-n-p=0=

; ; . d mz4emz -4
02.(PUC-SP) O numero de raizes reais do

polindmio p(x) = (62 + 1) (x - 1) (x +1) & e) para nenhum valor de m

a) 0 d) 3 Resolugio
b) 1 e) 4 m—4=0=m=4
0 2 Condigoes: e
Resolucio m? —16#0 = m # +4
P(x)=(x*+1) (x—1) (x +1)

Resposta: E

Raizes de P(x) = P(x)=0 ..

x?+1=0 = complexas . o
05. (UFRGS-RS) Se P(x) é um polinémio de

ou x-1=0=>x=1 grau 5, entdo, o grau de [P(x)]+ [P(x)]?> +2P(x)
ou x+1=0=>x=-1 &
Rui _— a) 3 d) 20
aizes reais = b) 8 o 30
Resposta: C 9 15
X Resolugio
03.~Se P(x) - 2 +ax+b,P2)=12e P(-2) =8, or(P)=5
entao, P(1) é: 3
a) 1 d) 4 gr[P(x)P=5-3=15
b) 2 e) 5 gT[P(x)]2=52:10
9 3 gri2P(x)]=5
Resolugio Temos entdo trés polindmios de graus diferentes.
L P(x)P+[P(x)]> +2P 1
P2)=2-2%+4-2+b=12 = 080, P?T@gf{[ (X)P+[P(x)F +2P(x)} 0 grau serd
o do polindmio de maior grau , ou seja, 15.
= 2a+b=—4...cccc..... (1)

Resposta: C
P(-2)=2-(2P+a-(2)+b=8=

= 2a+b=24 ... (2)
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Dizemos que dois polindmios A(x) e B(x)
sdo idénticos quando os valores numéricos
de A(x) e de B(x) sdo iguais para todox € C.
Indicamos: A(x) = B(x) (identidade)

Temos entao que:

A(x)=B(x) & A(x) =B(x),*xeC

Sejam:

A(x)=a,x"+a, X" +...+a,x* +a,x' +a,
e

B(x)=b,x"+b,_x"" +...+b,x* +b,x' +b,
Para que A(x) =B(x), devemos ter:

n n-1 2 1 _
a, x"+a, x"7 +...+a,X +a;x +a,=

=b,x"+b, x""+...+b,x> +bx' +b,,
para ¥ x€C

(an =by X" +(ay_y = by X" +...

+(a, —=by )x* +(a; =by )x+(ag =by) =0, xe C

Assim, o polinémio deve ser identicamente
nulo, ou seja:

an _bn :O; an71 _bnfl :0;...;a2 _b2 :0;
a,-b;=0ea;-b, =0
Entao:

a.=b_;
A EB n n’
) (X)®{32 =b,;a, =b,ea; =b,

a,,=b,4;...;

Isto é:

Dois polindmios serao idénticos quando ti-
verem os coeficientes respectivamente
iguais.
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Exemplo
Calcular a, b e ¢ para que os polind6mios

sejam idénticos:
P(x) =ax* +(b+1)x* +(c-2)x -5
M(x) = 3x° +4x -5
Resolugao
Devemos ter:

ax* +(b+1)x*> +0x* +(c-2)x-5=
=0x* +3x> +0x? +4x -5
para ¥ xe C.

Assim:
a=0;b+1 =3ec-2=4
ouseja:a=0;b=2ec=6

Dados dois polinémios:

Ax)=ax" +an_1xn'l +oot .312x2 +a1x1 +a,
e
B(x)=b x"+b__ x""+...+b,x* +b,x' +b,,
chamamos de soma de A e B, o unico
polinémio S, tal que S(x) = A(x) + B (x).
Este polinomio é:
S(x)=(a, +b,)x" +(a,_; +b, 1 )x" " +..+
+(ay +by)x? +(a; +by)x+(ag +by)
Exemplo

Dados os polindmios A(x) =x?>—3x+2 e

B(x) = x3 — 3x2 + 4x + 1, obter o polindmio
S(x), tal que S(x) = A(x) + B(x).

Resolucido

Observemos que:

AX)=0x3+x2-3x+2e

B(x)=x®-3x2+4x+1

S(X)=(0+1)x3+(1-3)x*>+ (-3+4)x+(2+1)

Assim: S(x) =x3-2x2+x+3
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Sendo A, B e C trés polindmios quaisquer,
sao validas as seguintes propriedades:

1*) A+B =B+ A (comutativa)
22) A+(B+C)=(A+B)+C (associativa)
32) A+0= A (elementoneutro)
0 indicaopolinémionulo.
4%) A +(-A) =0 (elementooposto)
Observacdo — A partir da quarta proprie-
dade, podemos definir a diferenca entre dois
polindmios A — B como sendo a adig¢ao de A
com o oposto de B.
A(x)-B(x)= A(x)+[-B(x)]
Exemplo
Dados os polindmios P;(x)=3x>*-2x-1e
P,(x) = x* + x2 + 3x + 5, obter P;(x) — P,(x)
Resolugdo
P,(X) = Py(x) = (3x3-2x—1) — (x* + x2 +3x +5)
Assim:
P,(x) =P, (x) =—x*+3x3-x2-5x -6

Sendo A e B dois polindmios quaisquer,
temos:

19)Se G, #Gg,0graude A+Boude A-B
ou de B — A é o maior grau entre os dois
polindmios A e B.

Exemplo

Sendo A(x)=3x>+2x+1e

B(x) = x3 + x - 3, temos:

A(X)+Bx)=x3+3x2+3x -2

G,=2e Gy;=3=G,,53=3

29)Se G, = Gg, o polindmio A + B pode ser
identicamente nulo (grau nao definido) ou
apresentar grau menor ou igual ao grau dos

polindmios A e B (0 mesmo pode ser afirma-
dode A-BeB-A).

Exemplo
Sendo A (x)=x3+3x2-x+1e
B(x) =x3+3x2+2x -3

Polindmios

AX)+B(X)=2x3+6x2+x-2
= Gpp=3
A(X)-B(x)=-3x+4

~ Gy p=1

Dados dois polinémios:

A)=a,x" +a, ;X" +...+a,x> +a; x+a, e

B(x) = b x™ + b, 1x™ +...4+byx? +byx+by,
chamamos de produto de A e B o tinico

polindémio P, tal que P(x) = A(x)-B(x).

Este polindmio é obtido multiplicando
cada termo de A por todos os termos de B,
isto é:

P(x) = (a,b,, )x"™ +(a,b,,_; +a, b, )x"™ " +...
+(arbg +agby )x+(agb,)

Exemplo

Dados os polinémios A(x) =x? —3x+2 e
B(x) = x3 — 3x? + 3, obter o polinémio P(x), tal
que P(x) = A(x) B(x).

Resolugdo
P(x)= xz(x3 -3x? +3) —3x(x3 -3x2 +3) +
+2(x% -3x* +3)
P(x)=x" =3x* +3x? - 3x* +9x® —9x +
+2x% —6x% +6
P(x)=x° —6x* +11x° =3x? - 9x +6

Sendo A, B e C trés polindmios quaisquer,
sao validas as seguintes propriedades:

12) A-B=B-A (comutativa)
22) A-(B-C)=(A-B)-C (associativa)
3) A-(B+Q)= A B+ A-C (distributiva)
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Sendo A e B dois polindmios nao-nulos, o
grau do produto A - B é a soma dos graus dos
polindmios A e B.

G =G, +Gy

No caso de um dos polinémios A ou B ser
identicamente nulo, o produto A - B é
identicamente nulo (o grau nao é definido).

Exemplo

GA:5eGB:3=>GA4B:8

Dados dois polinémios, A(x) e B(x), B nao-
nulo, existe um tinico par de polindmios Q (x)
e R(x) em que se verificam as condigodes:

12) A(x) = B(x)-Q(x) +R(x)
28) Gy <Gy ou R(x)=0

A(X)| BX)

R() Q)

Os polinémios A e B sao chamados de di-
videndo e divisor e os polindmios Q e Rsao o
quociente e o resto.

Quando R(x) =0, dizemos que a divisao é
exata, ou que A(x) é divisivel por B(x).

Dividir o polindmio A(x) pelo polindmio
B(x), ndao-nulo, significa determinar o quoci-
ente Q(x) e o resto R(x).

Vamos dividir, por exemplo, o polindémio
A(x) = 2x3 - 8x2 +7x = 5 por B(x) = x? - 2x + 3,
pelo método da chave.

1% etapa

Dividimos inicialmente 2x3 por x?, encon-
trando 2x.

23— 8x2+7x -5 | X2 —2x+3
2x
2% etapa
Multiplicamos 2x por x?>— 2x + 3 e vemos
“quanto falta para 2x> — 8x2 + 7x — 5”, isto ¢,
subtraimos:
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2x3 — 4x2 + 6x de 2x3 — 8x2 + 7x — 5.

23 -8x2+7x -5 | X =2x+3
-2x3 + 4x% - 6x 2x
—4x2+x-5
3% etapa
Enquanto o grau do resto for maior ou igual
ao grau do divisor, continuamos a divisao.
Dividimos entao —4x? por x?, encontrando — 4.

23 -8x2+7x -5 | X2~ 2x+3
-2x3 + 4x% - 6x 2x -4
—4x2+x-5
4? etapa
Multiplicamos — 4 por x? — 2x + 3 e vemos
“quanto falta para — 4x? + x — 5”.

23 -8x2+7x -5 | xX*=2x+3
23 + 4x% — 6x 2x -4
—4x>+x-5
+4x% — 8x +12
-7x+7

Nesse ponto terminamos a divisao, pois o
grau de —7x+7 é menor que o grau do divisor.

Portanto, temos:

Quociente=Q(x)=2x -4

Resto=R(x)=-7x+7

Sendo A e B dois polinémios nao-nulos, o
grau do quociente Q(x) é a diferenga entre os
graus dos polindmios A e B, e o resto, se nao
for nulo, tera grau menor que o grau de B(x).

Vamos dividir, por exemplo, o polindmio
A (x) =2x3 - 8x2+7x -5 por B(x) = x> - 2x + 3
pelo método de Descartes, também conhecido
como método dos coeficientes a determinar.

1% etapa

Estimamos quem serao o quociente Q(x) e o
resto R(x) da divisdo, lembrando que
Go=GA—Gp=1 ¢ seorestonaofornulo, Gy <Gg.
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Assim:

Qx)=ax+beR(Xx)=cx+d

2% etapa

Como A (x) =B(x)-Q(x) +R(x) , temos:
2x% —8x% +7x -5 =

= (x2 —2X+3)-(ax+b)+cx+d

2x° —8x* +7x-5=ax” +(-2a+b)x? +
+(3a-2b)x+3b+cx+d

ou seja:

2x% —8x? +7x -5 =ax® +(-2a+b)x* +
+(3a-2b+c)x+(3b+d)
3% etapa

Estabelecemos a igualdade dos coeficien-
tes dos termos correspondentes.

a=2
—2a+b=-8
3a-2b+c=7
3b+d=-5
42 etapa
Resolvemos o sistema e encontramos
a=2;b=-4; c=-7ed="7.
Entao: Q(x)=2x-4 e R(x) =-7x+7

01. (UFG-GO) Na divisao do polinémio

P(x) = ax3 + bx? + cx + d pelo polinémio

D(x) = x2 + 1 encontra-se para quociente o
polinémio Q(x) = 2x — 1 e para resto o
polindmio R(x) = - x + 1. Entao, P(x) é o
polinémio:

a) x3-x2+x+1

b) 2x3-x2+1

) 2x3-x2-x+1

d) 2x3—x2+x

Resolugio

x2+1
2x -1

ax®+bx2+cx +d
—x+1

Polindmios

ax3+bx?+cx+d=0Q2x-1)(x>+1)+(—x+1)
ax3+bx?+cex+d=2x3+2x—x?—-1—-x+1

ax3+bx?+cex+d=2x3-x2+x

a=2
b=-1

Logo: |c=1 Portanto, P(x)=2x3 —x2 +x
d=0

Resposta: D

02.Dados os polinémios

P(x) = 2x5 — 32x3 + 43x2 - 40x + 20 e
D(x)=x?+4x -3, efetuar a operagao P(x) + D(x).
Resolugio

2x° —32x% +43x* —40x + 20 | x> +4x -3
—2x° - 8x* + 623 2%° —8x2 +6x -5
— 8x* —26x% + 43x> — 40x + 20 quociente
8x* +32x% — 24x?
6x3 + 19x% — 40x + 20
—6x3 —24x% + 18x
—5x?—22x+20
5 dx-15
—2x+5 —» resto

03. (ITA-SP) Os valores de o, B e yque tor-
nam o polindmio P(x) = 4x5 + 2x* - 2x3 + ox? +
+ Bx + v divisivel por Q(x) =2x3+ x> —2x + 1
satisfazem as desigualdades:

a) a>p>y d)B>vy>a
b) a>y>p e)y>a>p
o B>a>y
Resolugio

45+ 24— 223 + o+ Bx +y
445 244 + 403 - 22

20+ (0 —2) x2+Px+y
22— x? +2x-1
(0=3)x> +(B+2)x+(y-1)

208 +x2—2x+1

2x2+1

Como P(x) deve ser divisivel por Q(x), temos:
(0=3)x*+(B+2)x+(y-1)=0=
a-3=0 a=3
B+2=0={B=-2
vy-1=0 vy=1
Assim, a>v>f3
Resposta: B
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Na divisdo de um polindmio P(x) por (x —a)
observamos que o resto, se nao for nulo, terd
grau zero, isto €, serd sempre um nimero real
r. Entao:

P(x)=(x-a)-Q(x)+r

em que Q(x) é o quociente dessa divisao.
Calculando o valor numeérico de P(x) parax=a,
temos:

P(a)=(a—a)-Qa)+r

Logo, P(a)=r

Verificamos, assim, que:
Oresto da divisao de P(x) por (x—a) ér=P(a).

Exemplos

19) Calcular o resto da divisao de
P(x) = x* - 3x? +2x — 1 por x — 2.
Resolugao
r=P2)=16-3-4+2-2-1
Assim, r=7

2°) Calcular o resto da divisao de
P(x) = x* +2x3 +3x2 - 6 por x + 2
Resolugido
X+2=x-(-2)
Entao: r=P(-2)
r=(=2)*+2(-2)3+3(-2)2-6
r==6

Para que um polindmio seja divisivel por
(x—a), é preciso que o resto seja igual a zero,
ou seja, P(a) =0

P(x) é divisivel por (x—a) < P(a)=0

Essa propriedade é conhecida como
teorema de D’Alembert, [Jean Le Rond
D’ Alembert (1717-1783)]
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Exemplo
Determine k para que o polindmio

P(x)=loc+2x2+4 x -2 seja divisivel por (x+3).
Resolucao

Devemos ter: P(-3) =0

Assim:

k(-3)2+2(3)2+4(-3)-2=0

Entao k = i
27

Dividindo um polindmio P(x) = a x" +
n-1 2 inomi

+a, X"+ L +ayx?+a;x+a, pelo bindmio
(x—a), o quociente serd um polindmio Q(x)=
=, X"+ q, X"+ L+ X2+ qx +g; tal
que:

P(x) = (x-a)-Q(x)+r

Assim:

n n-1 2 —
a,X +a,_1x  +..ta,x +a;x+ag=

=(x- E;l)(q1171x1171 + qnfzx“*2 +...+ qzx2 +qx+ qo)

Ou entao:
n n-1 2 —
a, X" +a, X 4..+ax +a;x+ap =
— n n-1
=(p1X +(qn—2 —aq,_q )X +...+

+(q; —aq,)x” +(qp —aq; )x+r-aq

E, dai, obtemos:
qn—l = an
dn2 —aqu_1 =apq = Jn-2 = a9, +an—]
qi1—aqz =a; = (1 =aqp +a,
Jo—aq; =a; = (p=aq; ta,
r—aqo = qo =TI = aqo +a0
Esses calculos podem ser efetuados apli-

cando-se o seguinte esquema, conhecido como
dispositivo de Briot-Ruffini.
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Ll
ay, Ay a ay ap

’ﬂﬂn Ay A+ agatay aqytay o a+dp

® fn-1 In-2 92 T Resto
Exemplos 52 passo:

1°) Calcular o quociente e o resto da divisao |

de 3x® - 2x2+5x — 7 por x - 2 3 -2 5 —Z
Resolucdo 2 ‘ 3 4 1319
1¢ passo: Coeficientes do Resto

| 3 2 5

2 ‘ Repetimos o primeiro
coeficiente do dividendo

22 passo:
e
:| 3 =2 5 7
T v
2 4
;1o

3° passo:
R
. v
s 2 5 7
2| 3 @ 13
® !

1 passo:
e @D .
\ v
s 2 5 7
T v
2 4 19
] ®

Polindmios

quociente

Assim: Q(x) =3x?+4x+ 13 e R(x) = 19
29) Dividir P(x) = 3x* + 8x3 - 20x — 21 por (x + 1)
Resolucao
.
1l 3 5 5 15 6
Q(x) =3x3+5x% - 5x — 15 Resto=-6

39 Dado P(x) =5 x* = 9x3 +2x2 —5x — 11, calcu-
lar P(3).
Resolugdo
Como P(3) é o resto na divisao de P(x) por

(x—3), temos:
=t
3] 5 6 20 55 154
Q(x) =5x3 + 6x% + 20x + 55 Resto = 154
Assim, P(3) = 154

4°) Determine k para que P(x) =x°+x2+kx -5
seja divisivel por x - 2.
Resolugdo
Devemos ter resto = 0 na divisao de P(x)
por (x—2). Entao:
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| 1 0 0o 1 k5

2 | 1 2 4 9 18+k 31+2k 01. Efetuar, utilizando o dispositivo pra-
Quociente Resto tico de Briot-Ruffini, a divisdo do polinomio
Como o resto é zero, entao: P(x) =2x*+4x3 - 7x2+ 12 por D(x) = (x - 1).
31 Resolugio
31+2k=0=>k=-—=-15,5
2 1|2 4 7 0 1
~K=-155 T
2 6 o a1

¢ Briot-Ruffini para o binomio ax+b (a#0,
b#0ea=#1)
Px)=(ax+b)- Q(x)+r

Assim, temos:
Quociente: Q(x)=2x3+6x2 —x -1
Resto: R(x)=11

b
Peo=a (X ’ ;) FQ)*r 02. Obter o quociente e o resto da divisao
de P(x) = 2x% — x* — 4x + 6 por (x +2).
P(x) = (x + E) ca Q)+t Resolugio
212 o -1 0o 4 6
. |2 4 7 14 24
P(x) = (X + ;) Qi) +r Assim, temos:
Quociente: Q(x) = 2x* —4x3 + 7x> — 14x + 24
Resto: R(x) =—42

Fazendo Q,(x) =a - Q(x), temos:

Assim, aplicando o dispositivo de Briot-

Ruffini para (x + E), obtemos Q;(x) e 1, em
a 03. Qual o resto da divisao de P(x) =x* —x—1
que r também € o resto na divisao por (ax+b)e  por (x-1)?

L Q,(x) é o quociente na divisao por (ax +b) Resolugdo
a R=P(1)=190-1-1=-1
Exemplo 4
N B 04. (PUC-MG) O polindmio P(x)=x
=2x3 - 4x2 — —
Dividir P~(X) PE=dbErox=zpor@x=1). kx3+5x2+5x +2k é divisivel por x—1. Entéo, o
Resolucao valor de k é:
| 2 4 6 -2 a) -11
12 s 9 1 b) -1/3
2 2 4 c 1/5
Qi(%) R(X) d) 9
Assim: Resolucio
Q(x) = % Q) = %(zxz —3x+ %) P(x) = x* —kx3 + 5x% + 5x + 2k

P(x) divisivel por (x—1): P(1)=0
14—k -13+5-1°+5-1+2k=0
I-k+5+5+2k=0

sk=-11

Resposta: A
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1

Q(x)=x2—%x+%eR(x)= 1
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Consideremos um polinémio P(x) com
grau maior ou igual a dois, que, dividido por
(x—a) e por (x—b) apresenta restos iguais ar,
e 1,, respectivamente.

Vamos calcular o resto na divisao de P(x)
por (x—a) - (x—b).
Como os restos na divisao de P(x) por (x—a)
e por (x - b) sao I er,, respectivamente, temos:
P(a)=r,eP(b)=r,
O resto na divisao de P(x) por (x—a) - (x—b)
é um polindmio R(x) = mx +n de grau no maxi-
moigualal, ja que o divisor tem grau 2. Assim:
P(x)=(x—-a)-(x-b)-Q(x) + mx+n
Como P(a) =r, e P(b) =r,, temos:
P@a)=(a-a)(a—b)-Qa)+m-a+n=r,
ma+n=r,
P(b)=(b—-a)(b—-b)-Q(b)+m-b+n=r,
m-b+n=r,

Resolvendo o sistema

m-a+n=r
m-b+n=r,
encontramos

I —r ar, —br
m=h~f  ,_3r=bn

a-b a-b

. I -1, ar, —br;
Assim: | R(x) = X +

a-b a-b

Observagoes

1%) Se P(x) for divisivel por (x —a) e por (x—b),
temos:
P(@a)=0 =r,=0
Pb)=0 = 1r,=0

Polindmios

Entao, R(x)=(0_g)x+[a.0_ilo)
a-— a-—

ou seja: R(x) =0
Assim, P(x) é divisivel por (x—a) - (x—b)
2%) Do mesmo modo, podemos provar que, se
P(x) ¢é divisivel por n fatores distintos
(x—a,), (x—a,), ..., (x—a,), entdo P(x) é divi-
sivel pelo produto (x—a;) - (x—a,), ... (x—a,)).
Exemplos
1°) Verificar se o polindmio P(x) =x3 - 4x2 +4x -1
é divisivel por B(x) =x*>-1
Resolugdo
Sabemos que B(x)=x?>-1=(x+1)(x—1); para
que P(x) seja divisivel por B(x) € necessario que
P(x) seja divisivel por (x + 1) e por (x — 1); entao
devemos ter P(1)=0e P(-1)=0.
P(1)=13-4-12+ 4-1-1=0
- P(x) divisivel por (x - 1)
P(-1)=(-1*-4-(-1)2+4(-1) -1
P(-1)=-10
- P(x) nao é divisivel por (x + 1).

Logo, P(x) nao é divisivel por B(x).

2°) Calcule a e b para que P(x) =x3+2x2+ax+b
seja divisivel por (x — 1) - (x —2).
Resolucao
P(x) deve ser divisivel por (x—1) e por (x—2).
Entao:
P(1)=13+2-12+a-1+b=0
--a+b=-3
P2)=2%+2-22+a-2+b=0
~2a+b=-16
Resolvendo o sistema

a+b=-3
2a+b=-16

encontramosa=-13eb =10
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39) Se um polinémio P(x) dividido por (x — 1)
dé resto 2 e dividido por (x —2) dd resto 1,
qual é o resto na divisao de P(x) pelo pro-
duto (x — 1) - (x=2)?

Resolugido

P(1)=2 e PQ)=1

Oresto na divisao de P(x) por (x—1) - (x—2)
€ um polinémio R(x) =ax + b, pois se o divisor

tem grau 2, o resto, no maximo, tera grau 1.

Assim:
Px)=(x-1)-(x-2)-Q(x)+ax+b
P)=1-1)(1-2)-Q(1)+a-1+b=2

~at+tb=2
PQ)=(2-1)(2-2)-Q@)+a-2+b=1
-~ 2a+b=1

Resolvendo o sistema

a+b=2
2a+b=1

encontramosa=—-1eb=23.
Assim: R(x) =—x + 3.

Consideremos um polinémio P(x) divisivel
por B(x) = (x—a) - (x—b), e que o quociente na
divisao de P(x) por B(x) € um polindmio Q(x).

Assim:

Qi(x)
——t
P(x) = (x-a) (x-b) - Q(x)

P(x) é divisivel por (x —a) e o quociente na
divisao de P(x) por (x—a) € Q,(x) = (x—b) Q(x).

Entao Q,(x) é divisivel por (x—b) e o quo-
ciente na divisao de Q,(x) por (x — b) é Q(x).

Portanto, Q(x) é o quociente na divisao de P(x)
por (x—a) - (x—b).
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Esquematicamente:

( Px)| x-a
0 Q%)

P(x)| (x—a)(x—Db) —_ o
0 QM) Qi(x)| x=b

0 Q)

Reciprocamente, temos:

Se P(x) é divisivel por (x — a) e o quociente
Q,(x), da divisao de P(x) por (x — a), é divisivel
por (x—b), entdo concluimos que P(x) é divisivel
pelo produto (x—a) - (x—b). Além disso, o quoci-
ente na divisao de P(x) por (x—a) (x—b) éigual ao
quociente na divisao de Q,(x) por (x—b).

Px)| x—a

0 Qi)

| P -a)-b)
Q[ x=b 0 QN

0 Qx)

Observagoes

1%) Podemos efetuar essas divisdes sucessi-
vas com auxilio do dispositivo de Briot-
Ruffini.

Exemplo

Verificar se P(x) = x3+2x% - 13x + 10 é divi-
sivel por (x—1) (x—2).

Resolugao

Dividimos sucessivamente P(x) por (x—1)
e o quociente encontrado por (x —2).

1 2 13 10
-10 | 0

2 1 5 0
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Como P(x) é divisivel por (x—1) e o quoci- 02. Determine a e b de modo que o
ente nesta divisao é divisivel por (x—2), con-  polindmio P(x) = x3 + ax + b seja divisivel por
cluimos que P(x) é divisivel por (x-1) - (x=2).  (x-1)2.

2%) No caso particular, se b = a, as divisdes Resolugio
sucessivas permitem verificar se P(x) é di- 1 1 0 i b
visivel por (x —a)?, (x —a)?, etc.
Exemplo 1 1 1 atl a+b+1
Calcular a e b para que 1 2 | a+3
P(x) =x*+x2+ax +b seja divisivel por (x—1)2.
Resolucio {u+b+1 =0
Dividimos P(x) por (x — 1), e 0 quociente a+3=0
encontrado também dividimos por (x — 1). Cde—3ebe2
Os restos nas duas divisdes devem ser nulos. SA=Toev=
03. (UFSC) Um polinémio P(x) dividido
1 0 1 a b por (x+1) da resto 3 e por (x—2) da resto 6. O
1 1 1 5 a+ 2| 2+24D resto da divisao de P(x) pelo produto (x +1) - (x

—2) é da forma ax + b, com a, b € R. Obter o

1 1 2 4 | a+6 valor numeérico da expressao a + b.

Resolugio
Devemos ter:

P(x)+(x+1)=r=P(-1) =P (-1)=3
at6=0 P(x)+(x—2) =r=P(2) =P (2)=6
a+2+b=0

Resolvendo o sistema, encontramos: P(x) | (x+1) (x-2)
=—6eb=4 Q(x)
R(x)=ax+Db

01. (FGV-SP) Para que o polinomio P(x) = P)=(x+1)(x-2)Q(x)+ax+b

=x3-8x+mx—nseja divisivel por (x + 1)(x-2), P(1)=3= -a+b=3
o produto m - n deve ser igual a: P(2)=6=2a+b=6
a) -8 d)8 na=1 ¢ b=4
b) 10 e)—6 a+b=5
0 - 10
Resolugio

Condigdo: P(<1)=0e P(2)=0
P(-1)=(-1)° =8(-1)+m(-1)-n=0=m+n=7
P(2)=(2)° -8(2)+m(2)—n=0=2m-n=8 }2
=m=5en=2..m-n=10

Resposta: B
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Equacoes Algéhricas

Achar as solugoes de equagdes polinomiais
foi um dos grandes desafios da Algebra
Classica.

As primeiras contribui¢des vieram com o
matemadtico arabe AL-Khowarizmi no século
IX, com importantes conclusdes sobre a
resolucao de equagdes de 1° e 2° graus.

Em seus trabalhos, Al-Khowarizmi usou
pela primeira vez o termo “algebra”, que sig-
nifica “trocar de membro” um termo de uma
equacao.

Porém, sé no século XVI, no Renascimento,
é que os matemadticos italianos Girolano
Cardano (1501-1576), Niccolo Tartaglia
(1500-1557) e Ludovico Ferrari (1522-1565)
comecgaram a propor férmulas para resolver
equagodes de 3° e 4° graus. No entanto, a reso-
lugao de equagdes de grau superior ao 4° ain-
da continua sendo um grande desafio.

Em 1798, em sua tese de doutoramento, o
matemadtico alemao Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) demonstrou que “toda equagao
de grau n (n € N*) admite pelo menos uma
raiz complexa”, o que ficou conhecido como o
Teorema Fundamental da Algebra.

Em 1824, o matematico noruegués Niels
Henrik Abel (1802-1829) demonstrou que uma
equagao do 5° grau ndo poderia ser resolvida
através de formulas envolvendo radicais.

Em 1829, o jovem matematico francés
Evariste Galois (1811-1832) demonstrou que
a impossibilidade descoberta por Abel se es-
tendia a todas as equagdes polinomiais de
grau maior que o 4°.

As descobertas de Abel e Galois nao signi-
ficam, no entanto, que nunca poderemos co-
nhecer as raizes de uma equacao de grau mai-
or que o 4°. Existem teoremas gerais que, asso-
ciados a condigdes particulares, permitem que
descubramos solugdes de equagdes deste tipo.

36 . PV2D-06-MAT-71

Denominamos equac¢ao polinomial ou
equacdo algébrica de grau n, na variavel
x € C, toda equagao que pode ser reduzida a
forma:

agx" +a;x" ! +...+a, ;x+a, =0
em que:

a,,a, q,...,a,,a; € a; s40 numeros com-
plexos chamados coeficientes.

Exemplos

1%) 3x —2 =0 ¢ uma equagcao algébrica de 1°
grau.

2°) 5x3 - 3x +1 =0 é uma equacao algébrica
de 3¢ grau.

39) 6x° +ix+1=0 é uma equacio algé-
brica de 5° grau.

Chamamos de raiz ou zero de uma equa-
¢ao polinomial P(x) =0 todo niimero comple-
xo o, tal que P(o) =0.

o éraizde P(x)=0< P(o) =0

Exemplo

1 é raiz da equagao x> —3x?>+3x—-1=0,
pois13-3-12+3-1+1=0

Conjunto solucdo de uma equagao

polinomial é o conjunto formado por todas
as raizes da equacao.

Resolver uma equacao é obter o seu con-
junto verdade.

Exemplos

1°) Resolver a equagao x> — 4x? + 3x =0
Resolugao

XCP=4x2+3x=0=x (x*-4x+3)=0

Equacdes Algéhricas
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Entao:
x=0 ~ o
Em uma equagcao algébrica de grau n, po-
ou demos ter, entre as suas n raizes, m raizes
xX?—4x+3=0=x=3 ou x=1 iguais entre si. Quando m raizes sdo iguais a
Assim: um mesmo numero o, dizemos que o € raiz
S=1{0,1, 3} (conjunto solugo). de multiplicidade m da equacao.
Observagoes
2°) Resolver a equagao: 1%) Quando o é uma raiz de multiplicidade
x> +x2-3x-3=0 m de uma equagao P(x) = 0, P(x) é divisivel
Resolucio por (x— o)™ e ndo é divisivel por (x — o)™ *1
2
x“(x+1)=3(x+1)=0 2% Quando o é raiz de multiplicidade 1 de

5 3 uma equagao P(x) = 0, dizemos que o é uma
O+ 1)(X _3) =0 raiz simples de P(x) =0
x+1=0=>x=-1

ou Exemplo

2320 x2 =3 x=+J3 Verificar qual a multiplicidade da raiz 2

na equagao x* — 4x® + 16x — 16 = 0. Resolver a
Assim: S = {—1,+«/§ ,—«/5 } (conjunto solugéo) equagao.

Resolucao

Dividindo P(x) = x* — 4x3 + 16x — 16 por

3°) Resolver a equagao x3+2x2 +2x=0em C.
(x—2), temos:

Resolucao

x2+2x% +2x =0 (:)x(x2 +2x+2) =0

x(x2 +2x+2) =0

_ 2 -
&x=0oux"+2x+2=0 P(x) = (x —2) (x3 = 2x2 — 4x + 8)

Dividindo Q,(x) = x3 — 2x? — 4x + 8 por

2 — .
De x* +2x+2 =0, vem: (x—2), temos:

A=4-8=-4=14i

—2+2i . .
X = =>x=-1+ioux=-1-i ‘
2|10 4o
Portanto:
3 2 = = = i
x1+2?< +2x=0=x=0oux=-1+1i ou Assim: P(x) = (x=2) (x=2) - (:C—4)
x=-1-i

Como x2 -4 = (x+2) (x - 2), temos:

P(x)=(x=-2)%- (x+2)

Entdo, 2 é raiz tripla (multiplicidade 3) da
equacao P(x)=0.

Ou seja, o conjunto solugdo da equagao é
S={0,-1+i,—-1-1i}

Dizemos que duas equagdes sdo equiva-
lentes em U quando os seus conjuntos solu-
¢oes em U sao iguais. S={2,-2}
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Sabemos que, num polinémio P(x), o va-
lor de P(1) é igual a soma dos coeficientes de
P(x), o que nos permite concluir:

Numa equagao P(x) =0, se a soma dos coe-

ficientes de P(x) for nula, 1 é raiz da equacao.

Exemplo

Resolver a equagao:

23 -3x2+2x-1=0

Resolugio

2-3+2-1=0=1 éraiz da equacgao.

Dividindo P(x) =2x*>-3x?+2x—1 por (x—1),

temos:

Assim: P(x) = (x — 1) (x> —x+1)
Resolvendo a equagao 2x*> —x + 1 =0, te-
mos:

A=1-8=-7=7i

1£47i
X =
4
Assim: S= {1, 1+T@, ! _fl}

01. Calcule m de modo que o niimero 1

2
seja raiz da equacao:
xX3—4x2+mx+2=0
Resolugio

1
Se E éraiz da equacdo, temos:

xX3—4x2+mx+2=0

3 2
(lj —4[1) +m-1+2= 0
2 2 2
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1-8+4m+16=0
4m =-9

m=—2
4

02. (FGV-SP) Na equagao:

x4+ px3 + px% + px + p = 0, sabendo-se que
1 é raiz, entao:

a) p=-1/4

b) p=0oup=1

¢) p=Ooup=-1

d) p=loup=-1

1
§ pP=3
Resolugio
P1)=1+p+p+p+p=0=>1+4p=0=

P=—Z

03. (PUC-SP) A multiplicidade da raiz
X, =1 da equacao x* -x*>-3x2+5x-2=0¢é:

a) 1

b) 2

o 3

d) 4

e 5

Resolugio

xt—x3-3x2+5x-2=0

1|1 -1 3 5 =2

1| 1 0 3 2]0

1] 11 =2]o0

11 270
113=#0

Logo, 1 éraiz de multiplicidade 3.

Equacdes Algéhricas
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04. (PUC-SP) No universo C, a equagao

x+1 0 0
-2 X 0 =2
1 -1 x-2
admite:

a) trés raizes racionais.

b) duas raizes nao reais.

¢) duas raizes irracionais.

d) uma Unica raiz nao inteira.
€) uma Unica raiz positiva.

Resolugio
x+1 0 0
-2 x 0 |=-2
1 -1 x-2

(x+1) - x-(x=2)==2

X3 —x2=2x+2=0
Fatorando: x* - (x—=1)-2-(x-1)=0
(x-1) (x*=2)=0
x=1=00ux*-2=0
x=10ux:ﬁoux:—ﬁ
s={-v2,1,42}

Resposta: C

05. (UFES) Se f é um polinémio tal que a
soma de seus coeficientes é zero, entao:

a) f(0)=0

b) fé divisivel por x -1

c) fédivisivel por x -2

d) f éidenticamente nulo
e) fnao possui raizes reais
Resolugio

Se asoma dos coeficientes é zero, entdo o polindmio
anula-se para x=1. Assim sendo, o niimero real 1 é
raiz do polindmio. Portanto, pelo teorema de
D’Alembert, o polindmio é divisivel por (x—1).

Resposta: B

Equacdes Algéhricas

Toda equagao polinomial de graun, n>1,
admite pelo menos uma raiz complexa.

Admitamos que o, é uma raiz da equagao
degraun, (n21):
P(x)=apx" +a;x"" +...+a, ;x+a, =0

Dividindo P(x) por (x — a;), encontramos
um quociente Q,(x) e resto R, =P(a;) =0

Entao:

P(x) = (x—0y) - Qy(x)

Q;(x) tem graun—-1e,sen—-121, a
equacgdo Q,(x) = 0 possui pelo menos uma
raiz o,,. Dividindo Q, (x) por (x — o), encontra-
mos um quociente Q,(x) eresto R, =Q;,(a,) =0.

Entao:

Qi (%) = (x = 0,) - Qy(x)

Ou seja:
P() = (x—0) (x=0p) - Qy(x)

Prosseguindo nesse raciocinio, chegare-
mos, apds um numero finito de divisoes, a
um polindmio constante Q, (x) =R, tal que:

P(x)=(x—0t;) (x=0ty) ... (x =01, )- Qp (X)
Através da identidade:

(x=0) (x=0t) s (x =0ty ) - k=

— D 2 (s
=ayx" +...+a, ,x +a, x+a,, é facil

percebermos que k=a_
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Entao:
Todo polinémio P(x) de grau n pode ser
escrito na forma fatorada:
P(x)=ag(x—04)-(x=01)...c(x —0t,),
onde a, é o coeficiente de X" no polinémio
P(x), ey, 0, ..., 0., sdo as n raizes de P(x).

Observagoes

1°) Toda equagao polinomial de grau n admi-
te n raizes (reais ou imagindrias).

29) Quando conhecemos uma raiz o da equa-
¢ao P(x) =0, dividindo P(x) por (x — o) en-
contramos o quociente Q(x), tal que:

P(x) = (x—0)-Q(x)
Entao:

P(x) =0 (x-0)-Q(x) =0 < (x =0 ou Q(x) =0)
Assim, as demais raizes de P(x) = 0 tam-

bém sao raizes da equagao Q(x) = 0.

Como o grau de Q(x) é uma unidade me-

nor que o grau de P(x) =0, dizemos que abai-
xamos o grau da equacao.

Exemplos

1°) Dada a equagao 2x3 - 3x? - 11x+ 6 = 0:
a) verificar que 3 é uma de suas raizes;
b) obter as suas demais raizes;
C) escrever esta equagao na forma fatorada.

Resolugao
a) Sendo P(x)=2x3-3x>-11x+6=0
P(3)=2-3%-3-32-11-3+6
P(3)=54-27-33+6=0
Logo, 3 éraizde P(x)=0
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b) Como 3 é raiz, podemos dividir P(x)
por (x — 3), encontrando resto nulo.

|2 -3 -11 6
2,0

Assim:
P(x)=(x-3) (2x2+3x-2)
As demais raizes de P(x) = 0 sdo as raizes
de 2x?+3x -2 =0, que sao:
-3+5

o B3ENOH16 _
4 4

x=—20ux=l
2

Entao, as demais raizes da equagao sao
1
-2e .
2

¢) A forma fatorada de P(x) é:

P(x) = 2(x - 3)(x —2)(X -%]

2°) Resolver a equagdo x*>—3x2+4x -2 =0,
em C, sabendo que 1 é raiz.

Resolugio

Dividindo P(x)=x3-3x?+4x -2 por (x—1),
temos:

Assim: P(x) = (x =1) (3 - 2x +2)
Fazendo x? —2x +2 =0, temos:

2+4/4-8 2+2i
X=—————=X=

2 2
x=1+ioux=1-1

Entdao:S={1,1+i,1-1i}

Equacdes Algéhricas
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39) Resolver a equagao:

2x* = 7x3 = 17x% +7x + 15 = 0, sabendo que
duas de suas raizes pertencem ao conjunto
{-2,-1,0,1, 2}.

Resolucao

Vamos dividir:

P(x)=2x*-7x3-17x>+7c+15 por (x+2),
(x+1), (x), (x—1) e (x - 2), até encontrarmos
resto zero.

-7 =17 7 15

-1 209

Como o resto é nulo, temos:

P(x) = (x+1) (2x3—9x%2 - 8x + 15)

As outras raizes de P(x) serdo as raizes de
2x3-9x2 —8x+15=0

Vamos dividir:

Q(x) = 2x3 - 9x2 — 8x + 15 sucessivamente
por (x+1), x, (x—1) e (x—2), até encontrarmos
resto zero.

9 -8 +15
-1 2 -11 3| 1220
9 -8 15

0 2 9 -8 15#0

-9 -8 15

Como o resto é nulo, temos:

Q) =(x-1) (2x2-7x-15)
Assim:

P(x)=(x+1) (x=1) 2x? —=7x-15)

Equacdes Algéhricas

As demais raizes de P(x) =0 serdo as raizes
de 2x2 - 7x - 15 =0, entao:

_ 71449+120 _7%13
4 4

x=50ux=_—3
2

-3
Assim: S = {—1/1,5,7}

Conforme vimos anteriormente, em uma
equagao algébrica de grau n, podemos ter, en-
tre as suas n raizes, m raizes iguais entre si.
Quando m raizes sdo iguais a um mesmo
numero o, dizemos que o ¢é raiz de
multiplicidade m da equagao, e, na forma fa-
torada, o fator (x — o) aparece exatamente m
vezes.

o é araiz de multiplicidade m de P(x)=0

g
P(x) = (x—0)™ -Q(x) e Qo) # 0

01. Componha uma equagao de grau 3 em
que o coeficiente do termo de maior grau é 3,
sabendo que 3 é raiz simples e 2 é raiz dupla.

Resolugio
3(x-2)(x-3)=0
3(x>—4x+4) (x-3)=0
3x3-7x2+16x-12)=0
3x3 -21x2+48x—-36=0
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02. (UEL-PR) As solugdes de uma das equa-
¢Oes abaixo, para um valor adequado de k,
sdo -2, 3 e 5. Qual é essa equagao?

a) x3+6x2-31x+k=0
b) x3+kx>-x+36=0

Q) 23 +6x2-x+k=0

d) 2x3-12x2-2x+k=0
e) 2x3-12x2+kx+20=0

Resolugio

a,(x+2)(x=3) (x=5)=0

a,(x*-=x—6)(x-5)=0

a,(x>—6x2—x+30)=0

Para a,=1, temos: X3 —6x> —x+30=0

Para a, =2, temos: 2x3 —12x% =2x + 60 =0

A equagdo procurada estd na alternativa D e o
valor dek é 60.

03. Sabendo-se que -2 ¢ uma raiz dupla
do polindmio P(x) = x3 + 3x2 — 4, entdo o con-
junto de todos os nimeros reais x para os

1

quais a expressao W esta definida é:
a) {xeRIxi—Z}

b) {xeR|x>—1}

) {x eRIx> 1}

d) {xeRIxi—Zexil}
€) nao sei.
Resolucio
P(x)=x3+3x?—4,;—2 é raiz dupla:

211 3 0 4
211

x—-1=0=x=1
Temos, entdio:
P(x)=(x+2)*(x-1)
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1
W édefinida para P(x) > 0 ou:

(x+2)%- (x—1)>0.

Como (x + 2)? é positivo ou nulo, devemos ter
x—1>0oux>1.

Resposta: C

04.(Fuvest-SP) As trés raizes de
9x3-31x-10=0sao p, qe2. O valor de p?+q?

7

e

a) 5/9 d) 26/9
b) 10/9 e) 31/9
) 20/9
Resolugio
2 | 9 0 -31 -10
| 9 18 5 10
Entido:

9x3-3Ix—10=(x—2) - (9x%2 + 18x + 5).
Assim:

5
X=—-—
~18+
9x2 +18x+5= 0= x = _OX12 3
18 1
X=—-=
3
512 1\ 26
2 2
+g=l-—=| +|—=| =—
P (3) (3) 9
Resposta: D

As relagdes de Girard (Albert Girard,
matematico frances, 1595-1632) sao relacdes
entre os coeficientes de uma equacao algébri-
ca e as raizes da mesma.

Analisemos inicialmente essas relacdes
para equagoes de 2°, 3° e 4° graus e, de modo
analogo, para equagdes de grau n.

Equacdes Algéhricas
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Consideremos a equagao:
ax*+bx+c=0 (az0)
Supondo que x, e X, sao raizes, temos:

ax® +bx+c=a(x—x;)(x=x,)

2, b c_ >
XT+—X+—=x" = (X1 X)X+ X1 X,

a a
Assim:
5 i = —
e
c
Xq "Xy =—
a
Exemplo
Sendo x, e x, raizes de x> —7x +8=0
-b 7
Xy tXy, =—=—=7
a 1
e

c 8
1 2 a 1

Consideremos a equagao:

axl+bx2+ox+d=0(a=#0)

Supondo que x;, X, € X, sdo raizes, temos:

ax3+bx?+cex+d = a(x—X;) (X—X,) (X—X;)
b c d

xP +=xP+=x+—=x7 = (X1 +X, +X5)x7 +
a a a

+(X1X5 +X1X3 +XpX3)X = X1 - X - X3

Assim:

a
C
X1X2 +X1X3 +X2X3 ==
a

X1XpX3 =——
a

Equacdes Algéhricas

Exemplo
Sendo x;, X, e x; raizes de

3x% —7x2 +8x+2=0
b 7

a 3

c 8
a 3
-2

X1X2X3 = ; = ?

Consideremos a equagao
axt+bx3+ o +dx+e=0 (az0)
Supondo que x;, X,, X5 € X, sao raizes da
equacao, temos:

ax* +bx® +ox? +dx +e=
=a(x=xq ) (x=x3) (x =x3) (x =x4)

b c d e
xt+ =+ =t +—=x+—=

a a a a
=xb+(xq +Xp +Xg X4 )Xg + (XX + X1 X5 +
+X X4 +XpX3 + XXy +x3x4)x2 +(X1XpX3 +

XXX 4 + XX 53X g +XpX3X 4 )X + XXX 53Xy

Assim:

b
X1 +X2 +X3 +X4 =—
a

C

a

d

X1X2X3 +X1X2X4 +X1X3X4 +X2X3X4 =—-—

a

e
X1 XpXgXy = —
a

Exemplo

Sabendo que 2 + i é raiz da equacao
2x* — 3x3 — 13x2 + 37x — 15 = 0, determine as
outras raizes.

Resolucao

Se x; =2 + i é uma raiz, entdo x, =2 — i
também é. (Isto serd demonstrado no proéxi-
mo maédulo.)
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X1 +Xo +X3 +Xy :2:(2+i)+
. 3
H2—1)+x5 +X4 =5
. 5
..X3 +X4 =—E
15

:>(2+i)(z_i)x3-x4=_175

. 3
..X3'X4 =—E

5
Como X3 +Xy4 =_E € Xj3-Xy =—5,x3ex4

sao raizes de 2x2+5x -3=0

Resolvendo, temos:

Xy =-3e x4=5

1
Entao, as outras raizes sao 2 —i, -3 e E

Consideremos a equacgao de grau n (n>1)
agx" +a,;x" ' +...+a, ,x*+a, ;x+a, =0

Sendo x;, X,, ..., X, raizes dessa equacao,
temos:

a,
X1 +Xg ot X, =——
o
)
X] 'X2 +X] X3 +...+Xn7] 'Xn =
g
n an
Xq Xy Xz e X, = (1) 2
a9

Exemplos

1°) Calcular o coeficiente m para que a
equacdo x*>+ mx? — 2x + 1 = 0 admita duas
raizes opostas.

Resolugao
Se o, — o e B sdo as raizes, temos:
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oat+(-0)+B=—-m=P=-m (I)
oa(-o)+of+(-a)p=2= —a’t=22 (1)
a(-o)p=-1=—-a’p=-1 (I

Substituindo (I) e (II) em (I1I), temos:

1
2 (-m=-1= m=->

2°) Calcular o coeficiente m de modo que a
equagao x3+ mx?+ 11x + m = 0 admita raizes
o, B, yque verifiquem a relacao o? + B2 +y? = 14.

Resolugao

o+PB+y=-m e af +ay+py=11

(O+B+y)2=02+B2+ P +20p+

+2 ay+2 By

02+ PZ+yE=(o+P+7)2+

-2 (ap+ay+py

Assim: o2 + B2+ ¥ =(-m)> -2 - (11)

Entao: 02 + % +y?>=m?-22

14 =m?2-22

m2=36=m=%6

01. (UFSCar-SP) Sabendo-se que a soma
de duas das raizes da equagao
x3 —7x%+ 14x — 8 = 0 é igual a 5, pode-se afir-
mar a respeito das raizes que:

a) sao todas iguais e nao nulas.

b) somente uma raiz é nula.

C) as raizes constituem uma progressao
geométrica.

d) as raizes constituem uma progressao
aritmética.

e) nenhuma raiz é real.

Resolugio

xX3-7x2+14x-8=0

Raizes: x;, X, e X5

Informagdo: x; +x,=5

Girard: x; + X, +x3=7=5+x;=7=

=x3=2

Equacdes Algéhricas




Complexos, Polinémios e Equacdes Algébricas

Como 2 é raiz, por Briot-Ruffini, temos

2|1 -7 14 s

|1 -5 4o
x2-5x+4=0
x=1 ou x=4
S=1{1,2,4}
Resposta: C
02. (ITA-SP) Se 0., B, y sao raizes da equagao
x3—2x2+3x—4=0,entéo,ovalordel+l+lé:
o By
1 3
a) N d) 5
1 3
b) 1 e) 3
3
c) 7
Resolugio
ay
l+l+l:]3~y+oc~y+oc~[5: ay _ 4y _3
a By oy ~3 —az 4
ag
Resposta: C

03. (Fuvest-SP) Sabe-se que o produto de duas
raizes da equagdo algébrica 2x3 —x2 + kx +4 =0
éigual a 1. Entdo, o valor de k é:

a) -8 d) 4

b) -4 e) 8

o 0

Resolugio

2x3 —x?+kx+4=0

Raizes: x;, x, e x,

Informagio: x; - x,=1

-4

Girard: x;-X, X3 =—

— 2

=-2

SX3=—
—2éraiz = P(-2)=0
2(2P—(2)?-2k+4=0
—-16—-4-2k+4=0
-2k-16=0
k=-38
Resposta: A

Equacdes Algéhricas

Consideremos a equacgao de coeficientes
reais:

n n-1 -
agxX"+ax"'+..+a, x+a,=0

Supondo que o nimero complexo z é raiz
da equagao, temos:

ayz"+a;z" '+ .. +a, ,z°+a, z+a,=0

Logo, o conjugado de:

ayz"+a;z" ' +...+a, ,z°+a, z+a,

também é zero, ou seja:

ayz" +a,;z" ' +...+a, ,z* +a, ;z+a, =0
Utilizando as propriedades do conjuga-
do, concluimos que:

n-1

ag-z" +a; -z H+

+a, 5 2  +a, ;-Z+a, =0

Dessa forma, z também é raiz da equagao
considerada.

Assim, concluimos que:
Se um namero complexo z = a + bi
(a € Reb e R), éraiz de uma equagao
algébrica de coeficientes reais, entdo o con-
jugado de z, Z=a—Dbi, também é raiz dessa
equacao.

Exemplo
Resolver a equagao x* —4x3+5x2-2x-2=0
sabendo, que uma raiz é (1 —i).

Resolucao

Se (1 —1i) é raiz da equagao

P(x)=x*-4x3+5x2-2x—-2=0, entao (1 +1)
também é raiz. Assim:
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P(x)=[x—(1+i)][x-(1-1)][x*-2x-1]

Fazendo x2—2x-1=0, temosx=1++2 ou
x=1-42
Logo:

s={1+i,1—1,1+ﬁ,1—ﬁ}

Importante

Demonstra-se que, numa equagao algébri-
ca de coeficientes reais, valem ainda as pro-
priedades:

1%) Se z é raiz de multiplicidade m, entdo z
também sera raiz de multiplicidade m.

2?) Dada a equagao algébrica ayx" + a;x™!
+a’x, ,+..+ a,_;x+a_ =0 com coeficientes
inteiros, se o nimero irracional a + b¥yn (n
nao é um quadrado perfeito) for uma de suas

raizes, entdo o numero irracional a — byn
também serd raiz desta equagao.

Conseqiiéncias

1#) Numa equacao algébrica de coeficien-
tes reais e de grau impar, pelo menos uma de
suas raizes é real.

2%) Numa equacao algébrica de coeficien-
tes reais, a quantidade de raizes imagindrias
é sempre um numero par.

01. Uma equacao algébrica com coefici-
entes reais admite como raizes os nimeros
complexos2+1i,1-ie0. Podemos afirmar que
o grau dessa equagdo é, necessariamente:

a) par.
b) impar.

c) igual a trés.
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d) menor ou igual a seis.
e) maior ou igual a cinco.
Resolugio

Como a equagio tem coeficientes reais, além das
raizes 2 +1, 1—1ezero, ela admite também 2 —iel1+1i
como raizes. Logo, 0 menor grau possivel para essa
equacgio é 5.

Resposta: E

02. Resolver a equagao x3-5x2+8x-6=0,
sabendo-se que 1 +i é uma de suas raizes.

Resolugio

Sendo a equagio de coeficientes reais, se 1 +1é
umaraiz, entdo 1—1também serd raiz desta equagdo.
Assim, jd temos duas das trés raizes da equagdo. Pe-
las relagoes de Girard, temos:

X1 +X, +X5 =—z—1,ouseja, (1+1)+ (1-) +x;=5
0
~x3=3

V={1-i,1+13}

03. Sendo 4++/21i e +/5 raizes do polino-
mio P(x) = 2x5 — 22x* + 74x3 + 2x2 — 420x + 540,
entdo a soma dos quadrados das raizes reais
desse polinomio é:

a) 17

b) 23

c 19

d) 25

e) 21

Resolugio

Sendo a equagdo de coeficientes inteiros, se
4+2ie~J5 sio raizes, entdo 4—~2ie—~/5
também sdo raizes desta equagdo. Assim, jd temos

quatro das cinco raizes da equagdo. Pelas relagoes de
Girard, temos:

Xy +X, X5+ X, + X5 = e seja,
a9
(4+ﬁi)+(ﬁ)+(4—\/§i)+(—\/§)+x5 =11
sx=3
Equacdes Algéhricas
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As raizes reais s@o: /5 ,— /5 e3.

A soma dos quadrados das raizes reais é:

(£)2+(—J§)2+32 =19

Resposta: C

Vimos até aqui que, para resolvermos uma
equagao algébrica P(x) =0 de grau n, devemos
descobrir uma raiz o e dividir P(x) por
(x— o), recaindo em uma equagao Q(x) =0 de
graun-—1.

Consideremos uma equagao

P(x)=ax"+ax"1+..+a ;x+a,=0
coma,,a, j, ..., a, a; e, inteiros (a, z0ea, =0).
Supondo que o inteiro é raiz de P(x) = 0,
temos:
P(a)=0

n n-1 =
ao"+a0" +...+a, o +a, =0

= _ n_ n-1 _ _
a, =-—a,o a o e an o
= n-1 n-2
a, = a0 -a,0"*—-...—a, )
a
n _ n-1 n-2
I _aoa —a10( _..._an71

inteiro
. al’l 7 7. .
Assim, ; também é inteiro e, portanto:

o é divisor de a,

Observagao

Com esta propriedade, quando tivermos
uma equacgao algébrica de coeficientes
inteiros, podemos descobrir as suas raizes
inteiras (se existirem). Para tanto, devemos
pesquisar todos os divisores (positivos e
negativos) de a_, o termo independente da
equacao.

Equacdes Algéhricas

Exemplo
Resolver a equagao:

23 -11x2+17x-6=0

Resolugdo

As possiveis raizes inteiras da equagao sao
os divisores de -6, ou seja, +1, +2, +3, +6.

Pesquisando as raizes:

2 11 17 -6

11 2 -9 8 2
-11 2 -13 30 36
2 2 7 0 i

2 é uma raiz de P(x) = 0, entao
P(x) = (x—2) (2x2 - 7x+3)

1
2x2—7x+3=0=>X=E oux=3

~S ={2, L 3}
2

Observagao

Podemos notar que a equagao tem
outra raiz inteira, o numero 3, que é um
divisor de a,, = —

Consideremos a equagao:
ax3+bx2+cx+d =0, com coeficientes a, b,

cedinteiros (a z0ed £0).
p

Supondo que o nimero racional o =-—(p
q

e q inteiros e primos entre si) é raiz da equa-
¢ao, temos:

3 2

+b- P e Pig=o
q

@wirs
@Nrc
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a-p®+b-p’-q+ep-q*+d-q*=0 (I)

De (I) temos:
ap’+(b-p*+c-p-q+d-g*)-q=0
ap®

er1t§ob-p2+c-p.(;1+C1.q2=_T

ap3

Comob-p2+c'p-q+d-q2éinteiro,?
¢ inteiro.
Como p e q sdo primos entre si,

q é divisor de a

Também de (I) temos:
(a.p2+b.p.q+c.q2).p+d.q3 =0

3
er1téo,a-p2+b-p-q+c-qz=—d'_q

p
Comoa-p>+b-p-q+c-qé inteiro,
3
d-q é inteiro.
p

Como p e q sao primos entre si,

p é divisor de d

Assim, na equagdo ax® + bx> + cx+d =0 as

possiveis raizes racionais P o tais que p é
q

divisor do termo independente d, e q é divisor do

coeficiente do termo de maior grau da equagao.

Generalizando, temos:
Se o= B(p e q primos entre si) € uma
q

raiz racional da equacgdo de coeficientes
inteiros:
n n+1 2 =
agxXM+a;x™+ . +a x*+a, x+a, =0
(a, #0ea; #0), entao p édivisordea,eqé
divisor de a,

a8 . PV2D-06-MAT-71

Exemplo
Resolver a equacgao:
2x3+x2+x-1=0
Resolugao
Os divisores do termo independente sao:
+1 e -1
Os divisores do coeficiente do termo de
maior grau sao:
+1l e £2
Os tnicos valores racionais possiveis para
raizes da equacgao sao:
1 1

+1, -1, E e —E

Pesquisando estes valores, temos:

2 1 1 -1
1 2 3 4 3
-1 2 -1 2 3
112 2 2] 0]
2

N |

Assim, — éraizeaequagao pode ser escrita:
15,2
x—— |(2x* +2x+2) =0
2

Resolvendo a equacao 2x2 +2x +2 =0, temos:

01. Entre as fracoes

3357657119 13
4’7°8°8"10"11°12°13"15 ~ 6
podem ser raizes da equagao

16x° + ax® + bx* + ox3 + dx2 + ex + 45 = 0,
com a, b, ¢, d e e nimeros inteiros, as fragoes:

Equacdes Algéhricas
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3.5 D2 el
D 7% ETIET:
by 2eZ 3 5
) 15°% © e

3 1
9 713
Resolugio

Em todas as alternativas, exceto a primeira, em pelo
menos uma das fragdes ou o numerador ndo é divisor
inteiro de 45 ou o denominador ndo é divisor inteiro de 16.

Resposta: A

02. Obter todas as raizes, reais e nao reais,
da equagao: x3 —4x> + x +26 = 0.

Resolugio
pef{t1,£2,£13,+26} ¢ ge{+1}
Assim, P IS {i], +2,+13,£2 6} (possiveis raizes
q

racionais).
Parax=-2, temos:

|1 -4 1 26
-2‘1

~6 130

Portanto, —2 é uma raiz

6++/-16

x2—6x+13=0:>x=T:>
+
0%4i_ 540
2

V={-2,3+2i,3-2i}

Equacdes Algéhricas

03. Resolver a equagao: 2x3—7x2+6x+5=0
Resolugio
flx)=2x3-7x>+6x+5

Lo .. peD(5)
As possioels raizes racionais sao! — —— =
qe D(2)
Pe {ﬂ,il;iiié}
q 2 2
|2 -7 6 5

—%‘ 2 -8 10 0

Portanto, —1/2 é uma das raizes; as outras duas
sdo as raizes da equagio:

2x2—-8x+10=0
x2—4x+5=0
A=16-20=—4=4i?
4+4i° 442§
X=—--—=
2 2

2(2+1)

=221 ¢ assim:

1% ={—l;2—i;2+i}
2

X =
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