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Trigonometria

Razoes Trigonomeétricas no Tridngulo Retangulo

Definiremos algumas rela¢des e niimeros
obtidos a partir dos lados de tridangulos re-
tangulos. Antes, porém, precisamos rever al-
gumas de suas propriedades.

A fig. 1 apresenta um tridngulo onde um
de seus angulos internos é reto (de medida

90° ou %rad ), 0 que nos permite classifica-lo

como um tridngulo retangulo.

C
B
a
b
o .
B C A
figura 1

Lembremo-nos de que, qualquer que seja
o triangulo, a soma dos seus trés angulos in-
ternos vale 180°. Logo, a respeito do triangu-
lo ABC apresentado, dizemos que:

o +B+90°=180° = o +B =90°

Com isso, podemos concluir:

1) queosangulos o.esao complementares,
isto é, sao angulos cujas medidas somam 90°;

2) uma vez que sao complementares, am-
bos terdo medida inferior a 90°.

Portanto, dizemos que todo triangulo re-
tangulo tem um angulo interno reto e dois
agudos, complementares entre si.

De acordo com a figura, reconhecemos nos
lados b e c os catetos do triangulo retangulo e
em a sua hipotenusa.

Lembremo-nos de que a hipotenusa sera
sempre o lado oposto ao angulo reto e, ainda,
o lado maior do tridngulo. Podemos
relaciona-los através do Teorema de

Razoes Trigonométricas no Tridngulo Retangulo

Pitagoras, o qual enuncia que o quadrado sobre
a hipotenusa de um tridngulo retangulo é igual a
soma dos quadrados sobre os catetos (sic) ou, em
linguajar moderno, “a soma dos quadrados
dos catetos é igual ao quadrado da
hipotenusa de um tridngulo retingulo”.

Aplicado ao nosso triangulo, e escrito em
linguagem matematica, o teorema seria ex-
presso como segue:

a?=b*+ 2

A fig. 2 ilustra um triangulo retangulo co-
nhecido como tridngulo pitagodrico, classifi-
cacao devida ao fato de que, segundo a tradi-
¢do grega, através dele Pitdgoras enunciou
seu Teorema.

C
B
5
3
¢ o
B 2 A

De fato, as medidas de seus lados (3,4 e 5
unidades de comprimento) satisfazem a sen-
tenca 52 = 32 + 42,

Apesar de nos apoiarmos particularmen-
te no triangulo pitagorico, as relagdes que ire-
mos definir sao validas para todo e qualquer
tridangulo retangulo. Apenas queremos, des-
sa forma, obter alguns resultados que serao
comparados adiante.

Definimos seno, co-seno e tangente de um
angulo agudo de um tridangulo retangulo pe-
las relagdes apresentadas no quadro a seguir:
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Trigonometria

cateto oposto ao angulo

seno do angulo = :
hipotenusa

cateto adjacente ao angulo

co-seno do angulo = :
hipotenusa

cateto oposto ao angulo

tangente do angulo = - —
cateto adjacente ao angulo

A partir dessas defini¢des, o cdlculo de
seno, co-seno e tangente do angulo «, por
exemplo, nos fornecerdo os seguintes valores:

_3_
sen o, —5—0,6
4
Cos O —3—0,8
_3_
tga—z—0,75

Ao que acabamos de ver, aliemos um co-
nhecimento adquirido da Geometria. Ela nos
ensina que dois triangulos de lados propor-
cionais sao semelhantes.

Se multiplicarmos, entdo, os comprimen-
tos dos lados de nosso triangulo por 2, tere-
mos um triangulo pitagoérico semelhante,
com os novos lados (6, 8 e 10) igualmente sa-
tisfazendo o Teorema de Pitagoras.

Na fig. 3, apresentamos o resultado dessa

operagao, em que mostramos o triangulo
ABC, ja conhecido na fig. 1, e A;BC,.

¢
5 p
¢ 6
5 B3
B ra— A

Observemos que os angulos o. e f perma-
necem sendo os angulos agudos internos do
triangulo recém-construido.

8 \\ PV2D-06-MAT-81

Lancando mao das medidas dos novos
lados A;B, BC, e A,C; (respectivamente 8,
10 e 6 unidades de comprimento), calculemos,

para o angulo o, os valores de seno, co-seno e
tangente:

6
sena—m—0,6
8
cosoc——10 =0,8
6
tgu—§—0,75

Nosso intuito, na repeticao dessas opera-
¢Oes, é mostrar que, nao importando se o tri-
angulo é maior ou menor, as relagdes defini-
das como seno, co-seno e tangente tém, indi-
vidualmente, valores constantes, desde que
calculados para os mesmos angulos.

Em outras palavras, seno, co-seno e
tangente sdo funcdes apenas dos dngulos
internos do tridngulo retangulo, e ndo de
seus lados.

Além das razdes com que trabalhamos até
aqui, sdo definidas a co-tangente, secante e
co-secante de um angulo agudo de triangulo
retangulo através de relagdes entre seus la-
dos, como definimos no quadro a seguir:

cateto adjacente ao angulo
cateto oposto ao angulo

cotgdoangulo=

hipotenusa
cateto adjacente ao angulo

secdoangulo =

hipotenusa
cateto oposto ao angulo

cossec do angulo =

Por exemplo, para um triangulo retangulo
delados 3,4 e 5 unidades de comprimento, como
exibido na fig. 6, terilamos, para o angulo «,

Razoes Trigonométricas no Tridngulo Retingulo
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Tabelas de Razdes Trigonométricas

4 C
cotg o = E Arco Sen Cos Tg
5 B 0° 00000 1,0000 0,000
sec o = 4 5 100175 09998 00175

3
2° 00349 09994 0,349

cosec o0 = —

3° 0052 0998 0,052
a . 4° 00698 09976 0,069

B 4 A
- 5° 00872 0992 0,875

fig. 6

6° 0,1045 09945 0,1051
7° 0,219 09925 0,1228
8° 0,1392 00,9903  0,1405
9° 0,1564  0,9877  0,1584
10° 0,1736  0,9848 0,1763
11° 0,1908 0,9816 0,1944

Ja foi visto que em todo tridngulo retan- B

gulo os Angulos agudos sdo complementares. e

14° 0,2419 09703  0,2493

C 5 0,2588 0,9659  0,2679
16° 0,2756 09613  0,2867
B 17° 0,2924 0,9563  0,3057
18° 0,3090 09511 0,3249
a b 19° 0,3256 0,9455  0,3443
20° 0,3420 0,9397  0,3640
21° 0,3584 0,9336  0,3839
o ] 20° 03746 09272 0,4040
B C A 23° 0,3907 0,9205  0,4245
24° 0,4067 09135  0,4452
o+ B =9(° 25° 04226 09063  0,4663
26° 0,4384 0,8988  0,4877
Sabemos ainda que: 27° 04540 0,8910 0,5095
b 28° 0,4695 0,8829 0,5317
sen o0 = — sen B = £ 29° 0,4848  0,8746  0,5543
a a 30° 0,5000 0,8660 0,5774
COS Ol = £ cos B — E 31° 0,5150 0,8572  0,6009
a a 32° 0,5299 0,8480 0,6249
b 33° 0,5446 0,8387  0,6494
— — 34° 0,5592 0,8290 0,6745
tg ¢ C tg B 854 0,5736 0,8192  0,7002
C b 36° 0,5878  0,8090 0,7265
cotgo = — cotgP =— -
b c 37 0,6018 0,7986  0,7536
» . 38 06157 07880 07813
Verifica-se facilmente que: —
sen o= cos [3; cos o= sen f3; 40° 06428 07660 0,891
tg o= Cotg B Cotg o= tg B 41° 0,6561 0,7547  0,8693

42° 0,6691  0,7431  0,9004
43° 0,6820  0,7314  0,9325
44° 0,6947  0,7193  0,9657
45° 0,7071 70710,  1,0000
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Arco
46°
47°
48°
49°
50°
51°
520
53°
54°
55°
56°
57°
58°
59°
60°
61°
62°
63°
64°
65°
66°
67°
68°
69°
70°
71°
72°
73°
74°
75°
76°
77°
78°
79°
80°
81°
82°
83°
84°
85°
86°
87°
88°
89°
90°

Sen
0,7193
0,7314
0,7431
0,7547
0,7660
0,7771
0,7880
0,7986
0,8090
0,8192
0,8290
0,8387
0,8480
0,8572
0,8660
0,8746
0,8829
0,8910
0,8988
0,9063
0,9135
0,9205
09272
0,9336
0,9397
0,9455
0,9511
0,9563
0,9613
0,9659
0,9703
0,9744
0,9781
0,9816
0,9848
0,9877
0,9903
0,9925
0,9945
0,9962
0,9976
0,9986
0,9994
0,9998
1,0000

Cos
0,6947
0,6820
0,6691
0,6561
0,6428
0,6293
0,6157
0,6018
0,5878
0,5736
0,5592
0,546
0,5299
0,5150
0,5000
0,4848
0,4695
0,4540
0,4384
0,4226
0,4067
0,3907
0,3746
0,3584
0,3420
0,3256
0,3090
0,2924
0,2756
0,2588
0,2419
0,2250
0,2079
0,1908
0,1736
0,1564
0,1392
0,1219
0,1045
0,0872
0,0698
0,0523
0,0349
0,0175
0,0000

Tg
1,0355
1,0724
1,1106
1,1504
1,1918
1,2349
1,2799
1,3270
1,3764
1,4281
1,4826
1,5399
1,6003
1,6643
1,7321
1,8040
1,8807
1,9626
2,0503
2,1445
2,2460
2,3559
2,4751
2,6051
2,7475
2,9042
3,0777
3,2709
3,4874
3,7321
4,0108
4,3315
4,7046
5,1446
5,6713
6,3138
7,1154
8,1443
9,5144
11,4301
14,3007
19,0811
28,6363
57,2900
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01. Um triangulo retangulo tem catetos
cujas medidas sdo 5 cm e 12 cm. Determine o
valor de seno, co-seno e tangente dos seus
angulos agudos.

C
p
a
5cm
o .
B 12 cm A
Resolugio

Para respondermos ao que se pede, necessitare-
mos do comprimento da hipotenusa do tridngulo.
Aplicando o Teorema de Pitdgoras, temos que

> =b*+c* = a’ =52+12° =169
Logo, a=13 cm. Assim, obtemos para seno, co-

seno e tangente dos dngulos da figura, os seguintes
valores:

5 12 5

sen o= — cosou=— tgo=—
13 3

12 5 12

sen p=— cosp=—  tgPh=—

P 13 P 13 sP 5

02. Um observador avista, de um ponto
A, o topo de um edificio num ponto B, e, me-
dindo a distancia de A até a base do edificio,
ele encontra 234 m. Sabendo-se que a linha
AB forma com a horizontal um angulo de 39°,
determinar a altura aproximada do edificio,
desprezando a altura do observador.

(Dados: sen 39°=0,63; cos 39°=0,78; tg 39°=0,81)
B

39° o

A

234

Razoes Trigonométricas no Tridngulo Retingulo




Resolugio

h

234
0,81-234=h

h=189,54

tg 39°=

03. (UFPa-PA)

No tridngulo retangulo da figura temos:

1
I) sent =E I1T)

E
2

tgt=2

Il) sect=

B

. t

A 2 C

As afirmativas verdadeiras € (sao):
a)l d)[lelll

b) I el lelll
o)1

Resolugio

B

2
x2=22+ x\/_
1£

—= DF
= )

sen t=

$)]

sect= 7:> mv

1
tgt= 7= IIDF  Resposta: B

Razoes Trigonométricas no Tridngulo Retangulo

Trigonometria

Uma vez definidos os conceitos de seno,
co-seno e tangente de angulos agudos inter-
nos a um triangulo retangulo, passaremos a
determinar seus valores para angulos de
grande utilizacdo em diversas atividades
profissionais e encontrados facilmente em si-
tuagoes cotidianas.

Por exemplo, na Mecanica, demonstra-se
que o angulo de langamento, tomado com rela-
¢ao a horizontal, para o qual se obtém o maxi-
mo alcance com uma mesma velocidade de tiro,
é de 45° uma colméia é constituida, interior-
mente, de hexagonos regulares, que por sua vez,
sao divisiveis, cada um, em seis triangulos
eqiiilateros, cujos angulos internos medem 60°;
facilmente encontram-se coberturas de casas,
de regides tropicais, onde nao ha neve, com
angulo de inclinagao definido nos 30°, etc.

Vamos selecionar, portanto, figuras pla-
nas em que possamos delimitar angulos com
as medidas citadas (30°, 45° e 60°). Para isso,
passaremos a trabalhar com o quadrado e o
triangulo eqtiilatero.

Observemos, na figura 4 e na figura 5, que
a diagonal de um quadrado divide angulos
internos opostos, que sao retos, em duas par-
tes de 45°, e que o segmento que define a
bissetriz (e altura) de um angulo interno do
triangulo eqtiilatero permite-nos reconhecer,
em qualquer das metades em que este é divi-
dido, angulos de medidas 30° e 60°.

30°
d a h l
45° o o 609
a 172
Figura 4 Figura 5
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Primeiramente, vamos calcular os com-
primentos da diagonal do quadrado
(identificada na figura 4 por d) eaaltura /i, do
triangulo eqtiilatero (figura 5).

Uma vez que as regides sombreadas nas fi-
guras sao triangulos retangulos, podemos apli-
car o teorema de Pitagoras para cada um deles.

Para o meio-quadrado, temos que:
P=?+a>=d>=2-a?

sd=a2

Quanto ao triangulo eqtiilatero, podemos
escrever o seguinte:

s (1Y, 2 2 o P
l=§ +h:>h=l—zz>

2
2
Sabemos, agora, que o triangulo

hachurado no interior do quadrado tem

catetos de medida a e hipotenusa a2 . Para
o outro triangulo sombreado, teremos catetos

N NEY

de medidas 7 e enquanto sua

hipotenusa tem comprimento [.

Passemos, agora, ao calculo de seno, co-
seno e tangente dos angulos de 30°, 45° e 60°.

Tomando por base o tridngulo eqtiilatero
da figura 5, e conhecendo as medidas de seus
lados, temos:

I

300_2—1.1—1
sen =TT
W3

o2 A3

COS30°=7_ ] _7

12 \\ PV2D-06-MAT-81

o_2_2 _ 1L 2 _1 3 5
830°=% "3 2B B B3
2
13
o h__2 _AN3
sen60—l ] 5
1
o_2_ 1 1_1
cos60—l 2 173
V3
ol _ 2 _ N3 2 _
tg60—T—T—T'T—£
2 2

A partir do quadrado representado na figu-

ra4, delados a e diagonal av2, podemos cal-
cular:

a a 1 2 2
sen45°=—=—==—=-—==——
d a/2 2 V2 2
a a 1 V2 2
cos45°=—=—fF==—"F7% " —7==—
d a2 V2 V2 2
a
tg45°=—=1
& a

Os resultados que obtivemos nos permi-
tem definir, a seguir, uma tabela de valores
de seno, co-seno e tangente dos angulos nota-
veis, que nos sera extremamente ttil.

30° 45° 60°

sen L E E
2 2 2

0s ¥ Yz 1
2 2 2

tg g 1 V3’

Razoes Trigonométricas no Tridngulo Retingulo




01. A partir dos dados apresentados na figu-
ra, determinar as medidas indicadas por x e y.

12 cm X

30° o

Resolugio
Uma vez conhecidos um dngulo interno do tridn-
gulo retdngulo apresentado (30°) e sua hipotenusa, para
calcularmos x (cateto oposto a 30°), podemos fazer:
1 x

X
O = =— = =
sen 30 22" 12 x=6cm

Notemos que, agora, temos duas relagdes
trigonométricas possiveis de serem usadas (co-seno e tan-
gente), pois jd conhecemos o cateto oposto e a hipotenusa
do tridngulo, e as duas razdes que citamos utilizariam o
cateto adjacente a 30°, nossa incégnitay. Logo,

3 _y

0s30°=L o5 ¥ Y
12 2 12

y=6«/§cm

02. Ostriangulos ABC e BCD da figura sao
retangulos em B, sendo conhecidos os angulos

BAC=30°e BDC=60°,alémde AD=2 cm. Pede-
se calcular os comprimentos indicados por x, iy e z.

C
X Y
5] 60° 30°
B Z D 2 cm A
Resolugio

E ficil notarmos que o segmento BC ¢ lado de
ambos os tridngulos retangulos, e que BD sobre-

pde-se parcialmente a AB. Citamos apenas catetos
opostos e adjacentes aos angulos conhecidos. E
aconselhdvel, portanto, a utilizagdo da relagdo

Razoes Trigonométricas no Tridngulo Retangulo
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definida como tangente.
Com isso, temos para o tridngulo ABC,

x V3
om——=2x=—-(z+2) ()
g 30 zZ+ 3
Para o triangulo BCD, podemos dizer que:

tg60°=§=>x=2~ﬁ (In)

Igualando-se (1) e (11), temos que:
g (z+2) = z4d3 =

=z 4+ 2 =32 = 2 =2z =
z=1cm
Substituindo-se esse resultado em (1), por ser a

equagdo mais simples, calculamos:

x=\/§cm

Aincdgnitay éamedida da hipotenusa AC do
triangulo ABC. Uma vez que conhecermos agora seus
dois catetos, podemos nos dar ao luxo de escolher
qualquer fungdo trigonométrica para utilizar, desde
que opere com a referida hipotenusa, ou mesmo utili-
zar o teorema de Pitagoras. Podemos fazer, entdo,

sen 30° = X :yz@ = y=2\/§cm
y £

2
Portanto, os comprimentos x, y e z pedidos sio

iguais, respectivamente, a \/5 cm, 2\/5 cmel cm.
03. (FCMSC-SP) Na figura, o perimetro do
triangulo ACD é:

a) 3+43+26 d) 5v3

b) 3+443 e) 6
Q) 3+43+46
A
450
2 h
60° o
B D C

PV2D-06-MAT-81 / 13




Trigonometria

Resolugio
A
45°
ya
2
h
60° ol y

B D C
No AABD, temos:

V3 h 5

sen60°=£ —=—=h=
2 2 2

No AADC, temos:
tg45°=l=>1:%:>y:h:ﬁ
sen45°—z:>—2=—3:>z=x/€

z 2 z

.~ operimetrodo AACD éh+y+z=2/3 +/6
Resposta: E

E comum a necessidade de obtermos uma
razao trigonométrica, para um angulo, a par-
tir de outra razdo cujo valor seja conhecido,
ou mesmo simplificar expressodes extensas en-
volvendo vdrias relagdes trigonométricas
para um mesmo angulo.

Nesses casos, as identidades trigonomé-
tricas que iremos deduzir neste topico sao fer-
ramentas de grande aplicabilidade.

Antes de demonstré-las, é necessdrio que
definamos o que vem a ser uma identidade.

Identidade em uma ou mais varidveis é
toda igualdade verdadeira para quaisquer va-
lores a elas atribuidos, desde que verifiquem
as condigdes de existéncia da expressao.

1 \. PV2D-06-MAT-81

, 2 2x7+4
Por exemplo, aigualdadex+ — = ———

X 2x
éuma identidade em x, pois é verdadeira para
todo x real, desde que x #0 (divisdo por zero é

indeterminada ou inexistente).

C
p
Fig. A a b
a [«]
B c A

Vamos verificar agora como se relacionam
as razoes trigonométricas que ja estudamos.
Para isso, faremos uso do triangulo ABC apre-
sentado na figura A, retangulo em A.

Aplicando as medidas de seus lados no
teorema de Pitagoras, obtemos a seguinte
igualdade:

B2+ 2=g2

Dividindo os seus membros por a?, nao
alteraremos a igualdade. Assim, teremos:

b ¢?

a2 (b)Y (cY
= + 5 = 3 = | — + | — =1
a a a a a

Observemos que as fra¢des entre parén-

teses podem definir, com relagao ao nosso tri-
angulo, que

sen?o+cos’0=1 e cos?f+sen?f=1
Podemos afirmar, portanto, que a soma

dos quadrados de seno e co-seno de um an-
gulo x é igual a unidade, ou seja:

sen?x + cos?x =1

Expliquemos o significado da particula co,
que inicia o nome das relagdes co-seno, co-
tangente e co-secante. Ela foi introduzida por
Edmund Gunter, em 1620, querendo indicar
arazao trigonométrica do complemento. Por

Razoes Trigonométricas no Tridngulo Retingulo




exemplo, co-seno de 22° tem valor idéntico
ao seno de 68° (complementar de 22°).

Assim, as relacdes co-seno, co-tangente e
co-secante de um angulo indicam, respecti-
vamente, seno, tangente e secante do com-
plemento desse dngulo.

Assim, indicando seno, tangente e secante
simplesmente pelo nome de razao, podemos
dizer que

co-razao x = razao (90° —x)
Facilmente podemos concluir, com base no
triangulo apresentado na figura A, que:
sen = cos o

sen o= cos 3

tg B =cotg a
sec 3 = cossec o,

tg o= cotg B

sec o= cossec 3

Facamos um outro desenvolvimento. To-
memos um dos angulos agudos do triangulo
ABC, dafigura A. Por exemplo, o. Dividindo-
se sen 0. por cos 0, obtemos:

b
senat 5, b a b
Ccos I c a c c
a

De forma analoga, o leitor obtera o mesmo
resultado se tomar o angulo B. Dizemos, por-
tanto, que, para um angulo x, tal que cos x #0,

sen X

tg X =
5 Cos X

Podemos observar, também, que a razao

b

o que representa tg o, se invertida (passan-

C
doa E)’ vem a constituir cotg o.. Em virtude

disso, e aproveitando a identidade enuncia-
da anteriormente, podemos dizer que, para
todo angulo x de seno nao-nulo:

1 Cos X

cotgx=——-=
& tg X

sen X

Razoes Trigonométricas no Tridngulo Retangulo
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Tais inversdes ocorrem também em se tra-
tando das rela¢des seno, co-seno, secante e
co-secante. Vejamos que:

b
sen o.=— cos o

ol ala

a
cosec oL = — sec o

b

Teriamos encontrado inversdes seme-
lhantes se utilizassemos o angulo .

Dizemos, assim, que, para um dado angulo x,

sec X =
Cos X

cosec X =
sen X

desde que seja respeitada a condig¢ao de os
denominadores dos segundos membros des-
sas identidades nao serem nulos.

Passaremos a exemplificagao de situagoes
em que poderao ser empregadas as identida-
des aqui demonstradas. Nao sem antes apre-
sentar, de forma resumida, o resultado das
demonstragdes com que nos detivemos aqui,
o que faremos no quadro exibido a seguir.

1) sen?x + cos?x =1
2) co-razao (x) = razao (90° — x)

3) tgx= sen X =0
) 2 — (cos x = 0)
4 ’ 1 cos X .
= — = ¢

) cotgx tg X sen x (senx #0)

5) secx = (cos x #0)
Cos X
6) cosec x = (senx #0)
sen X
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Outras Identidades Trigonométricas
a) Demonstre que sec?x = tg?x + 1

Resolugido

Desenvolveremos a demonstracao a par-
tir do primeiro membro da identidade apre-
sentada, procurando chegar a expressao dada
no segundo membro.

Lembremos que:

2. sen?x+ cos?x=1

1 .
3. secx = , respeitando-se, para 1l e 3, a
X

condicao de que cos x # 0. Portanto:
2

2 1 sen” x +cos” x
sec’x=——5—= 5
cos” x cos” x
2
2 sen’x  cos” X
sec'X=——5—+——>
cos” X cos” X
B oo i
secx=tg"x+1 (cqd)

b) Mostre que cossec? x = cotg?x + 1.

Resolugao

Usando o mesmo mecanismo desenvolvi-
do no exemplo anterior e com o apoio das iden-

tidades trigonométricas deduzidas nessa se-
¢ao, podemos dizer que, para sen x #0,

’ 1 sen’x +cos” x
cossec” x = ———= 5
sen”x sen“x
, sen’x cos’x
cossec’x = — 5
sen“x sen”x

cossec’x = cotg?x+1  (cqd)
Observacio — As identidades demonstra-
das nos exemplos a e b sao denominadas
identidades trigonométricas auxiliares.
Ao quadro-resumo anterior, podemos ane-
xar, entao, as identidades.

7) sec?x=tg*x+1 (cosx #0)

8) cossec?x = cotg?x+1 (senx #0)
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01. De uma tabela de razdes trigonomé-

. . ., b
tricas foi fornecido T como o valor do seno

de um angulo agudo. Pede-se determinar
cosseno, tangente, co-tangente, secante e cos-
secante desse angulo.

Resolugio

O fato de o Angulo referido no enunciado ser agu-
do (com medida entre 0° e 90°), significa que os valo-
res de todas as razoes trigonométricas que lhe digam
respeito sdo positivos. Esse assunto serd estudado,
quando envolvermos as relagdes trigonométricas com
arcos determinados no ciclo trigonométrico.

Denominando de x o nosso angulo agudo e apli-
cando as identidades fundamentais, podemos dizer que:

2
5
1) sen2x+cos2x=1=>[T] +oos’x=1=

16 — N
16 16 4
Como cos x >0, descartamos a solugio negativa.

Teremos, assim:

= C0S

Vi1

cos X = ——
4
Uma vez conhecidos seno e cosseno do dngulo,
poderemos calcular as demais razdes, pois todas po-
dem ser expressas em fungdo daquelas. Assim:

NG

2) tx_senx_ 4 N
N 71
4

1 11 11
3)cotgx=—=—— = cotgx = —-
) oolg tgx /55 8 J55 /55

55

cotg x =——
8 5
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02. Calcular sen x, sabendo-se que x é
agudo e que:

95

tgeX+cotgX =——
g g 10

cotgX—t x—ﬁ
g g 10

Resolugio
Somando-se as equagdes do sistema, membro a
membro, obtemos:

COSX_\/g

Zcotgx=\/§:> oy~ 2

5
€os X =——-sen x

Sabemos que sen”x + cos®>x = 1. Logo, substituin-

5
do-se cos x por 7 - sen x, teremos:

2
5
sen2x+[§-sen x) =1 =>

5sen’ x
- T 1

SEle X+

P 4
4sen’x+5sen’x=4 = sen x=§ =

sen x =

I+
wl| N

2
Como x é agudo, concluimos que sen x == .

03. Simplificar as expressoes:
a) E,=tgx+ cotg x —secx - cossec x

cotg x - sec x
b) By =———7—
2
cossec” x

Resolugio

Uma vez que podemos exprimir todas as razoes
trigonométricas em fungdo de seno e/ou cosseno, de-
vemos substituir cada termo das expressoes dadas por
relagdes convenientes.

Razoes Trigonométricas no Tridngulo Retangulo
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Senx  cos x 1 1
a) E; = + - .
COSX Semx COSX Senx
2 2
[, o Senx+cos x-1_ 1-1
1= =
Senx-cosx Senx-cosx
0
E,=—0 - E. =0
17 senx-cosx 1
cosx 1
- senx cosx 1 sen’x
2= 1 ~ senx 1
sen-x
E,=senx

04. (UFSCar-SP) O valor da expressao

2 —sen®x

5 tg2x é:
cos” X
a) -1 d) 1
b) -2 e) 0
c 2
Resolugio
2—sen’x P 2—sen’x sen’x
E=———-tg'x= 2 2
cos“x Cos“X cos“x

2
2—2sen’x 2'(1—53” x) 2cos’x
cos’x cos’x cos’x

Resposta: C
05. (FGV-R]) A fungao trigonométrica

sec x +sen x

equivalentea ————
cosec x +cos X

a) sen x d) cosecx
b) cotg x e) tgx
C) secx
Resolugio
1 1+ sen x-cos x
secx+senx  cosx VMY T osx
cossec x+cosx 1 T I+senx-cosx
+oosxy @ —————
sen x sen x
1+s X sen x _senx

cosx  _Il+senx-TOSX COSX
Resposta: E
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Trigonometria é uma palavra derivada do
grego, em que trigonos, equivalente a tridngu-
lo, e metrein, a mensuragao, revelam suas ori-
gens, ligadas ao estudo das relagdes entre os
lados e angulos de triangulos.

Mas antes de nos iniciarmos em seus fun-
damentos, € necessario que revisemos alguns
conceitos importantes.

Vamos considerar, para isso, a circunfe-
réncia da fig. 1a. Definimos como arco de cir-
cunferéncia cada uma das partes em que ela
é dividida por dois de seus pontos.

B

A

fig. 1a fig. 1b

Num caso particular, apresentado na fig.
1b, se esses pontos forem coincidentes, deter-
minam-se um arco nulo e um arco de uma
volta.

Daremos énfase, neste capitulo, aos siste-
mas de mensuracao de arcos e angulos, al-
guns deles definindo suas unidades de medi-
¢ao como determinada fracao de uma volta.
Essas unidades serao denominadas de angu-
lares. Porém, a medida de um arco pode ser
feita também em unidades lineares. Imagi-
nemos, por exemplo, um ciclista percorren-
do um trecho circular de um pista no decor-
rer de certa competicdo. Suponhamos que ele
tenha cumprido, na curva, um total de 50 m.
Dizemos, portanto, que o comprimento do
arco de circunferéncia descrito pelo ciclista é

18 \\ PV2D-06-MAT-81

de 50 m. Dessa forma, a medida de AB foi
expressa em unidades lineares.

—

Entretanto, para medirmos o mesmo arco
em unidades angulares, aplicarfamos um con-
ceito simples e importante da Geometria, que
define um angulo central como aquele que tem
seu vértice sobre o centro de uma circunfe-
réncia, como indicado na fig. 2 pelo angulo o.

fig.2

A

Notemos que seus lados determinam so-
bre a circunferéncia os pontos A e B e, sobre

ela, tomemos o menor arco AB. Dizemos que
amedida do arco é igual a medida do angu-
lo central que o determina ou que

m(AB)=o.

Como conseqtiéncia disso, poderemos uti-
lizar as mesmas unidades angulares para
medirmos tanto arcos de cincunferéncia
quanto angulos formados por um par de
semi-retas.

Arcos e Angulos




Os sistemas de unidades angulares defi-
nidos para a medigao de arcos e angulos mais
utilizados atualmente sdo o circular e o
sexagesimal, que expressam suas medidas em
radianos e em graus, respectivamente, exis-
tindo também o sistema centesimal, no qual
é definida a unidade grado.

Passemos agora as suas definigdes.

Por definicao, 1 grau € o arco equivalente

a % da circunferéncia, ou seja, em um arco

de volta completa, ou de uma volta, cabem
360°.

B|
fig. 3
Observando a fig. 3, notamos que as retas

4 4
AA' e BB, perpendiculares entre si, dividem

a circunferéncia em quatro arcos de mesma
medida, referentes a quatro angulos centrais
retos.

Com isso, concluimos que:
1 angulo reto = 90°

2 angulos retos = 180°

3 angulos retos = 270°

4 angulos retos = 360°

O grau comporta ainda os submultiplos

minuto (') e segundo (”), de forma que
1°=60" e 1'=60"

Devemos ressaltar que, apesar de terem
nomes idénticos, os minutos e segundos que
usamos na quantificacdo de tempo nao tém

Arcos e Angulos
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nenhuma correlagdo com os minutos e segun-
dos que acabamos de definir como submultiplos
do grau, ando ser por constituirem também um
sistema sexagesimal de unidades. Veremos mais
adiante, por exemplo, que o arco descrito pela
extremidade do ponteiro dos minutos, no trans-
curso de um minuto, ndo mede 1’, mas sim 6°.

Exemplo

Se o e B sdo arcos que medem, respectiva-
mente, 83° 30" 39” e 12° 43’ 45”, determinar as
medidas de o+ P e o —f:

Resolugio

Para calcularmos a soma dos arcos dados, deve-
mos operar em separado as quantidades em graus,
minutos e sequndos, como exibido abaixo:

83° 30" 39"
+ 12° 43" 45"
95° 73" 84"

Como as quantidades em minutos (73") e
segundos (84”) excedem 60 unidades, pode-
mos fazer

73'=60"+13"=1°13"e

84 =60" +24” =1"24", ou seja,

73847 =1°(13+1) 24" =1° 14" 24"

Logo, a soma dos arcos sera dada por
o+ P=96°14’ 24”

Montemos agora a operagao de diferenca
entre os arcos fornecidos:

83° 30" 39"
— 12° 43" 45"

Verificamos aqui que existem minuendos
menores que os subtraendos (30’ <43’ e 39" <45”),
0 que nos levaria a resultados negativos ao ope-
rarmos minutos e segundos.

Um artificio simples para contornarmos
essa dificuldade é “emprestarmos” 1° e 1" do
minuendo e transforma-los em 60 minutos e
60 segundos, respectivamente, adicionando-
os, em seguida, as quantidades ja existentes
dos mesmos submultiplos.
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Teremos, dessa forma, a seguinte operagao:

a=383°30"39" =

o =(83-1)°(30 +60—1) (39 + 60)"

Assim, o= 82° 89’ 99”

A diferenca entre a e 3 pode ser calculada
operando-se separadamente as quantidades
em graus, minutos e segundos, como fizemos
na adigdo e apresentamos a seguir:

82° 89" 99"
12° 43" 45"
70° 46' 54"

Obtemos, portanto,

o— B =70°46" 54”

Definimos como 1 grado o arco equiva-

1 . A e
lentea 200 da circunferéncia, isto ¢, em uma

circunferéncia ou arco de uma volta cabem
400 gr.

BV
fig. 4

Tomando-se por base a fig. 4, é facil con-
cluir, portanto, que:

1 angulo reto = 100 gr

2 angulos retos = 200 gr
3 angulos retos = 300 gr
4 angulos retos = 400 gr
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A unidade grado, como sistema de
mensuragao centesimal de arcos e angulos,
nao foi empregada com a mesma intensidade
com que se trabalha hoje, em varios paises
do mundo, com unidades do sistema métrico
decimal, voltadas a medigao de comprimen-
tos, areas e volumes, baseadas na utilizagao
de poténcias de 10 para defini¢do de multi-
plos e submultiplos.

Em virtude de seu desuso, deixamos de
dedicar-lhe maior atencdo.

Um radiano é definido como o arco cujo
comprimento é igual ao do raio da circunfe-
réncia onde tal arco foi determinado.

B’

A

fig. 5
A partir dafig. 5, imagine que o arco AB

foi retirado. O segmento AB' obtido, tendo
comprimento igual ao raio da circunferéncia,

indica que m( AB) =1 rad. Podemos dizer, por-
tanto, que a medida de um arco, em radianos,
equivale ao niamero de vezes que o compri-
mento do raio cabe nesse arco, ou seja, sendo
I e R os comprimentos do arco e do raio da
circunferéncia, respectivamente, temos:

o= —
R

Lembramos que o comprimento de uma
circunferéncia de raio R é dado por 2nR. Uti-
lizando a relagdao apresentada acima, para
calcular em radianos a medida do arco de
uma volta, dividimos o comprimento da cir-
cunferéncia pelo seu raio, isto &,

a=%:>oc=2nrad

Arcos e Angulos




BV
fig. 6

Com esse resultado e com o auxilio da
fig.6, podemos dizer que:

. T
1 angulo reto = Erad

2 angulos retos = & rad

A 3n
3 angulos retos = 71‘ad

4 angulos retos = 2 wrad

Nao podemos esquecer que 1 é um niimero
real, de valor aproximadamente igual a 3,14.

Observacao — Um arco ou angulo medido
no sistema circular (em radianos) resulta
em um niimero adimensional, uma vez que
ele é fruto da divisao feita entre comprimen-
tos de arco e de raio, tendo-se o cancela-
mento de suas unidades. A utilizacdo de rad
acompanhando os valores das medidas de
angulos e arcos é uma convengao, indican-
do o sistema de mensuragao utilizado.

Exemplos

1. Na circunferéncia da figura, de raio 9
cm, determinou-se, com os lados do angulo
central o, um arco de comprimento 10,8 cm.
Calcular, em radianos, a medida de o:

Arcos e Angulos

Trigonometria

() 10,8 cm

Resolugio
De acordo com a definigdo de radiano, temos

I 108

R

= = o = 12rad

2. Na figura abaixo, conhecidos o raio de 4
cm do arco de circunferéncia e o angulo cen-
tral de 30°, calcular o comprimento, em cm,
do arco por ele determinado sobre a curva:

| X

4 cm

Resolugio

Podemos responder ao que foi pedido com o uso da
simples regra de trés.

Sabemos que um arco de volta completamede 360°
e tem comprimento 2nR, onde R é o raio da circunfe-
réncia.

Logo, sendo x o comprimento procurado, teremos:

X 2R 2n-4
—_— X =
30°  360° 12

2
x:?n cm=2,1cm
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Pelo que vimos quanto a unidade de me-
didas de arcos e angulos, obtemos a tabela
seguinte:

Arcos Graus Grados Radianos

1 reto 90° 100 gr grad

2 retos 180° 200 gr 7 rad
37

3 retos 270° 300 gr Trad

4 retos 360° 400 gr 2w rad

Para convertermos as medidas de arcos de
uma unidade para outra, € suficiente a aplica-
¢ao de uma regra de trés simples, tomando-se
para isso qualquer das equivaléncias exibidas
na tabela anterior.

A fim de operar-se com os menores valo-
res, nao fraciondrios, sugerimos a utilizacao
da relagao seguinte:

180° =200 gr =  rad

Exemplos
1. Transformar 45° em radianos e grados:
Resolugio

45° « o= 45°- © rad
180° mrad ~  180°

o= rad

4
45° o 45°-200 gr
= =>o=
180° 200 gr 180°
o =50 gr
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2n
2. Converter 3 rad para graus:

Resolugio

21

- Tad _ O 280
nrad  180° 3 -

Uma outra forma de realizarmos essa
conversao é substituirmos w rad por 180°,
como mostramos abaixo:

21 2-180°
o =?rad =0o=

= o =120°

01. A ilustracao abaixo representa arcos
de circunferéncias concéntricas, determina-
das pelo angulo central de 30°. Determine os
comprimentos, em cm, de x e [, indicados na
figura.

Resolugio
Converter 30° para radianos

30° o n
= = o0=— rad
180°  mrad 6
Aplicar arelagio O = R paraoarco de menor raio:
T
Oc=i=>£=é=>x=2cm
R 6 X

Aplicar a mesma relagdo ao arco de maior raio e
usar o resultado anterior:

Arcos e Angulos




T l t I 3n
—= S>—=—=]=—
6 x+1 6 3 6
l=—cm

x=2cme lzﬂcm
2

02. Determinar o angulo formado entre os
ponteiros de horas e minutos de um reldgio
que marca exatamente 16h 45min.

Resolugio

Para nos auxiliar na resoluc¢do deste problema,
esquematizemos um relégio, como abaixo, com suas
doze divisdes.

Cada uma das divisoes corresponde a um arco de
o

12
Seja o0 Angulo pedido. Da nossa ilustragdo, po-
demos dizer que:
ot+x=5-30°= a+x=150°
Para determinarmos o, resta-nos calcular x, isto
é, 0 arco “varrido” pelo ponteiro das horas nos 45
minutos passados das 16.

medida ,ou30°.

Sabendo-se que, para cada hora (ou 60 minutos),
o ponteiro menor percorre uma divisdo do mostrador
(ou 30°), montamos a regra de trés sequinte:

o

x  45min 30°- 45 (45)
= =X = = — = 22,50
30° 60min 60 2
Logo,

o =150°—x =150°-22,5°= | a.=127,5°

ou, se quisermos,| o.=127°30’

Trigonometria

03. Entre as 16 h e 17 h, os ponteiros de um
relégio formam um angulo de 65°. Pede(m)-se
o(s) horarios(s) exato(s) indicado(s) pelo relégio.

Resolugio

Comecemos por prever as possiveis situagdes dos
ponteiros. Eles poderdo formar 65° estando o pontei-
ro maior (dos minutos) antes ou depois do ponteiro
das horas, como indicam as figuras a seguir:

Caso 1

Caso 2

Nas ilustracdes acima, considere

x — arco “varrido” pelo ponteiro das horas des-
de as 16 h até o instante em questdo.

y — arco compreendido entre as marcagdes 12 e
4 do reldgio.

z — arco “varrido” pelo ponteiro dos minutos
desde a marca 12 do relégio até o instante considerado.

Para ambos os casos, y é facilmente calculado
fazendo-se

y=4-30°=120°

A questdo se prende a determinacio do niimero de
minutos passados das 16 h, em que o dngulo entre os
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ponteiros seja de 65°. Chamemos de m esses minutos
decorridos apds as 16 h. Teremos, assim, condigoes de
escrever 0s arcos X e z em funcgio de m.

Com efeito, se em cada 5 minutos o ponteiro maior
percorre um arco de 30°, podemos montar a regra de
trés sequinte:

z m
—= —=z=6m
30°  5min

Quanto ao ponteiro das horas, sabemos que ele
percorre 30° a cada 60 minutos.

X
Assim, —— = — =
" 30° 60 min 2
Passemos agora a andlise, caso a caso, dos arcos
apresentados nas figuras anteriores.
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Caso 1
m
X+y—z=65°= E+120°—6m=65°=>

11m .
7 =55°= m=10min

Caso2
m
z—(x+y)=65°= 6m—7—120°=65O =

11m _185°
> =

Entreas 16 e 17 h, os ponteiros terdo formado
entre si um dngulo de 65° no hordrio exato de

370 .
mzl—mzn

370 .
16 h 10 mine, 16 hT min,

Arcos e Angulos
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0 Ciclo Trigonometrico

As limita¢des que o triangulo retangulo
nos impode na utilizagdo das razodes
trigonométricas que estudamos até aqui sao
notdrias: seus angulos internos, passiveis de
aplicagao a essas relagdes, sao agudos.

Veremos que as razoes trigonométricas,
aplicadas agora a arcos de uma circunfe-
réncia, manterao as mesmas propriedades
que demonstramos ser validas quando uti-
lizadas com angulos agudos.

Inicialmente, deveremos definir uma
circunferéncia, em especial, sobre a qual in-
terpretaremos as nossas ja conhecidas ra-
zdes trigonométricas.

Tal circunferéncia recebe o nome de cir-
cunferéncia trigonométrica ou ciclo
trigonométrico.

Imaginemos, primeiramente, um sistema
de coordenadas cartesianas, como indicado
na figura 1.

Nos eixos re s, perpendiculares entre si, cada
ponto corresponde a um ndmero real e vice-
versa: cada nimero real tem um ponto associ-
ado em cada uma das retas. A intersecio dos
eixos, faremos corresponder o niimero zero,
tanto para o eixo r, das abscissas, como para o
eixo s, das ordenadas, constituindo o que cha-
mamos de origem dos eixos coordenados.

A

S

b P(ﬂ,b)

~v

0 a
Figura 1

0 Ciclo Trigonométrico

Assim, qualquer ponto do plano assim
determinado pode ser representado por um
par de niimeros reais, a que chamamos de
par ordenado. O ponto P, na figura, tera en-
tdo as coordenadas (a, b), sendo a a abscissa
de P e b a sua ordenada.

Na figura 2, fazemos surgir o ciclo
trigonométrico com centro na origem dos
eixos e raio unitario.

20 Qt_e s4 10 Qt_e
0B
1
C/ LA
-1 O 17
®
30 QLG -1|/D 4° QLE
Figura 2

Como conseqiiéncia, os pontos de inter-
secao da circunferéncia com o par de eixos,
indicados na figura por A, B, C e D, terao
coordenadas dadas, respectivamente, por
(1,0),(0,1),(-1,0) e (0, -1).

Esses pontos dividem o ciclo tri-
gonométrico em quatro arcos congruentes, aos
quais damos o nome de quadrantes, numera-
dos a partir de A no sentido anti-horario.

Por convengao, A, B, C e D sao apenas
limitadores dos quadrantes, nao pertencen-
do a nenhum deles. Por exemplo, D é ponto
que separa o 3° do 4° quadrante, mas nao
lhes pertence.
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Ha pouco, referimo-nos a associagao en-
tre pontos de uma reta e nimeros reais. Defi-
nida a origem de um eixo, um niimero real x
correspondera a um de seus pontos que diste
lx| da origem.

Assumindo aretareal da figura 3, se x>0,
o ponto estara a direita de 0. Caso contrario,
tal ponto estara localizado a esquerda de 0.

Na ilustragao, representamos os pontos

associados aos niimeros —\/g ,—1,0,1,2,3em,
a titulo de exemplo.

~N3 -1 0 1 2 3=

Figura 3

Procederemos semelhantemente no ciclo
trigonométrico. A cada nimero real x fare-
mos corresponder um ponto sobre a circun-
feréncia, de tal forma que:

® oponto A esteja associado ao nimero x =0;
* um numero real x seja associado a um pon-

to P, tal que o comprimento do arco AP
sejaigual a Ix|;

)
e sex>0, 0arco AP sera determinado, sobre
o ciclo, no sentido anti-horario; se x <0, o

V)
arco AP sera definido no sentido horario,
como indicamos na figura 4.

SA

o

=V

Figura 4
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O ponto P, determinado de acordo com o
que apresentamos acima, associado a um
numero real x, é denominado de imagem de
x no ciclo trigonométrico.

Lembremos que o comprimento da circun-
feréncia trigonométrica pode ser calculado
por C =2nR, sendo R o seu raio.

Como ele tem por medida uma unidade, o
comprimento do ciclo trigonométrico sera
igual, portanto, a 2 unidades. Como decor-
réncia, temos que:

e um arco de uma volta (ou de medida 2n
rad) terd comprimento 2n unidades;

e um arco de comprimento lxI, no ciclo
trigonométrico, terd medida x| rad.

/)
Assim, a medida de um arco AP, sobre o
ciclo trigonométrico, é igual ao médulo do
numero real x do qual P é a imagem.

01. No ciclo trigonométrico, identificar as
imagens dos numeros reais 0, m/2, &, 3w/2 e
2m.

Resolugio

No ciclo ilustrado a sequir, o ponto A é imagem
dos niimeros 0 e 27, enquanto B, C e D sio imagens,

. T 3n
respectivamente, de—,Te—.
2 2
/2 |B
C ol 0A
T 27
3n/2 |D
0 Ciclo Trigonométrico




02. Localizar, no ciclo trigonométrico, as
imagens dos ntimeros reais dados nos itens
que seguem:

a) x=1
.
) x=7
_sn
c) x= 5
T
d) x==7
Resolugio

a) No sentido anti-hordrio, percorremos um arco
de comprimento igual ao do raio (ou de medida 1 rad)
apartir doponto A.

A

v

b) Igualmente no sentido anti-hordrio, a partir

, T
de A, percorremos um arco de comprimento 7 (oude

medida45°)

v

¢) Apartir doponto A, descrevemos um arco de

5r
comprimento v (ou de medida 150°), no sentido

anti-hordrio.

0 Ciclo Trigonométrico

Trigonometria

v

d) No sentido hordrio, iniciando de A, percorre-

T
mos um arco de comprimento 3 (ou de medida 60°)

A

\4

-
3

03.Um pentagono regular é inscrito no ci-
clo trigonométrico, conforme representa a fi-
gura a seguir. Considerando x € R tal que
0<x<2m, determine os valores de x de forma
que os vértices do pentadgono sejam suas
imagens no ciclo.

Resolugio

Os arcos do ciclo limitados por dois vértices con-
secutivos do pentdigono reqular tém comprimento
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21 | comprimento do arcode umavolta

5 n®devértices
A
/2 |2°
3¢ 1°
ol >
A
4Q 5Q

Numerando seus vértices apartir de A, no senti-
do anti-hordrio, teremos, para o sequndo deles, a ima-

T .
gem de 5 Dessa forma, podemos associar a cada
vértice os niimeros reais x dados a seguir:

Primeiro vértice:

T 2t T

2 5 10

Segundo vértice:

Terceiro vértice:

T 2 9=n
X =—4+—=—

2 5 10
Quarto vértice:
on  2m_13m
10 5 10
Quinto vértice:

_ 13 2m 17w
X= — 4+ — = —
10 5 10

Assim, os valores reais de x pedidos compdem o
conjunto solugdo:
_{1.2.9_75.13_“.1775}
10°2°10" 10 " 10
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Definimos seno, co-seno e tangente para
um angulo agudo interno de um triangulo
retangulo como razdes entre seus lados.

Para que possamos aplicar tais relagdes a
quaisquer angulos (nulo, reto e obtuso) e tam-
bém a quaisquer arcos contidos no ciclo
trigonomeétrico, é necessario que fagamos uma
redefini¢ao desses conceitos.

Observando a figura 5, consideremos a cir-
cunferéncia trigonomeétrica, de centro O(0, 0)
e raio unitario. Notamos que a reta t a
tangencia no ponto A, de coordenadas (1, 0).

ALS Akt
p T
sen x X
1
M.,
O cosx|A T
Fig.5

Imaginemos um ponto P, no primeiro
quadrante, imagem no ciclo de um ntimero real

x. A semi-reta OP intercepta a reta t no ponto T.
Definimos, entao,
sen x — ordenada de P
cos x — abscissa de P
tg x » ordenadade T
Assim, o ponto P terd coordenadas (cos x,

sen x) e o ponto T coordenadas (1, tg x).

Em virtude das defini¢des que vimos,
referirmo-nos aos eixos, s e t, respectivamen-
te, como eixos dos co-senos, dos senos e das
tangentes.

E necessério, porém, reconhecermos que
as razodes antes definidas continuam validas.

0 Ciclo Trigonométrico




Para isso, notemos o tridangulo retangulo
OMP (destacado na figura 5), oriundo da cons-
trugdo que acabamos de fazer. Considerando x
como um numero real positivo, podemos dizer

que o angulo M OP tem medida x. Assim,

MP MP
senxzszﬁMpzsenx
COSXZ%Z%ﬁOMZCOSX
¢ _MP ¢ _senx
X=0OM ~ 8= osx

De fato, as medidas dos segmentos
MP e OM podem ser dadas pelas coordena-

das (positivas, no caso) de P: respectivamen-
te, sen x e cos x.

Além disso, reconhecemos na relacao %

senx

a identidade tg x = o5,

que ja foi demons-

trada.

Essa identidade ainda é reconhecivel como
conseqiiéncia da semelhanca dos tridngulos
OMP e OAT. Com certeza, podemos afirmar que

AT MP AT senx AT =t
OA-OM 1 cosx 17"

De fato, a medida do segmento AT pode
ser dada pela ordenada de T (positiva), que
adiantamos constituir a tg x.

Procurando ampliar as nogdes de seno, co-
seno e tangente para arcos do ciclo, imagine-
mos o ponto P, da figura 5, movimentando-se
no sentido positivo de giro por sobre a cir-
cunferéncia, o que ilustramos nas figuras 6a
a 6b. Notemos que o ponto T movimenta-se
também por sobre a reta .

0 Ciclo Trigonométrico
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1¥2)
~~

I,

Fig. 6a

w»
>
~

x=Th

ah

(nao existe ponto T)
Fig. 6b

195}
>

—~
>

o
=

Fig. 6¢c

SA tu

o
<V

Fig. 6d
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<V

<V

P
(nao existe ponto T)

Fig. 6f

A

S

<V

Fig. 6h
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Da seqiiéncia de ilustra¢des, podemos con-
cluir que, se x é arco com extremidade no:

e primeiro quadrante (figura 6a), todas
as coordenadas de P e T sao positivas, ou seja,

senx>0,cosx>0,tgx>0

¢ segundo quadrante (figura 6¢), o ponto
P possui ordenada positiva (sen x > 0) e
abscissa negativa (cos x < 0), sendo também
negativa a ordenada de T (tg x < 0);

e terceiro quadrante (figura 6e), as coorde-
nadas de P sdo negativas (sen x <0 e cos x <0),
enquanto T tem ordenada positiva (tg x > 0);

* quarto quadrante (figura 6g), P tem or-
denada negativa (sen x < 0) e abscissa positi-
va (cos x >0), e o ponto T tem ordenada nega-
tiva (tg x <0).

E possivel ainda inferir que, para

e x=0oux =27 (figura 6h), temos:

sen x=0
cosx=1

. x=g (figura 6b), temos

sen x =1
cos x=0

x = (figura 6d), temos

sen x =0
cos x =-1

o x= 3715 (figura 6f), temos

senx = -1
cosx =0
E importante observar que é impossivel

quantificar o valor da tangente para arcos de

medida x = g (figura 6b) e x = 3T7t (figura 6f),

uma vez que nao hd intersecao entreareta t e

N
a semi-reta OP.

0 Ciclo Trigonométrico




As tabelas a seguir resumem o que verifi-
camos a respeito dos sinais das razdes
trigonométricas nos diferentes quadrantes,
além dos valores para seno, co-seno e tan-
gente de arcos notdveis da primeira volta,
com extremidades nos limites desses
quadrantes:

Sinais
1° Qt_e 20 Qt_e 3¢ Qt_e 4° Qt_e
senx  + + = -
Ccos x + - — +
tgx + - + —
Valores
0° 90° 180° 3270° 360°
(O rad) (5rad) (zrad) (51ad) (21 rad)
senx () 1 0 -1 0
cos x 1 0 -1 0 1
tgx 0 E:| 0 E:| 0

01.Calcular o valor da expressao

Fe sen 90°-cos180°+ cos0°-sen 270°
 sen0°+ tg180°-c0s270° +cos 0°

Resolugio

1-(-1)+1-(-1
p LEDHICED)
0+0-0+1

02.Sendo y= T, determinar o valor de
2

£ cos2X+2sen X

tg4x—tg§

Resolugio

T
Substituindo x por o na expressio dada, obtemos:

0 Ciclo Trigonométrico
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T
cosn+25€n§

E= -
tg2n—tg—
A
“1+2-1 1
E:—:—
0-1 -1 E=-1

03.Qual é o sinal das expressoes:
a) E=sen105°-cos200° - sec 305° - cosec 250°

b) E=sen 1-cos?2 - sec 3 - cosec 6

Resolugio

Observe que os arcos do item b estio em radianos.
Assim

T
o —=1,57
105229 2 217
3
1807 0° 0
200° ?
305°
250° n=3,14 2m=6,28

270°
a) sen 105°>0, cos 200°< 0, sec 305° =

=—>0,cosec250°:;<0
cos 305° sen250°
E=+-—+-—=E>0
b) sen 1> 0 ,cos 2 <0, sec 3 = <0,
cos 3
cosec 6 = <E=+-——-—= E<0

sen 6

Resposta: a) E>0
b) E<0
04. (Fatec-SP) A que quadrante pertence x,

se xe]O,ZTE[ esenx-cosx>0etgx-secx<0?

Resolugio
senx - cos x>0
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cosx<0

ambos positivos
senx >0

ou

cosx>0

ambos negativos
senx <0

<0

tgx-secx<0=tgx-
cos x

O sinal serd negativo se tg x>0 e cos x <0 ou
tgx<0ecosx>0

S} ® ® ®
® © © S
Conclusdo

Como as duas condi¢des devem ser satisfeitas,
x € 3°quadrante.

Resposta: x € 3° quadrante
05.(Cesgranrio-R]) Se o cos x = 3/5 e

3n ~
7<x<27r, entdo tg x vale:

a) —4/3 d) 7/4
b) - 3/4 e  -7/4
c) 5/3

1¢ Resolugio

2
sen?x + cos?x = 1 = sen?x + (E] =1

9 2
2 —=1 sen " x=—
sen’x + = 25
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4
senx=i§_ Como x € 1V quadrante sen x <0,

logo sen x = —4/5.

senx  —4/5
tgx=""=""T"=_4/3= Resposta:tg x=—4/3
g9x cosx 35 / P 9x /
2% Resolugio

Podemos construir um tridngulo retdngulo que
atenda as condigdes do problema sem nos preocupar-
mos com os sinais. Encontrado o valor da incégnita,
observamos o quadrante definido no problema para
determinarmos o sinal da incégnita.

Resolugio
3 cat.adj.
cosx=—=
5 cat
5 4=y
* o
3

52=32+y’ > y=4

4
x € IV quadrante = tgx=—g

Na figura a seguir, apresentamos um pon-
to P do ciclo trigonométrico, imagem de um
numero real x ou, simplesmente, extremida-
de de um arco no primeiro quadrante.

Os pontos P,, P, e P,, pertencentes a cir-
cunferéncia, sao simétricos de P em relagao
ao eixo das ordenadas, a origem dos eixos
coordenados e ao eixo das abscissas, respec-
tivamente.

0 Ciclo Trigonométrico




(t-x) p P

(7[ + .X') P2 3 (271', — X)

Notemos também que, sendo P imagem

de um arco de medida x, teremos:

e P, como imagem de um arco de medida
n—X;

e P, como imagem de um arco de medida
n+X;

® P, como imagem de um arco de medida
27w — x oude medida —x.

Analisemos agora, caso a caso, as simetri-
as encontradas para P.

Na figura a seguir, vemos que os pontos P e
P,, simétricos em relacao ao eixo das ordenadas,
tém ordenadas iguais e abscissas simétricas.

sen x tgx
A At

(n— JC)P1 0/ T

» COS X
r

N,

Uma vez que os pontos a que nos referi-
mos podem ser escritos como: P (cos x, sen x)
e P, (cos (1 — x), sen (1 — x)), obtemos as se-
guintes identidades:

0 Ciclo Trigonométrico
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sen (T —x)= senx
cos (T —x) =—cos x

Observemos, ainda, que os pontos T e
T,, intersecOes da reta t respectivamente

=4 A
com OP e OP,, tém ordenadas simétricas.

Como T e T, podem ser escritos como
T(1,tgx) eT, (1, tg (n—x)), deduzimos que:

tg (m—x)=—tgx

Os pontos P e P, , representados na figura
a seguir, simétricos em rela¢do a origem dos
eixos coordenados, tém abscissas e ordena-
das simétricas.

sen x to x
slk Lt g
T=T2
TE+.’>C/ x
0 ;_COSX
)
(m+x)

Uma vez sendo possivel representar P e P,
por meio dos pares ordenados (cos x, sen x) e
(cos (m+ x), sen (w+ x)), respectivamente, po-
demos entao afirmar que:

sen (7 +x)=—senx
cos (T+x)=—cos x
. - Ed
As intersecoes dareta t com as retas QP e

4
OP; resultam em pontos T e T,, congruentes
e, conseqiientemente, de ordenadas iguais.

Como T e T, podem ser escritos na forma
T(1,tgx)eT,(1,tg (n+x)), dizemos que:

tg(m+x)=tgx
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Vemos, na figura a seguir, os pontos P e P,,
simétricos em relagdo ao eixo das abscissas.
Notamos que suas abscissas sdo iguais e suas
ordenadas, simétricas.

sen x
S A 4 ttg X
T

2n—x

» COS X

S

P3

2n—x Ts

Escrevendo esses pontos na notagao:

P (cosx, senx)eP,(cos(2n —x), sen (21 —x)),
facilmente podemos concluir que:

sen (2w —x)=—senx
cos (2 —x) =cosx

Os pontos T e T,, oriundos das interse-

d 4
¢Oes dareta t com as retas OP e OP3 , respec-
tivamente, possuem ordenadas simétricas.

Escrevendo T e T,como T (1, tg x) e
T, (1, tg (21 —x)), € correto dizer que:

tg (2m —x)=—tgx

O ponto P, do ciclo pode ainda ser extre-
midade do arco de medida (-x). Os resulta-
dos anteriores, portanto, podem ser reescri-
tos na forma:

sen (—x) =—sen x

cos (—x) = cos x
tg (—x)=— tgx
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Em resumo, pelo que verificamos aqui, po-
demos dizer que dois arcos com medidas en-
tre 0 e 2t rad, determinados no ciclo
trigonométrico a partir de sua origem,

* tém senos iguais se forem simétricos em
relacdo ao eixo das ordenadas (eixo dos
senos);

® tém co-senos iguais se forem simétricos
em relacdo ao eixo das abscissas (eixo dos
CO-Senos);

* tém tangentes iguais se forem simétricos
em relagao a origem dos eixos coordenados.

01. Calcular seno, co-seno e tangente dos
arcos a seguir:
a) 150°

5m
b) T
) 300°
Resolugio

Para respondermos ao que se pede, daremos os
seguintes passos:

I determinar no ciclo trigonomeétrico a extremida-
dedo arco;

II. buscar, no primeiro quadrante, o ponto simétri-
co ao ponto localizado;

II1. conhecidos os valores de seno, co-seno e tan-
gente do arco determinado no primeiro quadrante, ex-
por aresposta, mantendo ou invertendo sinais, de acor-
do com a simetria obtida.

sen x
a) igs
T
150°p!
150° 30°
v O v ?COS x
TI
sen 150° = sen 30°
o1
sen 150° = 5
0 Ciclo Trigonométrico




cos 150° = — cos 30°

cos 150°= — g

tg 150° = —tg 30°

NG

te 150°= - —
g 3
sen x
b) st trtgx
T=T
BJ
51t/4/ o
— 0 — :rcos X
57:/413' "
sen — = —sen—
5r ﬁ
sen — =— —
4 2
b1
C0S — = — C0S—
4
Y4 \/E
0S—=———
4 2
Y3
tg—=tg =
8 P 8
5r
te— =1
§ 4
0 Ciclo Trigonométrico

C) sen x
s A

B
300° 1 <\60°)
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g x

T

N ‘
N

sen 300° = —sen 60°

Ne

sen 300°=— —
2

cos 300° = cos 60°

300°= 1
cos =5

tg 300°=—tg 60°

tg 300°=—/3

?COSX

T

02. Se x é um arco determinado no 1°
quadrante, tal que tg x = 0,75, calcule:

a) sen (1 —X)
b) cos (m+x)
Resolugio

Calculemos primeiramente os valores de seno e
co-seno de X, que serdo positivos, pois x é arco do

primeiro quadrante.

Com o auxilio das identidades estudadas no Ca-

pitulo 2, teremos:

1
sec?x=tg’x+1 = ——- = 15625
cos°x
cos?x =0,64 socosx=0,8
sen?x +cos?x =1 = sen’x=0,36

.osenx=

0,6
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a) sen (m —x)=sen x
sen (w —x)=0,6
b) cos (m+x)=—cos x
cos (m+x)=-0,8

03. (UEL-PR) O valor da expressao

cos (2t/3) +sen (3w /2) + tg(5m/4) é:

V2-3
a) Y2

b) -1/2
c) 0

d) 1/2
) J3/2

Resolugio
1
cos (27/3)=—cos (7/3) = )

sen (3w/2)=-1

tg(Gm/4)=tg(m/4)=2/2
cos (21/3) +sen (3w/2) +tg (5m/4)=

1 V2

— 1+ —

2 2
2.3 2-3
2 2 2

Resposta: A

04. (FGV-SP) Das igualdades:

(1) sen I =-sen 5_7t
6 6

(2) cos r_ —Cos 5_7t
) 6 6

Ot =13,
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(4) cosec T _ cosec on
6 6

Podemos dizer que:

a) nenhuma delas é correta.

b) apenas uma delas é correta.

¢) apenas duas delas sao corretas.
d) apenas trés delas sao corretas.
e) todas sdo corretas.

Resolugio

(1) Falsa, pois sen m/6=sen5m/6

(sen x =sen (m—x))

(2) Verdadeira (cos x =— cos (L —x))
(3) Verdadeira (tgx=tg (m+x))
(4) Verdadeira, pois
1 1 1
:} =
senx senm/6 senbrm/6

cossec x =

Resposta: D

E necessario que, primeiramente, saiba-

mos O que vem a ser uma equagao
trigonométrica, e vamos entendé-la a partir
dos seguintes exemplos:

Aigualdade cos?x =1 —sen?x é uma iden-
tidade em x, uma vez que ela é valida para
a medida de todo e qualquer arco que ve-
nha a substituir x.

~ 1, ~
A expressao sen’ x = — g € uma equagdo

em x, ou seja, nao é todo e qualquer arco
de medida x que apresenta o cubo do seu
seno igual a—1/8. Portanto, x passa a ser a
incognita da equacao, cuja solugao sera o
conjunto de valores de x que a satisfazem.

Pelo que vimos, podemos dizer que uma

equacdo trigonométrica € toda igualdade de-
pendente de uma incognita aplicada a uma
ou mais razdes trigonométricas.
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Se a expressao, porém, for satisfeita para qual-
quer valor substituido na incdgnita, ela passara
a se chamar identidade trigonométrica.

Uma vez que ha uma infinidade de for-
mas em que essas equagdes podem se apre-
sentar, iremos estudar alguns tipos basicos,
aos quais podem ser reduzidas as equagdes
mais complexas.

Como os pontos do ciclo tém ordenadas li-
mitadas entre -1 e 1, essa equacao s apresen-
ta solugao para valores de a tais quea € [-1, 1].

Podemos, nesse intervalo, encontrar a tal
que a=sen 0, isto é,

Sen x =4 = sen x =sen o

Os nimeros x e ¢, apresentam mesmo seno
se, e somente se, suas imagens no ciclo
trigonométrico sao coincidentes ou simétri-
cas em relagdo ao eixo das ordenadas.

4sen x

T—0, L 0

.
v

©)

_1v

Fig.11
De acordo com a figura, dizemos que, para
0<o<2m,
x=0
senx=sen o < 0u

X=T—U

Os pontos que compdem a circunferéncia
trigonométrica tém abscissas (ou valores pos-
siveis de co-seno para os arcos por eles defini-
dos) limitadas entre —1 e 1. Logo, esse tipo de
equagao s6 tem solugdoseaétal quea e [-1,1].

0 Ciclo Trigonométrico
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Nesse intervalo, podemos encontrar a tal
que a=cos 0., isto &,
COS X = = COS X =COS O

Os niimeros x e 0, apresentam mesmo co-
seno se, e somente se, suas imagens no ciclo
trigonométrico sao coincidentes ou simétri-
cas em relacao ao eixo das abscissas.

A

1 cos x

2n—o

Fig.12
Pelo que observamos na figura 12, pode-
mos afirmar que, para 0 < o <2m,

X =0
COSX=COS 0O < J0u
x =2 — o

Equagdes dessa forma tém solugdo para
qualquer valor de g, real.

Sendo o. tal quea=tg o/, podemos dizer que:
tgx=a =>tgx=tg o
Os arcos x e Glapresentam mesma tangen-
te se, e somente se, suas imagens no ciclo
trigonométrico sao coincidentes ou simétri-
cas em relagao a origem dos eixos coordena-
dos (diametralmente opostas).

A

tg x
a

o+T

Fig. 13
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De acordo com a figura, para 0 < o.<2m, é
correto dizer que:

x =0
tgx=tga < jou
X=0+T

01. Sendo 0 <x <2m, resolver as equagdes:

a) senx=1
b) senx=0
_ 1
C) senx=— =
2
Resolugio
) sen x

2

N,
N

No ciclo trigonométrico anterior, podemos ver que:
X =72

b) sen x

I
N

A partir do valor 0 do eixo dos senos, determina-
mos no ciclo trigonomeétrico, como raizes, 0s arcos:

x=0 ou x=nm
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sen x
C) A
1/2. s
-1
7 T 2 1175/6

1 L
Sabendo que S ¢éo valor do seno de 5 com basena
. N - . 1,
circunferéncia trigonométrica verificamos que— 5 ¢o
- T
valor de seno que se refere as imagens dos arcos o

b .
e2m— % ou seja,

7 oy gl
=%

02.(FGV-SP 2001) Resolva a equagao
sen x=ﬁ/2 onde 0<x<2x

Resolugio
sen x
3n T
L7 B N
4 J2 4

v

S={rn/4, 3m/4}

03.Para arcos x tais que 0 < x < 2x, deter-
minar o conjunto solucgao da equagao

2sen’x+senx—-1=0

Resolugio

Podemos, inicialmente, simplificar a equagio fazendo

y=senx

Dessa forma, teremos a equagio enunciada rees-
critana forma

22 +y—-1=0
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Aplicando a férmula de Bhaskara, encontramos
as raizes:

y=-1=senx=-1

1 1
y=—=8senx=—

2 2
‘senx

O 6

-1y 312

No ciclo trigonomeétrico, respeitando o intervalo
de validade da incognita x, encontramos:

T 5m 3
X=—0UXx=— oUux =—
6 6 2

Logo,

5={£,5_n,3_n}
6 6 2

04. Se x é tal que 0 < x < 2, resolver as
equagdes em x apresentadas a seguir:

a) cosx=-1
b) cosx=0

C) Ccosx=—
2

Resolugio
a) .
T » COS X
-1
0 Ciclo Trigonométrico
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Sequndo o que observarmos no ciclo trigonométrico

acima, temos que:

X=7
b)

w > COS X
Sn/z

Apartir dovalor 0 do eixo dos co-senos, encontra-

mos, no ciclo, as imagens dos arcos (raizes da equagio):

b1 3n
x=- ou x=7;
C) A
/ Y4
» COS X
\/272
711/4
Associados ao valor Q do eixo dos co-senos,
2
encontramos as raizes:
T /T
x=— ou x=1=
4 4

05. (PUC-SP) A soma das raizes da equa-
¢do cos x + cos?x =0; 0 <x <21, em radianos é:

a) w

b) 2w

c) 3w

d) 4=n

e 5w

Resolugio

cos x +cos?x=0=cosx-(1+cosx)=0
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cosx=0oul+cosx=0=cosx=-1

/2

cos X _7; Ccos x

3n/2
Soma=n/2+3n/2+n=2n+m =31

Resposta: C

06.Sendo x um nimero tal que 0 < x <2,
resolver as equagdes seguintes:

a) tgx=1

b) tgx=0

0 tgx=-.3

Resolugio

a) tgx

gz

Pelo que observamos no ciclo ilustrado acima, as

raizes da equagdo enunciada sdo:

n _5m
xX=— ou x==
4 4
b) 4 419 x
< :0 >
T 0

a0 \\ PV2D-06-MAT-81

Owalor 0 do eixo das tangentes associa-se aos arcos:

x=0 ou X=T7

C) A A tg X

2%

v

514N-3

De acordo com o ciclo trigonométrico acima, te-
mos para raizes da equagdo dada

07.Para valores de x tais que 0 < x <,
calcular a soma das raizes da equacgao

|tg2x|=1.

Resolugio

Multiplicando por 2 o intervalo de validade para
05 arcos x, temos:

0<x<m = 0<2x<2m

Da equagdo fornecida no enunciado, temos:

tg2x=1
|thx|=1 = ;Juz ;
§exX=-

4 4 tg X

§z Vi

v

7% 1

0 Ciclo Trigonométrico
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Do ciclo trigonométrico, observamos que:

T
2x=—ou X=—ou
4 8
3n 3
2x=Iou x=?ou
5n = 5m
2x=—ou xX=—ou
4 8
2x=7_n x=7_ﬂ:
4 8

Logo, a soma das raizes encontradas é:

n 3n 5n 7m 16m
S=—+—4+—+—=—
8 8 8 8 8

S=2r

0 Ciclo Trigonométrico

Trigonometria
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Trigonometria

Adicao e Subtracao de Arcos

Neste mddulo temos o objetivo de suprir a
necessidade de obten¢ao de razdes trigono-
meétricas para angulos ndo notaveis a partir de
valores conhecidos de seno. co-seno e tangente
de outros que, combinados em operagdes algé-
bricas, transformem-se nos angulos desejados.

Os resultados que serao demonstrados a
partir de angulos agudos internos de trian-
gulos retangulos poderao ser utilizados em
angulos de medida superior a 90°, encontra-
dos em triangulos obtusangulos, e em arcos
de circunferéncia.

Apresentamos na figura 1 trés tridangu-
los retangulos, OAB, OCD e OHD, em que te-
mos hipotenusa unitaria. Dessa forma, te-
mos OB=0D =1.

Observemos que a soma dos angulos a e
b, agudos e internos, respectivamente dos
triangulos OAB e OCD, compde o angulo in-
terno de medida a + b do tridngulo OHD. A
partir dele, podemos definir seno e co-seno
de a+bcomo:

DH DH
oD 1
sen (a+b)=DH

sen(a+b) =

OH _OH
OD 1
cos (a+b)=OH

cos(a+b)=

A partir do triangulo OCD podemos cal-
cular seno e co-seno do angulo b como:

42 \\ PV2D-06-MAT-81

CD CD

[~
O H A

Figura 1

Na Geometria demonstramos que, se um
angulo tem seus lados perpendiculares aos
lados de outro angulo, eles terdo mesma me-
dida. Assim, nao é dificil notar que, na cons-
trugao apresentada na figura acima, os angu-

los AOB e CDH sio tais que AOB = CDH =q,
uma vez que os lados CD e DH sao, respecti-

vamente, perpendiculares aos lados OB e OA
do outro.

Na figura 2, a partir do ponto C, traca-
mos os segmentos CR e CS, perpendiculares
respectivamente a OA e DH . Montamos, as-
sim, dois novos triangulos retangulos, OCR
e CDS, destacados na ilustracao. Observemos
que os triangulos agora formados tém um
angulo interno de medida a.
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Dessa forma, temos:
® no tridngulo CDS:

CS CS

seng=——= = CS=senasenb;
CD senb

cosa=E= DS = DS=senbcosa;
CD senb

® eno triangulo OCR:

senazc—Rz CR = CR=sena cosb;
OC cosb
OR OR

COS!Z:&: cosh = OR=cosacosb.

D

B
C
o :
R A

Figura 2

Vimos anteriormente que sen (a+b) = DH.
Observando a figura 2, podemos reescrever
essa expressao como:

sen (a+b)=CR+DS =

sen (a+b)=sena-cosb+senb-cosa

Como cos (a+b)=OH, e com base na figura
2, temos também que:

cos (a+b)=0OR-CS =

cos (a+b)=cosa-cosb—sena-senb

Desde que cos x # 0, para um angulo x é

senx

valida a identidade tg x =
cosx

Por meio dela, portanto, podemos dedu-

Adicao e Subtracao de Arcos
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zir a tangente da soma de angulos a e b como
mostramos a seguir:

. . sen(a+b)
+ [ S——
g(a+h) cos(a+b)
sena-cosb+sen b-cos a
tg(a+b)=

cosa-cosb—sena-senb

Dividindo-se numerador e denominador
da fragao obtida por cos a cos b, obtemos:

sena-cosb senb-cosa

cosa-cosb cosa-cosb
iglei)= cosa-cosb sena-senb

cosa-cosb cosa-cosb
tg(a-+b)= tga+tgh

1-tga-tgb

, para dois angulos a e b, temos
que:

sen (a+b)=sena-cosb+senb - cosa
cos (a+b)=cosa-cosb—sena-senb

tga+tgh
tg(“b):m [cos (a + b) #0]

Seja sen (x —y) = sen [x + (-y)]
Aplicando-se a férmula ja conhecida, te-
mos:

sen (x —y) =sen x - cos (—Y) + sen (—y) - cos x
e, utilizando a redugao ao 1° quadrante
cos (=) = cos y e sen (—y) = —sen y, temos:

sen (x —y)=sen x - cos y + (-sen y) - cos x,
assim:

sen (x —y) =senx - cosy —seny - cos x

* Seja cos (x —y) = cos [x + (—y)]
Aplicando-se a féormula ja conhecida, temos:
€os (x —y) =cos x + cos (—) —sen x - sen (—Y)
e, utilizando a redugado ao 1° quadrante
cos (=) = cos y e sen (—y) = —sen y, temos:
Cos (X —y) =Cos X - cos iy —sen x - (—sen y),

assim:
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COS (X —Y) =Ccos x - COS iy + sen x - sen y

Para deduzirmos a tangente da diferenca,
utilizamos o mesmo procedimento:

tg (x —y) =tg [x + (-y)] e, aplicando a for-
mula da adigao de arcos,
_ _tgx+tg (-y)
N T tgxtg (y)
mas, pela redugao ao 1° quadrante:
tg (-y)=—tgy

tgx+(-tgy) ‘
Logo, tg (x —y) = —1—tgx-(—tgy) , assim:
_ tgx-tgy
g (r=y)= 1+tgx-tgy

Portanto, para dois angulos a e b, conclui-
mos que:

sen (a—b)=sena-cosb—-senb -cosa
cos (a—b)=cosa-cosb+sena-senb
tga—tgb

T+tga-tgh [cos (a - D) #0]

tg(a-b)=

01. Calcular o valor de seno, co-seno e tan-
gente de 75°.

Resolugio

Podemos escrever 75° por meio da soma de 30°
+45°.

Com o auxilio das expressdes de seno, co-seno e
tangente da soma, temos que:

e sen 75°=sen (30°+45°) =

sen 75°=sen 30° cos 45° + sen 45° cos 30°

® (0s75°=cos (30°+45°) =
cos 75°=c0s 30° - cos 45°—sen 30° - sen 45° =
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€08 75°= —————"- =
2 2
cos 75° V6 -2
4
° tg75°=1tg(30°+45°) =
tg 30°+tg 45°
tg75°=—g 4
1—-tg 30° tg45°
tg 75°= = =
B, B
3 3

o 750 313 3443
ST 3.3 3443

tg75°=2++3

=

02.Sendo x e y angulos agudos e sabendo-

1
sequesenx=-—-ecosy =", calcular o valor

de seno e secante de x + .
Resolugio

Antes de mais nada, serd necessario calcularmos
sen y e cos x. Assim, teremos, por meio da identidade
sen? a + cos?> a =1 e sabendo que os Angulos sdo
agudos, os sequintes resultados:

o sen’x+cosix=1 =

3 13
costx=1=90=7¢
V13
. COSX= T

o sen’y+cos’y=1 =

3 15

2,272 =22

YT 706 16
Ji5
sseny=——

Aplicando-se os valores conhecidos na expressdo
do seno da soma, obtemos:
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sen (x+y)=senx-cosy+seny-cosx =

51,48 15

sen(x+y)=——F+———— =
2 4 4 4

sen (x+y) = %(l+@)

Para conhecermos o valor de sec (x +y), podemos
dizer que:

sec (x +y)=

cos (x+y)
sec (x+y)= ! =
Y COS X - €OS iy — Sen X - sen Y
sec(x+y):x/E NN
4 4 4 4
16 J13+3J5 _,
sec(x+y)=\/_ " J_+3J_
sec(x+y)=—16 (€;3ﬁ) =
VI3 +3V5
sec(x+y)=—T

03. Calcular o valor de seno, co-seno e tan-
gente de 15°.

Resolugio

Podemos dizer que 15° corresponde a diferenca
60°—45°0ua 45°—30°. Se utilizarmos essa ultima
forma apresentada, aplicada as expressoes de seno,
co-seno e tangente da diferenga, obteremos os seguin-
tes resultados:
e sen15°=sen (45°-30°) =

sen 15°=sen 45°- cos 30°—sen 30° - cos 45°

Adicao e Subtracao de Arcos
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J6-2
4
e (0s15°=cos (45°-30°) =

c0s 15°=c0s 45° - cos 30°+ sen 45° - sen 30°

V2 3 V2 1

sen 15°=

cos15%="m Tty =
V6 +42
cos 15°= ———
4
o 1g15°=1tg (45°—30°)
; V3
tg 45°—tg 30° Ty
tgl50:1gt 45°gt 30°0 3/5 =
- g ' g 1+17
3-43
fo 150 3 3= V3 3- x/g
8 3443 3443 3- ﬁ
3
tg15°=2 -3

04. Sabendo que tga=3 e tg b=2, calcule
cotg (a—-b)
Resolugio

Como a co-tangente de um dngulo corresponde
ao inverso de sua tangente, podemos fazer

1
cotg(a—b)=—tg(u_b) =
1+tga-tgb 1+3-2
cotg (a—b) = tigalgh _1+3
tga—tgb 3-2
cotg (a—b)=7

05. (Mackenzie-SP)

Calcular: y =sen (123° + a) — sen (57° — a)
Resolugio

sen (123°+a)=sen 123° cos a + sen a cos 123°

sen (57°—a)=sen 57° cos a —sen a cos 57°

PV2D-06-MAT-81 / 15




Trigonometria

Como 123°=180°-57°, entio sen 123°=sen57°
e cos 123°=—cos 57°.

Entdo:

y = (sen 123°—sen 57°) cos a —
—(cos 123°+ cos 57°) sen a
y=0-cosa—0-sena=0

Resposta: y=0

06. (Fuvest-SP)
No triangulo retangulo ABC, os catetos
‘AB e AC medem2++/3 e1, respectivamen-

te. Seja D um ponto de AB tal que AD = AC.
Calcule tg (o + B), em que o.e B sao respectiva-

mente as medidas de ADC e ABC.

Resolugio

t(x—1—1
8 7

1
t = -
<P P

1+L ﬂ

2+43 _2+43
1 1+43
2443 243

543 i1 25
CJ3+1 43-1 2

tg(a+fB)=

NE

Resposta: NE)
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07.Calcule a area do triangulo abaixo.

C
4
75° B
A B

Resolugio

. ABxBC
Area=—

. BC

sen 75°= 1
BC=4-sen75°

BC=4"-sen (30°+45°)
BC =4(sen 30° - cos 45°+ sen 45° - cos 30°)

o AB
cos = 4

AB=4"-cos 75°
AB=4"-cos (45°+30°)
AB=4"(cos45°- cos 30°—sen 45° - sen 30°)

o (V6 - JE)Z(JE+ V2) =§=2

Resposta: Area=2u.a.
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Para deduzirmos seno, co-seno e tangen-
te para o dobro de um arco, utilizaremos as
expressoes deduzidas para a soma de arcos,
fazendo, simplesmente, b = a.

Assim, teremos:

sen (a+b)=sen (a+a)=sen2a=

sen2a=sena-cosa+sena-cosa=
sen2a=2sena- cosa

cos (a+b)=cos (a+a)=cos2a=

cos2a=cosa-cosa—sena-sena=
cos2a=cos?a — sen?a

tg(@a+b)=tg(ata)=tg2a=

te? tga+tga
a=———
8 1-tga-tga
2t
tg2a= g’;l
1-tg-a

Resumindo, as expressdes que definem
seno, co-seno e tangente de um arco duplo sao:

1) sen2a=2sena-cosa
2) cos2a=cos?a—sen?a

3) tg2a= [COS 2a# 0]

1- tgza
Observagao

Lembrando que sen? a + cos?> a=1, a expres-
sao de nimero dois pode assumir outras formas.

1) cos?a=1-sen?a e

cos 2a = cos?a — sen?a
Entao:

cos2a=1-2sen?a

2) sen?a=1-cos’a e
cos 2a = cos?a —sen? a

Entao:
cos2a=2cos?a-1

Adicao e Subtracao de Arcos
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01. Sabendo-se que um angulo 6 tal que

b
0<0< > tem seno igual a 0,6, determinar os

valores de seno, co-seno e tangente de 26.
Resolugio

Conhecido sen 6= 0,6, e umavez que 0 éagudo,
poderemos calcular cos 0 e tg 6 através das sequin-
tes identidades:

o sen?0+cos’0=1=
036+cos*0=1=
c0s? 0=0,64 .. cos0=0,8

. tgo= sen®

cosO

0,6
tg0=—
8 08

7

=1¢0=0,75

Utilizando as expressoes que deduzimos para o
dobro de um angulo, teremos:

e sen20=2sen0-cos6=2-0,6-0,8 =
sen 20 = 0,96
® (0s20=c0s’0—sen’ 6=
c0s20=0,64—-0,36 =
cos260=0,28

2tg6
82 -
1-tg° 6
1920~ 2:075 _ 15
1-0,5625 04375
tg20=3,43

° tg20=

02. Sendo sen x — cos x = k, determinar
sen2x em funcao de k.

Resolugio

Elevando ao quadrado ambos os membros da ex-
pressio dada, obtemos:

(senx —cosx)? =k =
sen? x —2 sen x - cos x + cos? x =k?

Como sen’ x + cos? x =1, podemos reescrever a
iqualdade acima como:
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1-2senx-cosx =k =
—sen2x =k -1 =

sen2x=1—k?

03. (FGV-SP) Resolva as seguintes equa-
¢Oes trigonométricas:

2
a)senx=§,emque0£x£2n

b) sen x = cos 2x, em que 0 <x <27
Resolugio

Para0<x<2n

V2 r
a) senx=— & x=— ou
2 4

xzs—ﬂ- - Vz{f,g—”}
4 4 4

b) senx=cos2x < senx=1-2sen?x <

o 2sen’x+senx—1=0 &

3r
senx=—1=x=—

~|ou
1 /4 5r
SenxX=—=x=— 0U X=—
2 6 6
V:{”ﬁ”éﬂ}
6" 6 2

04. Obter a medida & da figura.

h

1cm

4 cm
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Resolugio

Em muitas ocasiodes, é titil transformar so-
mas algébricas do tipo sen p +sen q, sen p —
sen ¢, cos p + cos q em produtos. Para tanto,
retomamos as seguintes féormulas de adicao
e subtracao:

sen (A+B)=sen A-cosB+senB-cos A (I)
sen (A—-B)=sen A - cos B-sen B - cos A (II)
cos (A +B)=cos A - cosB—sen A - sen B (III)
cos (A-B)=cos A-cosB+sen A -senB (IV)
Entao temos:
I+1I:

sen (A +B)+sen(A-B)=2sen A -cosB
[-1I:

sen (A+B)—-sen(A-B)=2 senB-cos A
OI+1V:

cos (A +B)+cos(A-B)=2cos A-senB
nIr-1v:

cos (A +B)—cos (A-B)=-2sen A -cosB
Vamos considerar, agora:

A+B=p
A-B=q

Resolvendo este sistema, encontramos:
+ —_

A=P*d p_P-d
2 2

Substituindo nas quatro igualdades obti-
das, encontramos:

Adicao e Subtracao de Arcos




+ =
senp+senq= 25en(p q)-cos(p q)

senp—senq= 25en(p_q)-cos(

cosp +cosq= 2cos(

cosp —cosq=—2 sen(

que sao as formulas de fatoracao.
Exemplo

Fatorar:

a) sen 40° + sen 20°
b) sen 20° — sen 10°
) cos 80° + cos 20°
d) cos 70° — cos 50°
e) cos 50° + sen 80°
f) 1+ cos 20°
Resolugdo

a) sen 40° + sen 20° =

(40o +2o°] [400 -20")
=2sen 5 -COS 5 =

sen 40° + sen 20° = 2 sen 30° - cos 10°
b) sen 20° — sen 10° =

(200—10"] (20°+10°)
=2sen > -COS > =

sen 20° — sen 10° =2 sen 5° - cos 15°
) cos 80° + cos 20° =

(80°+200) (800—200)
=2c0s 7 -COS > =

cos 80° + cos 20° = 2 cos 50° - cos 30°
d) cos 70° — cos 50° =

(70" +50° J [700 -50° J
=-2sen > -sen > =

cos 70° — cos 50° = -2 sen 60° - sen 10°

Adicao e Subtracao de Arcos
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e) cos 50° + sen 80° =
= cos 50° + cos 10°=

(50°+10°] (500—100)
=2cos > -COS > =

.. cos 50° + sen 80° =2 cos 30° - cos 20°

f) 1+ cos 20° = cos 0° + cos 20° =

0° +20° 0-20°
=2c0s| —— |- cos =
2 2

cos 0° + cos 20° =2 cos 10° - cos(-10°)
mas cos(—10°) = cos 10°
Assim: 1 + cos 20° = 2 cos? 10°

01. Simplificar a expressao.

B sen40° +sen10°

cos15°
Resolugio
40° +10° 40°-10°
2sen - €08
2 2
E =
c0s15°

B 25en25° - cos15°
cos15°

E =2 sen 25°

E

02. Fatorar a expressao.

y =sen a + 2sen 2a + sen 3a
Resolugio
y=sena+sen3a+2sena

+3 -3
y=25en(a 5 u)cos(a 5 a)+Zsen2u

y=2sen2a-cos (—a)+2sen2a

como cos (—a) = cos a, temos:
y=2sen2a(cosa+1)
y =2 sen 2a (cos a+ cos 0)

a+0) (a—Oj
- cos
2 2
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Y= 4sen2u-coszg

03. (FEI-SP)

cosX — cos(5x)

Simplificando-se ,tem se:

sen(5x) —senx
a) tgx
b) sen x
C) cos X
d) tg 3x
e) nra
Resolugio

X +5x x—b5x
—2sen -sen
cos x—cos(dx) 2 2 B

sen(5x) —senx 5 (SX—XJ (5x+x) B
ser cos =,

_ —sen(3x)-sen(-2x) -sen3x'-seA2x
B © sem?X-cos3X

sen(2x) - cos(3x)

sen3x

cos3x &(3x)

Resposta: D

04. (PUC-SP) Transformando-se em pro-
duto a expressao sen 70° + cos 30°, obtém-se:
a) 2 cos 25° cos 5°
b) 2 sen 25° sen 5°
) 2 sen 25° cos 5°
d) 2 cos 25° sen 5°
e) nra

Resolugio

sen 70°= cos 20°, logo:
sen 70° + cos 30° = cos 20° + cos 30° =

20° +30° 20°-30°
2cos| ‘oS
2 2

2c0s25° - cos(=5)
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Mas cos (-5) = cos 5, logo:
sen 70°+ cos 30° = 2 cos 25° - cos 5°
Resposta: A

05. Transformar em produto a expressao
abaixo.

y = sen? x —sen? 3x
Resolugio
y = (sen x +sen 3x) - (sen x —sen 3x)

y=25€n[x+3x)-cos[x_3x)~
2 2

[x—Sx) [x+3x)
-2-sen - cos| ——
2 2

y=2sen2x - cos (—x) - 2 sen (=x) - cos 2x

y=1[2sen 2x - cos 2x] [2 sen (—x) - cos (—x)]
y=sen 4x - sen (—2x)

como sen (—2x)=—sen (2x), temos:

Yy =—sen 4x - sen 2x

Adicao e Subtracao de Arcos




Trigonometria

Trigonometria dos Nidmeros Reais

Ja foi visto que, para cada numero real
21 < x < 21, podemos associar um ponto do
ciclo trigonométrico. No entanto, neste capi-
tulo, ampliaremos esta correspondéncia para
todos os nimeros reais, rompendo a barrei-
ra da primeira volta.

Desta forma, sendo x um niimero real tal
que x 221 ou x<-27, paraassociarmos ax um
ponto P do ciclo trigonométrico, tomamos um
arco de medida |x| radianos, a partir da ori-
gem A, no sentido anti-hordrio ou horario,
conforme x > 0 ou x < 0, respectivamente.

O ponto P encontrado é chamado extre-
midade de x no ciclo trigonométrico, e as co-
ordenadas de P sao dadas por (cos x, sen x).

Com a associacdo de um numero real X,
com um ponto P do ciclo trigonométrico, po-
demos fazer as seguintes defini¢oes:

Cos x = abscissa de P
Sen x = ordenada de P

sen x

Tgx =" o - desde que cosx # 0
Ccos X

Cotgx="" """, desde que senx = 0

Secx= P desde que cosx = 0

Cosec x = senx ’ desde que senx # 0

A cada ntimero real x associamos um tni-
co ponto do ciclo trigonométrico; no entanto,
a cada ponto do ciclo trigonométrico, pode-
mos associar infinitos nimeros reais, que
chamamos de determinagdes de cada ponto.

Trigonometria dos Niimeros Reais

Exemplo

™%
S

19) Ao niimero real 1 associamos o ponto
P do ciclo trigonométrico.

2%) Ao ponto P, associamos os ntimeros
reais:

1 =12 determinagao positiva

1+ 2w = 22 determinagao positiva
1 + 4m = 3* determinacgao positiva
1 + 6m = 4* determinacao positiva
1 -2m = 1? determinacao negativa
1 - 4n = 22 determinagado negativa
1 - 6m = 3* determinagado negativa

Sendo a, a medida de um arco AP em
radianos, tal que 0 < a,<2m, dizemos que a, €
a primeira determinagdo positiva de P.

Chamamos de arco trigonométrico ao
conjunto dos niimeros a do tipo:

a=ay+K- 2n ,ondeKeZ
1volta
Assim:
k=0 = a=a, (primeira determinagao
positiva de P)
k=1 = a=a,+2n (segunda determinacao
positiva de P)
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k=2 = a=a,+4n (terceira determinacao
positiva de P)

=-1 = a=a,-2n (primeira determina-
¢ao negativa de P)
k=-2 = a=a,—4n (segunda determina-
¢ao negativa de P)

)
Sendo a, a medida de um arco AP em

graus, tal que 0° <a, < 360° dizemos que a, é
a primeira determinacao positiva de P.

Chamamos de arco trigonométrico ao
conjunto de niimeros a do tipo:

a=a)+K-360°, ondeKeZ
1 vista

k=0 = a = a; (primeira determinagao
positiva de P)

k=1= a=a,+360° (segunda determina-
¢ao positiva de P)

k=2 = a=a,+720° (terceira determina-
¢ao positiva de P)

=-1= a=a,—360° (primeira determi-
nagao negativa de P)

k=-2 = a=a,-720° (segunda determi-
nacao negativa de P)

Dado um nimero a, sabemos que ele é
uma determinacdo de um ponto P do ciclo
trigonométrico; para encontrarmos o ponto
P, devemos inicialmente descobrir o nimero
de voltas contido em a e, assim, achamos a
primeira determinacao de P.

Exemplos

1. 980°

Cada volta do ciclo tem 360°, entao:
980° | 360° 980° =260° +2 - 360°
260° 2

980° = 3 determ. positiva de um ponto P.
260° =1? determ. positiva de P.
P € 3¢ quadrante.
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180° A

P 2700

27T

2. rad

. 8n
Cada volta do ciclo tem 2r rad = Trad,

entao:

278 27n _3m.,j3.81
3 3 4 4 4

27T

rad =42 determinagdo positiva de um

ponto P.

3n
Trad = 1?2 determinagao positiva de P.

P e 22 quadrante.

R 21
4
P
4n
4 A
61
4
3. —2000°

Cada volta do ciclo tem 360°

2000 |360

200 5 —2000° =-200° -5 - 360°

—2000° = 6? determinagado negativa de um
ponto P.

Trigonometria dos Niimeros Reais
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—200° = 12 determinagao negativa de P. Exemplo

P ¢ 2° quadrante Os nuimeros reais associados ao ponto P

da figura podem ser expressos por:
1-270°

A

P
P (E rad)
-180° A 3

—90°

2
O rad

T
x=—+k-21
. 6T 3
Cada volta do ciclo tem 2nrad = —rad. .

3 2) Quanto temos que calcular uma razao
trigonométrica de um ntimero real (arco medido

20[6 _20r ~_2n_3.6n em radianos) maior que 21t ou menor que —2T,

23 3 3 3 devemos inicialmente descobrir a primeira de-
terminagao do ponto associado ao niimero real.
207 . Exemplos
——— =42 determ. negativa de um ponto P.
3
1. Calcular sen
21 .
3 " 12 determ. negativa de P.
41|12 41n _5 12
P e 3° quadrante. 5\? TN=TR+3' Tﬁ
' éBLSTE (4177[) asen x
6
on s
—ﬁ[ 6 I 3 6
3 A
P
3
Observacoes 417 5 T 1
1) Sendo x, um niimero real, tal que 0 P Y

< Xy <2m, dizemos que x=x,+k-2m, ke Z, é
expressao geral dos reais associados a um
ponto P (extremidade de x,) do ciclo
trigonométrico.

Trigonometria dos Niimeros Reais
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37m
2. Calcular cos

3718 37m_5n 4. 8m
5 4 4 4 1
INES
4
- COS X
e
+ s
1
b 5 T ﬁ
cos =C00S—— = —C0S— = ———
4 2

Seja o numero real x, uma primeira de-
terminagao (positiva ou negativa) de um pon-
to P do ciclo trigonométrico.

A

P(xg)

A

>

As outras determinacoes de P sao:
cee, Xg — 4T, X =27, X, Xg +27, Xy +47,...
Para representarmos todos os termos da
progressao aritmética, de razao 2m, formada
pelas determinacdes de P, usamos a expressao:
x=xg+k-2m;keZ
Exemplos

1. Expressao geral dos reais associados
ao ponto A:

94 \. PV2D-06-MAT-81

dh

x=0+k-2nm, k- €Z
2. Expressao geral dos reais associados
ao ponto B:

NS
>

dh

x:%+k~2n,kez

3. Expressdo geral dos reais associados
ao ponto A’:

;
\

N

x=n+k-2m,keZ

4. Expressao geral dos reais associados
ao ponto B’:

-
N

Trigonometria dos Niimeros Reais
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3r 2. Expressdo geral dos reais associados
x=7+k-2n,keZ aos pontos B ou B’:
Observacgao % B
Também poderia ser
T
x=—-—+k-2n, ke Z
2 >
B|
Seja o nimero real x;, uma primeira de- p
terminagdo (positiva ou negativa) do ponto S k-mkeZ
P ou do ponto Q, extremidades de um didme-
tro do ciclo trigonométrico. 3. Expressdo geral dos reais associados

aos pontos M ou N, sabendo que AM tem

A

3
medida anad .

3n
4 M
A
As determinagdes de P ou Q sao dadas por:
.., Xg —3W, X — 2T, X — T, X, Xg + 2T, X + 3T, ... N

Pararepresentarmos todos os termos da pro- 31
gressao aritmética, de razao m, formada pelas X = e +k-wkeZ
determinacoes de P ou QQ, usamos a expressao: -

Observacgao

x=xy+k-mkeZ

T
Exemplos Também poderia ser X = =+ kn, keZ

1. Expressao geral dos reais associados
aos pontos A ou A’

Consideremos os pontos Py, P,, P,, ..., P

que dividem o ciclo trigonométrico em n par-
tes iguais.

o>

Seja o nimero real x, uma primeira de-
terminacao (positiva ou negativa) de um dos
n pontos considerados.

x=0+k-wkeZ
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Z—RN\PB’ ' %
n
P4 P1
Pl’\
Pn—l

As determinagdes dos pontos sao:

2% 2

...X0—3'?,X0—2' ZTC

T
_/XO — —
n
2n 2n 2w
XO +_,X0 +2_,X0 +3'_,...
n n n

/XO/

Para representarmos todos os termos da

2n
progressao aritmética, de razao —, forma-
n

da pelas determinagdes dos pontos, usamos
a expressao:

X = Xq +k-2—n,keZ
n

Exemplos

1. Expressao geral dos reais associados
aos pontos A, B, A’ouB”:

2
x=0+k-—,keZ
4
2. Expressdo geral dos reais associados
aos pontos M, M,, M,, M, ou M, vértices de

um pentagono regular, sabendo que AM, tem

medida % rad:
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]‘\42 3
T
M; 1\21 6

x=£+k-2—n,keZ
6 5

Observagao

Existem outras expressoes gerais que po-
dem ser utilizadas, no entanto preferimos
ignora-las, substituindo-as por uma uniao de
expressoes aqui representadas.

Exemplo

Expressao geral dos reais associados aos
pontos P e I”, aritméticos em relacdo ao eixo

T
dos senos, sabendo que AP tem medida " rad.

Poderia ser usada a expressao:
b b
X=—+(-1)=,keZ
6 6
No entanto, usamos:

x:%+k-2n ou XZS?TCJrk-Zn,keZ

Trigonometria dos Niimeros Reais




01.Dé a primeira determinagao positiva
dos arcos

a) 1200° ) 37m
3

b) -1020°

Resolugio

a)l ?ggzlg6—00 = 1 determinagdo positiva: 120°

b)~1200°360° _, _300° + 360° = 60

-300° -2 1* determinagdo positiva: 60°
6
¢ 37m|om _ 37| 3
3 3 6

73

1% determinagdo positiva: %

02.Considerando a figura abaixo
(ABCDEF é um hexdgono regular),

C MB

E F

dar a expressao geral dos reais associa-
dos aos pontos:

a) A
Resolugio (k € Z):k - 2n
b) M

T
Resolucio (k € Z):E +k-27m
c C

27
Resolugio (k € Z):? +k-2m

Trigonometria dos Niimeros Reais
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d) AouD
Resolugio (k € Z):kn
e) BouE

Resolugio (k € Z):g +kn
f) BouF
Resolugio (k € Z):i% +k-2n
g) AouMouDouN
Resolucio (k € Z):kz—7t
h) AouBouCouDouEouF
Resolucio (k € Z):k?7t
02.O nimero de elementos do conjunto

A={x/x=senk?n,keZ}é

a) 6 d)9
b) 7 e) 10
c 8

Resolugio

k=4; 2n
3

Resposta: B

28n
03.Sea=840°eb= T, calcular:

a) sen (a+Db)
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b) tg(a-b)
Resolugio

28m | bm
840°1360° 3 |3

120° 2 4n 4
3 ég_n=240°

a) sen (a+b)=sen (120°+240°) =sen 360°=
=sen 0°=0

b) tg(a—b)=1tg (120°-240°)=tg (-120°) =
=1g 240°=1g 60°=~/3

J& estudamos equagdes trigonométricas
buscando as solugdes na primeira volta do
ciclo trigonométrico. Agora que sabemos re-
presentar todos os niimeros reais associados
aum ou mais pontos do ciclo trigonométrico,
podemos ampliar o universo das equagdes
para todo o conjunto R.

Os nuiimeros x e 0. apresentam o mesmo
seno se, e somente se, suas imagens no ciclo
trigonométrico sao coincidentes ou simétri-
cas em relacdo ao eixo das ordenadas.

4 sen X

b

v

Dessa forma, concluimos:
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senX=seno <

X=o+K-2m
ou
x=n-o+k-2n,keZ

Exemplos

1
1. Resolver em R: sen 3x = Y

Resolugao

1 T
sen3x = E =sen3x =sen—

Entao:

3x = r +k-2m
6

ou

3x=n—%+k-2n

Assim:

n k2w
=—+

18 3
ou

X

X=5—n+k2—n,
18

2. Resolver em R: sen 8x = sen 4x

kez

Resolugio
8x=4x+k-2n

ou
8x=m—-4x+k-2m
Assim:

x=K = oux=—tk =
2 12 6

3. Resolver para 0 <x <2m: sen 2x = sen

Resolucao:
2x=x+k-2n=x=k-2n @
ou

2
2x=n—x+k-27t=>x=§+k-?TE (1)
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Fazendok=..,-1,0,1,2, ..naexpressao (I),
temos:

X=..,—2m, 0, 2w, 4™, ...

Fazendok=..,-1,0,1, 2,3, ...na expressao
(II), temos:

Buscando as solug¢des no intervalo
0=x<2n temos:

s=10,%,1, 2%
3 3
Observagao:

No exemplo, embora o universo da equa-
¢ao seja restrito a 1° volta, para encontrar-
mos todas as solugdes precisamos achar
inicialmente a solucao geral em R.

Os nimeros x e 0. apresentam o mesmo
CO-seno se, e somente se, suas imagens no ci-
clo trigonométrico sdo coincidentes ou simé-
tricas em relacdo ao eixo das abscissas.

A

—a

>
P

» COS X

-

Dessa forma, concluimos:
cosx =coso < x=x0+k-2n,kEZ
Exemplos

1. Resolverem R:2 cos (3x)+1=0
Resolugdo

1
2cos (3x) +1=0= cos (3x) = )

27 1
como COS? = Y podemos escrever:

Trigonometria dos Niimeros Reais
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2n
cos(3x) = COS(?]

Assim:
3x=12—n+k-21t $X=12_n+k'2ﬂ:
3 9 3
21 k-Zn/kEZ}

S={x€R/x=i?+
2. Resolver em R: cos (3x) = sen (2x)

Resolugdo

T
Como sen (2x) = cos (E_ZX)’ podemos

escrever:

T
cos (3x ) = cos (E - ZXJ

Assim:
3x = i(g—2x)+k-2n
ou seja:
27

3x=£—2x+k-21|:='x=£+k-—
2 10 5

ou

3x=—L 4+2x+k-2n>x=—~+k-2n
2 2
S={x€R/x=£+k'2—nou
10 5

x:—§+k-2n,kez}

3. Resolver em R: cos (3x) + sen x =0
Resolugdo

cos (3x) + sen x =0 = cos (3x) = —sen x
Lembrando que sen (—x) = —sen X, temos:
cos (3x) =sen (—x)

T
No entanto: sen(—x) = COS[E_ =)1=

T
=Cos|—+X
[ +x]

Assim, podemos escrever:
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5 ~
cos(3x):cos(g+x) tg(zx)=tg( ;),entao:
Entao: 51 57 kTC

2x=—+kn=>x=—+—
3 +[“+ j+k 2 6 22
X = —+x 2T
2 S=(xeR/x=T+ K" v ez

. 12 2
ou seja:

T o X
3x=5+x+k~2n:xz+k-n 2. Resolver em R: tg (x) —tg (E):O
ou Resolugao
3x=—£—x+k-2n=>x=—£+k—n X X

2 8 2 tg (0 -tg |5 |=0=tg(e)=tg| 5
T
S={XER/X=Z+1(TI: ou Assim:

n km
x=-—+—,kEZ} X=X +kn= 2 =kn

8 2 b >

ousejax=2km
Os niimeros x e 0. apresentam mesma tan- S={xe R/x=2km ke Z}

gente se, e somente se, suas imagens no ciclo
trigonométrico sao coincidentes ou simétri-
cas em relagdo a origem dos eixos coordena-
dos (diametralmente opostas). 01. Cesgranrio-R]

As solugdes reais da equagao

3 sen(Zx S—R)—l 5
6 5 sao:

a) n/6+2km ou 5n/6+2km ke Z
> b) m/2 +2kn ou 5m/6+2km ke Z
¢) n/3+2krw ou 5m/3+2km ke Z
d) n/12 +2kn ou 11n/12+2km; ke Z
e) 5m/12 +2km ou 7n/12+2km; ke Z
Resolugio

A A tg X

Dessa forma, concluimos:

tgx=tgoox=otrkmke sen(Zx—%):sen(n/w:

Exemplos
2x—-bn/6=m/6+2kn ou

5
0= oy ok
6 6

\/5 T 5m 5 5n

c 5t . T
omo tg? == podemos escrever: 2x==+"=42km ou 2x——=""+2kn

1. Resolver em R: tg(2x) = —g

Resolugido
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2x =1+ 2kw ou 2x=107n+2kn

x=£+kn ou x=5—n+k1t
2 6

Resposta: B

02. UEL-PR

As solugdes reais da equagao

COSX=———153a0:
2

T 7T

a) Z+2kn ou T+2kn comk EZ
3 7

b) Tn+2k1t ou Tn+2kﬂ: comkeZ
3 5

0) Tn+2kﬂ: ou Tn+2k1t comk€EeZ
b 7T

d)g+2k7t ou ?+2kn comk eZ

5 11
e) ?n+2kn ou Tn+2kn comk €EZ

Resolugio

n 3n
T——=—
4 4

» COS X
5n
T+—=—

(SRJ (En)
€0SX=cos| — | ou cosx=cos| —
4 4

x=3—n+k-2ﬂ: ou x =54—n+k-21|:comkeZ

Resposta: C
Obs.— Uma resposta bem mais elegante seria

x=i%+k-2n;kez

Trigonometria dos Niimeros Reais

Trigonometria

03. Resolver: tg(3x)= J3
Resolugio
tg (3x)=tg (n/3)

tgx 4

v

3x—£+kn
x=24kZ
9 3

S=fxeR/x=—+k-Z:kez}
9 3
04. Mackenzie-SP
Dé a expressao geral dos arcos x para os

quais 2 (cos x + sec x) = 5:

T
2kn+—
a)Tl'f3
T
kn+—
b)TE3
i
2kn+—
C)7T6

T
kn+—
d) 5

e)n.r.a.
Resolugio
2 (cos x +secx)=5

1
2[cosx+ ): 5
cosx
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2[ cos2x+1] _5
cosx

2 cos?>x —5cosx+2=0
cosx=y=2y>-5y+2=0
y=2ouy=1/2

1 N [
cos x =— ou cos x =2 (ndo convém)
2

5
cosxX=cos| —
3

x=+Z1 1 2kn
3

S={xeR/x=i%+2kn/keZ}

Resposta: A
05. Vunesp-SP

Uma equipe de agronomos coletou dados
da temperatura (em °C) do solo em uma de-
terminada regido, durante trés dias, a inter-
valos de 1 hora. A medicdo da temperatura
comegou a ser feita as trés horas da manha do
primeiro dia (t=0) e terminou 72 horas depois
(t=72). Os dados puderam ser aproximados

pela fungéo H(t) =15+ 5sen(%t +377f]’ em

que t indica o tempo (em horas) decorrido
ap0s o inicio da observagao e H(t) a tempera-
tura (em °C) no instante t.

3n

s
a) Resolva a equagao —t+—) =1, para

2 2
te [0,24].

b) Determine a temperatura maxima atin-
gida e o horario em que essa temperatura
ocorreu no primeiro dia da observagao.

Resolugio
a) Temos:
( L 3n)
sen| —t+— |=sen—
12 2
TS okm s b= 24k—12:k e 7.

12 2
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Comote [0,24], V={12}.
b)Para o primeiro dia, o valor maximo da

3
fungdoH(f) =15 +5S€Tl(%t+7nj,te N ocorre

quundo sen(%H 3775) =1=t=12.

Assim, a temperatura mdxima atingida foi de
15+5-=20°Ceocorreuds 3 +12 =15h.

06. PUC-SP
O conjunto solugdo da equagao
sen (2x) + sen (2x —m/4) =0 para 0 <x<mé:

{1.9_75}
D116 16
b) @

T T
C){XER/X—E‘FkE,kEZ}
il
413
i)
© 111

Resolugio
T
sen(2x) + sen(Zx — Z) =0=
T T
sen(2x) = —sen (2x - Z) = sen(2x) = sen (—2x + Z]
b1 b
2x :—2x+2+2kn ou 2X = n—(—2x+2)+2kn

4x = g+ 2kmou Ox=m— % + 2km (imposstvel)

T km
X=—+—

16 2
k=0=x=m/16

k=1=x=9n/16
k=2 :>x=17%6>n(n,c,)

{3}
16 16
Resposta: A
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Inequacoes Trigonomeétricas

As inequagdes trigonométricas asseme-
lham-se, em sua apresentacao, as equagoes
trigonomeétricas: envolvem a incognita em
razdes cOMo seno, co-seno e tangente, ou ou-
tras razdes que podem facilmente ser expres-
sas em fungao daquelas.

Porém, o que distingue uma inequagdes das
equagdes é o comparecimento de desigualda-
des (< ou >) no estabelecimento das relagoes.

Estudaremos, a partir de agora, os casos
principais de inequagdes trigonométricas, nos
quais todas as demais poderao ser expressas
apos desenvolvimentos adequados.

Pelo valor a, no eixo das ordenadas (ou
dos senos), pertencente ao intervalo [-1, 1],
tracamos uma reta paralela ao eixo das
abscissas (vide figura 1).

4 SENn X

Ordenadas
maiores
que a

*> Ordenadas
menores
que a

Fig. 1

Ap0s isso, destacamos os pontos do ciclo
cujas ordenadas sdo maiores (ou menores,
dependendo da inequacao fornecida) que a.

A resposta é dada pelo(s) intervalo(s) de
arcos definidos no ciclo, lido(s) no sentido
anti-horario a partir da origem dos arcos.

Inequacdes Trigonométricas

Exemplos

1. Resolver ainequagao sen x> - com

0 <x<2m.
Resolucao

ASen X

A partir das indicagdes feitas no ciclo, te-
mos como solugao o conjunto:

S={xeR/£<x<3—n}
4 4

2. Para 0 < x <2m, definir o conjunto so-
1

lugao da inequacao | senx | < >
Resolucdo

A inequagao apresentada pode ser desen-
volvida como mostramos a seguir:

1 1 1
|senx|£5:>—ESsenxSE

ASen X
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A partir do ciclo ilustrado acima, pode-
mos dizer que o conjunto solugdo da
inequacgado enunciada é:

S={xeR/OSxS% ou

5—£x£7— ou 11—7t£x<27r}
6 6 6
ou entao:
b 5r 7mn 11r
S=[0,—]u[—,—]u[— 271
[ 6] [6 6] [6 [

No eixo das abscissas (ou dos co-senos),
localizamos o valor a (a € [-1, 1]), e por ele
tragamos uma reta paralela ao eixo das orde-
nadas, como apresentamos na figura 2.

A 1
. [} .
Abscissas : Abscissas
menores , maiores
que a : que a
i
I
a,
+ » COS X
a i
I
i
[}
1
1
1
i
Fig.2

Em seguida, destacamos os pontos do ci-
clo cujas abscissas sdao maiores (ou menores)
quea.

No sentido anti-horario, a partir da ori-
gem dos arcos, anotamos o(s) intervalo(s) que
compreendem os pontos do ciclo que confor-
marao a resposta.

Exemplos

1. Para 0 < x < 2m, resolver a inequagao
cos x < 0.

64 \\ PV2D-06-MAT-81

Resolugido

» COS X

Do ciclo trigonométrico acima, obtemos o
conjunto solugao:

T 3r
S=[xeR/—<x<—
[x /2 X 2]

2. Resolvercosx 2%, sendo que 0 < x<2m.

Resolugio

A

N

=

» COS X

NO

T

NGz
u;|§1

Segundo o ciclo trigonométrico ilustrado
acima, percorrendo os intervalos nele defini-
dos no sentido anti-horario a partir da ori-
gem dos arcos, temos:

S:{xeR/OSxS% ou

7—TCSx<2n}
4

Inequacdes Trigonométricas




Identificamos, no eixo das tangentes, o
ponto de ordenada a, conforme exibimos na
figura 3.

Pontos de

ordenada
Maior ttox
que a

21

Pontos de
ordenada
menor
que a

Fig.3

Em seguida, tracamos a reta que passa por
esse ponto e pelo centro do ciclo trigonomeétrico,
identificando, no ciclo, a regiao cujos pontos,
ligados ao centro, determinam retas que in-
terceptam o eixo das tangentes em valores
maiores (ou menores) que a.

Apds isso, sempre no sentido anti-hora-
rio a partir da origem dos arcos, anotamos
o(s) intervalo(s) que formard(ao) a resposta.

Exemplos

3
1. Para 0 < x <2m, resolver tg x < =

Resolucao

Conforme observamos no ciclo acima, te-
mos:

Inequacdes Trigonométricas

Trigonometria

S={xeR/0Sx<% ou

T 7T 3n
—<X<— ou — <x<2m}
2 6 2

2. Resolver tg x > 1, para m < x < 2m.
Resolucao

utgx

Pelo que vemos nas indicagdes feitas no
ciclo trigonométrico acima ilustrado, pode-
mos dizer que:

3r

51
S={xeR/—<x<—
{ /4 2}

3. Para arcos x tais que 0 < x < 2m, resol-
ver a inequacio tg?x — /3 - tg x <.
Resolugdo

Fazendo y = tg X, podemos reescrever a
inequagao enunciada como:

y?-+3-y<0
A expressao de 2° grau (y? — /3 - y) tem

raizes dadas por y =0 ou y =+/3 . Além disso,
o coeficiente de y? é positivo. Portanto:

yz—\/§~y<O:>O<y<\/§
Uma vez quey = tg X, deveremos resolver

ainequacdo 0 <tgx<+/3 .
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Conforme as indicagoes feitas na ilustra-
¢do acima, temos como conjunto solugao

S:{XGR/O<x<g
ou

4m
T<X<—}
3

Para resolver inequagdes trigonométricas
em R, primeiro determinamos as solugdes no
intervalo [0; 2n] conforme foi visto, depois
acrescentamos 2 km para incluir as demais
solugdes.

Exemplos:

1. Resolver sen x > T

66 \\ PV2D-06-MAT-81

No intervalo [0; 2] a solugao é % <x < EL

A solugao geral é:

%+2knx <%+2kn,k ez

2
2. Resolver sen x < T

v Sen X

No intervalo [0; 2rt] a solucao é:
OSX<£ ou 3—ﬂ:<x32n
4 4
A solugao geral é:
T
2kn£x<z+2kn ou

%+2kn<xs2n+2kn,kez

2
3. Resolver cos x > T

K
4

> » COS X
0] 2 21

(7n
' 4
No intervalo [0; 27t] a solucao é:

0Sx<£ ou 7—n<xS2n
4 4

Inequacdes Trigonométricas




A solugao geral é:
T
2km < x <Z+2kn ou

%+2kn<x£2n+2kn

que pode também ser representada por:
7—7t+21<7r <x< (2n+£)+2kn

4 4
ou ainda por:

_%+2kn<x<%+2kn,kez

2
4. Resolver cos x < -

» COS X

No intervalo [0; 2m] a solugao é:
b VAL

— <X <—,

4 4

A solugao geral é:

%+2kn<x<%+2kn,kez

Inequacdes Trigonométricas

Trigonometria

3
5. Resolver tg x > 3

R At X
> g
V3
| 3
1o
7n
6
31
2

No intervalo [0; 2rt] a solucao é:

T T n 3n
—<X<— ouU — <X <—
6 2 6 2

A solugao geral é:

£+2kn<x<£+2kn ou
6 2

T8y okm<x <4 okmkeZ
6 2
Esta solucao pode ser resumida por:

T orkn<x<Xikn keZ
6 2

6. Resolver tg x < 73

2 Atg X
> g
| \3
S\E
619
7n
6
3n
2
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No intervalo [0; 2] a solucao é:
0Sx<£ ou £<x<7—n ou
6 2 6

3—n<x327r
2

A solugao geral é:

§+2kn<x<7?n+2kn ou

37”+2kn <x< (2n+%)+2kn,k cZ
Podemos resumir colocando:

§+kn<x<7?n+kn,kez

01. (UEL-PR) A inequacao sen(%) 2 %,
onde 0 < x < 27, é verdadeira se, e somente se:
a) 3/ 4<x<2n

b) ©/2<x<4n/3

) m/3<x<b5m/3

d) n/4<x<3n/4

e m/6<x<m/2

Resolugio

4 sen x

IN

x_5m
2 6
5t

IN

x <

wla o3

3
Resposta: C
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02.(FGV-SP) Resolvendo-se a inequagao
2 cos x < 1 no intervalo [0; 2r] obtém-se:

Resolugio

1
ZCosxSIécosxSE

» COS X

Resposta: D

03. Resolva a inequagao 2 sen’x<senx; x € R
Resolugio
2sen’x —sen x <0

Inequacdes Trigonométricas




1
0 =
<sen x< -

A S5en x

S:{xeR/2kn<x<g+2kn ou

%n+2kn<x<n+2kn;kez}

04. (FCMSC-SP) A equacio x> ++/2 x +

+ cos8=0 com 0 <0 <7 nao admite raizes
reais se, e somente se:

b bis 21
0<6<— —<0<—
a) 3 4 % 3
T T T
— <0< — —<p<—
b) 2 ©) 4

T
—<0<m

Q) 5
Resolugio

x2+ﬁx+c05920

A=(N2)*-4-1-cos®
A=2—-4cosO
Para ndo admitir raizes reais, temos A<0, logo:

2—4c0s6 < 0 = —4c0s6 < 2(-1) =
1
= 4c0s0 > 2 = c0s0 > E

Nointervalo () < § < 1, temos:

0<o<™
3

Inequacdes Trigonométricas
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Resposta: A

05.Resolva a inequagéo |tgx| <1 para

xeR-

Resolugio

|tgx|<1=-1<tgx<1

h
s | g
4 T
4
7T
4
5n
I S -1

S={xeR/2anxS%+2kn
ou 3—7t+2k1thS5—7t+2k1t
4 4

ou %+2kﬂ:£x£2ﬂ:+2kﬂ:;keZ}
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Funcoes Trigonométricas

Vimos que, dado um niimero real x, pode-
mos associar um ponto P do ciclo
trigonométrico e a este ponto é associado um
Unico valor para o seno e o co-seno, que cha-
mamos de sen X e cos X.

A

“_} P (cos x, sen x)

sen x

COSs X

A partir dessa idéia, vamos definir as fun-
¢Oes trigonométricas com dominios no con-
junto dos nimeros reais e imagens obtidas
com o auxilio do ciclo trigonométrico.

Denominamos fun¢ao seno a fungao que as-
socia a cada nimero real x o nimero y = sen x.
I. Dominio

Como sen x é definido para todo x real,

dizemos que o dominio de f(x) =senx é o

conjunto R.

D=R

II. Conjunto Imagem
Sabemos que o sen x assume valor maxi-
mo igual a 1, quando x é um ntimero real
que representa um arco com primeira de-

terminacao E, e valor minimo igual a -1,
2
quando x representa um arco com primei-

ra determinagao Eus
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sen X

sen x = 1 (maximo)

e

senx=-1 (minimo)

Assim, o conjunto imagem de f(x) =sen x é:
Im=[-1, 1]

I Gréfico
Para construirmos o grafico da fungao de-
finida por f(x) = sen X, vamos montar
uma tabela para os arcos notaveis e, usan-
do as propriedades de simetria, teremos o
grafico para todo conjunto dos reais.

Assim:

X 0 EEEE TC3—1tZTc
6 4 3 2 2
1

senx 0 L 233 1 o 4
2 | 2| 2

Localizando no plano cartesiano os pares
(x, sen x), temos:

Observacgao

A curva do grafico correspondente ao in-
tervalo de 0 a 2w é chamada de sendide e o
grafico da fungdo f(x) = sen x parax € R é
uma sucessao de sendides.

Fungdes Trigonométricas




IV. Periodo
Antes de estudarmos o periodo da fungao
f(x) = sen x, vamos ver a defini¢cao de fun-
¢ao periodica:
Uma fungao y = f(x), definida no dominio
D, é chamada fungao periddica se existe um
numero positivo p que satisfaz a igualda-
de f(x + p) = f(x) para todo x € D. O menor
valor de p que verifica essa condigao é cha-
mado de periodo da funcao.

Sabemos que sen(x + 27) = sen x, entao o
periodo da fungdo f(x) = sen x é 2x. Isto expli-
ca o fato de o grafico ser uma repeticao de
sendides de 21 em 2.

y
/N %
/—27: 0

V. Paridade
Antes de estudarmos a paridade da fun-
¢ao f(x) = sen x, vamos ver as definicoes de
fungao par e fungao impar.
Uma fungao y = f(x), definida no dominio
D, é chamada funcdo par se f(—x) =f(x) para
todo x € D, e é chamada fung¢iao impar se
f(—x) = —f(x) para todo x € D.

4n 6m

Sabemos que sen (—x) = — sen (x), entdo a
funcao f(x) = sen x é uma funcao impar.

Denominamos fung¢do co-seno a funcao
que associa a cada nimero real x o nimero y
= COS X.

I. Dominio

Como cos x € definido para todo x real,

dizemos que o dominio de f(x) =cos x é o

conjunto R.

D=R
II. Conjunto Imagem

Sabemos que o sen x assume valor maxi-

mo igual a 1, quando x é um ntimero real

Fungdes Trigonométricas
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que representa um arco com primeira de-
terminagao 0 (zero), e valor minimo igual
a -1, quando x representa um arco com
primeira determinacgao .

A

cosx=-1 cosx=1
(minimo) N (maximo)
> COS X

Assim, o conjunto imagem de f(x) = cos x é:
Im = [-1, 1]
IIl. Grafico
Para construirmos o grafico da fungao de-
finida por f(x) = cos x, vamos montar
uma tabela para os arcos notaveis e, usan-

do as propriedades de simetria, teremos o
grafico para todo conjunto dos reais.

Assim:

o T T * & .33,
6 4 3 2 2

cosx1££10—101
2 2 2

Localizando no plano cartesiano os pares
(x, cos x), temos:

V3
2

Observagio

A curva do grafico correspondente ao in-
tervalo de 0 a 2 é chamada de co-sendide
e o grafico da fungao f(x) = cos x parax € R
€ uma sucessao de co-senoides.
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IV. Periodo

Sabemos que cos(x + 27) = cos X, entdao o
periodo de f(x) = cos x é 2m. Isso explica o
fato de o grafico ser uma repeticao de co-
sendides de 21 em 27.

N /NN

. Paridade
Sabemos que cos (-x) = cos (x), entdo a fun-
¢ao f(x) = cos x é uma funcdo par.

Sabemos que a tangente de um ndmero

real é a razao entre o seno e o co-seno desse
real.

sen X

Assim: tgx = ,cosxz0

COSX

T
Dessa forma, para todo real x, x # E+kn,

k € R, a tangente existe e é tinica.

Entdo, podemos definir a funcao:

f:[x eR/x¢g+kn,k eR} -
— R tal que f(x) = tg x

Dominio
Como tg x existe quando cos x # 0, entao o
dominio da funcgao f(x) = tg x é:

D={xeR/x¢§+kn,keR}

. a,) Imagem

Como sabemos, a tangente de um niimero
real pode assumir qualquer valor real.
Assim:

Im =]—oeo, oof
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1. Grafico

O grafico da funcao f(x) = tg x pode ser
obtido a partir de uma tabela com os ar-
cos notaveis e, por propriedades de sime-
tria, obtemos a curva para todo x perten-
cente ao dominio.

XOEEEE‘E_ZR
6 4 3 2 2
tgxog1\/§3030

/ /

Observagoes

1) O gréafico nao tem imagens para
n 37w . } b4

X = Bl etc., ..., isto é, para X = E+k7t.

2)

A curva compreendida entre x =0 e

x = 1 € uma tangentéide e o grafico de
f(x) = tg x é obtido pela repetigao sucessiva
de tangentdides de m em .

IV. Periodo

V.

Como tg(x + 1) = tg X, para qualquer x per-
tencente ao dominio, o periodo da fungao
fx)=tgxép=m.

Paridade

Como f(x) = tg x e f(—x) = tg (-x) = - tg (X),
entao f(—x) = —f(x). Dessa forma, a funcao
f(x) =tg x é impar.

Fungdes Trigonométricas




01. (FGV-SP) O grafico abaixo representa
a fungao:

ylk
1’77’ S - rT- -~ =~ - TrT----
0 L 3_n 2m x=
2 2
a) y=ltgxl
b) y=Isenxl
c) y=lsenxl+lcosxl
d) y=sen 2x
e) y=2senx
Resolugio
; 3n y=senx
l 2
0 T T 1 2n i
2 :
‘ ‘ y= | sen x|
0f = = 3n 2n i
2 2
Resposta: B

02. (Mackenzie-SP) A interseccao dos gra-
ficos das fungdes seno e tangente para 0 <x <.

a) é vazia.
b) contém um, e um sé ponto.

c) contém o ponto de abscissa .
4

d) contém mais de um ponto.
e) depende da escala usada.

Fungdes Trigonométricas

Trigonometria

Resolugio

]/A

T
Lembre-se de que para 0 <x < B

senx 4 3 tg x
p
______ T
sen x tgx
X »

sen X é ordenada do ponto P e tg x é ordenada de
T .. tgx>senx.

Resposta: A

03. (Fuvest-SP) Dadas as curvas y = x> e
y = cos X, assinale a afirmacao verdadeira.
a) Elas ndo se interceptam.
b) Internceptam-se numa infinidade de pontos.
¢) Interceptam-se em 2 pontos.
d) Interceptam-se em um Unico ponto.
e) Interceptam-se em 3 pontos.

Resolugio

Resposta: C
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04.(FAAP-SP) Paracadate [0, ], A(t) =1 vale:

— cos t, representa a area sob o gréfico de f
(acima do eixo dos x) dada por f(x) = sen x a) 1-42 d) 1
(vide figura 1). Baseado nisso, a 4rea sob o 2 2
grafico de f (acima do eixo dos x) com V3 V2

% 1] Gide Ry 9%
X €| —,—| (vide figura 2).

42 0 1

R Resolugio
y

) A drea pedida, sequndo as informagdes do enun-
R ciado, é dada por:

// Area = A(Ej - A(E)
. 2

v

Area=1- cos— - (1 cos Ej
4
ty Area = COS(EJ - COS(EJ V2 0= N2
} 4 2 2 2
7 Resposta: E
P \
A R
Of = =w T
4 2

O numero a, adicionado ao sen x, altera a paridade e a imagem da fungao y = sen x.

Assim, sendo a 0 fungao f(x) =a + sen x fica sem paridade (nem par e nem impar), pois a+sen
X za+sen (—x)e—(a+senx) #a+sen (—Xx).

Quanto ao conjunto imagem, cada uma das imagens de y = sen x deve ser acrescida de a e
o conjunto imagem de f(x) =a +sen x é
Im=[-1+a, 1+a]

Assim, o grafico de f(x) =a + sen x pode ser obtido deslocando-se o grafico dey=senx de a
unidades, para cima ou para baixo, conforme o valor de a seja positivo ou negativo.

Exemplos

1. Analisar a funcao f(x) =2 + sen x quanto ao dominio, imagem, grafico, periodo e paridade.
Resolugido

Dominio:D=R
Imagem:Im=[-1+2,1+2]=Im=[1, 3]
Grafico: abaixo

/! \\ PV2D-06-MAT-81 Funcdes Trigonométricas

Paridade: sem paridade
Periodo: p=27




Trigonometria

Ay

2. Analisar a fungao f(x) = -1 + sen x quanto ao dominio, imagem, gréfico, periodo e pari-
dade.

Resolucao

Dominio: D=R

Imagem: Im = [-1-1, 1-1]= Im = [-2, 0]
Gréfico:

Paridade: sem paridade
Periodo: p=2n
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Trigonometria

O nuimero b (b#0), multiplicado ao sen x,
altera a imagem da fungao y = sen x. Cada
uma das imagens de y = sen x deve ser multi-
plicada por b e o conjunto imagem de f(x) =b
senx é:

Im = [-b, b]

Assim, o grafico de f(x) =b sen x continua-
ra sendo uma sendide, porém de amplitude
alterada para o intervalo [-b, b].

E importante acrescentar que, quando o
valor de b é negativo, todas as imagens fica-
rao invertidas, isto é, a sendide ficara inver-
tida, conforme podemos observar no 2° exem-
plo a seguir.

O ntimero m, multiplicado ao arco x, alte-
ra o periodo da fungdo y = sen x.

Assim,

mx =0 = x=0 (inicio de uma sendide)

T ‘e
mx =27 = x=— (final de uma senéide)
m

Como m pode ser negativo, dizemos que o

2
periodo de f(x) = sen (mx) é p= aild

[m

Exemplo

Analisar a fungao f(x) = 3 sen x quanto ao
dominio, imagem, gréfico, periodo e paridade.

Resolugao

Dominio: D=R

Imagem : Im = [-3, 3]

Gréfico: a seguir

Paridade:

f(—x) = 3 sen (—x) = -3 sen x = —f(x).

Assim, f(x) é impar.

Periodo: p=2n

Exemplos

1. Analisar a fungao f(x) = sen (2x) quan-
to ao dominio, imagem, grafico, periodo e pa-
ridade.

Resolugao

Dominio:D=R

Imagem : Im = [-1, 1]

Grafico: abaixo

Paridade:

f(—x) = sen (-2x) = —sen (2x) = —f(x), assim,

f(x) é impar.
27
Periodo: p = ST

Periodo: p :% =T

Periodop=m
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2. Analisar a fungao f(x) = sen (g) quan-
to ao dominio, imagem, gragico,periodo e pa-
ridade.

Resolucao

Dominio: D=R

Imagem : Im =[-1, 1]

Grafico: abaixo

Trigonometria

Paridade:

comen(Z) )

- f(=x) =-f(x) = f(x) é impar.

27
Periodo: p=—~=4n
2

O numero n, acrescido ao arco X, altera o
grafico da funcdo y = sen x, deslocando todos
0s seus pontos, para a esquerda ou para a
direira,conforme o valor de n seja positivo ou
negativo.

Exemplos
T
1. Analisar a fungao f(x)=sen (X + Z) quan-

to ao dominio, imagem, grafico, periodo e pa-
ridade.

Resolugdo
Dominio:D=R
Imagem : Im =[-1, 1]
Grafico:

T T. ., . ‘-
X+Z=0=>X=—Z(1mc1o de uma sendide)

T T
X+Z:2n:>X:T(ﬁnal de uma

sendide)

Fungdes Trigonométricas
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Paridade: Dominio: D=R
- - Imagem: Im =[-1, 1]
sen —X+— i sen| X +— e GréfiCO:
4 4
T T, . L
( TI:) ( n) Xx——=0= x=—(inicio de uma sendide)
sen | —x+— | #—sen| x+— 4 4
4 4
~ ~ . b o . .
Entao f nao tem paridade. X 1 2n=x= T(ﬁnal deuma senoide)

Periodo: p=27
2. Analisar a fungao f(x) = sen

T
(X _Z) quanto ao dominio, imagem, grafico,

periodo e paridade.

Resolugido

Periodo: p=2n

i (—X—E) ¢sen(x—£)
Paridade: sen 1 1

b T
e sen (—X _Z) #—sen (X - Z)’ entdo, f nao tem paridade.

n
mx +n=0 = X=——(comeco da sendide)
m

2 n
Ap6s o estudo dos subitens B, C, D e E, mx + n = 2x=x=————"(final da

i funca m m
concluimos que, para a fungao .
que p § sendide)

f(x) =a+b sen (mx +n), temos: Devemos lembrar que a amplitude da

Dominio:D=R senoide fica determinada pelo conjunto ima-

Imagem: Im=[-b+a, b+ a] gem da fungao e nao podemos esquecer que,

Gréfico: se b <0, a sendide ficara invertida.
Paridade:
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devemos calcular f(—x) e comparar com
f(x):

f(—x) = f(x)= funcao par

f(—x) = —f(x)= fungao impar

f(—x) # f(x) e f(—x) # — f(x)= fungdo sem
paridade.

2n
Periodo: p = m

Exemplos

1. Analisar a fungao f(x) = 1 + 2 sen (2x)
quanto ao dominio, imagem, grafico, periodo
e paridade.

Trigonometria

Resolugdo

Dominio: D=R
Imagem:Im=[-2+1,2+1]=Im=[-1, 3]
Grafico:

2x =0 = x=0 (comego da senoide)

2x =21t = x= q(final da sendide)

Paridade: ndo tem paridade

f(x) =1+sen(2x)
f(—x)=1-sen(2x)
2_11',

Periodo: p = ;T

2. Analisar a fungdo

T
f(x)=-1-2 sen (X +g) quanto ao dominio,

imagem, grafico, periodo e paridade.
Resolugdo
Dominio:D=R

Imagem:

Fungdes Trigonométricas

—b+a=2-1=1
b+a=-2-1=-3

} = Im =[-3,1]
Gréfico:

T T
X +§ =0=>x= Y (comego da sendide)

T T
X+ 3 2n =X = ?(final da sendide)
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Ay

y =-1-2 sen (x+n/3)

Paridade: ndo tem paridade
f(x)=-1-sen (X +£j
3
f(—x)=-1-2sen (—x + g)

, 2w
Periodo: p = 1 2n

Apos um estudo analogo feito com a fun-
¢ao seno nos subitens B, C, D e E do item ante-
rior, concluimos que, para a fungao

f(x) =a+Db cos (mx + n), temos:
Dominio:D=R

Imagem: Im=[-b+a, b +a]
Grafico:

n .
mx+n=0=x= —E(comego da cossendide)

2T n .
mx+n=2r=x=—-—(final da
m m

cossendide)

Devemos lembrar que a amplitude da cos-
sendide fica determinada pelo conjunto ima-
gem da fung¢ao e nao podemos esquecer que,
se b <0, a cossendide ficara invertida.

80 \\ PV2D-06-MAT-81

Paridade:

devemos calcular f(-x) e comparar com f(x):

f(—x) = f(x)= funcgao par

f(—x) = —f(x)= fungao impar

f(—x) # f(x) e f(—x) # — f(x)= funcao sem
paridade.

2n
Periodo: p = H
Exemplo

Analisar a funcao f(x) = 3 + 2 cos(2x-m)
quanto ao dominio, imagem, periodo e gréfico.

Resolugio
Dominio:D=R
Imagem:Im=[-2+3,2+3]=[1, 5]

2n 2w
Periodo: p= m =5 "

Gréfico:

2x-nt=0=>x= g(comego dacossenoide)

g 4= %(final docossendide)

Fungdes Trigonométricas
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»X

(b£0emz0)
Dominio:

Para que exista f(x), é preciso que

cos (mx +n)=0.

Isto acontece quando:
L
mx+n # E+kn,k e”Z
Assim,
T
D= {x eR/mx+n¢E+k1t,k EZ}

Periodo:
As fungdes do tipo f(x) =a + b tg (mx + n)

tém como grafico uma sucessdao de
tangentoides.

Assim,
_n . 7. &
mx +n =0 = x = —(inicio da tangentdide)
m

—n s
mx+n=m=>X=—+—
m m

(final da tangentdide)

Entao, o periodo p sera:

Caaey

ou seja,

T

m

p:

7

Fungdes Trigonométricas

T
p [ —
[m|
Exemplos

1. Dada a fungao definida por
f(x) =1 + 2 tg 2x, determinar:
a) dominio
b) periodo
Resolugdo

kn

a) X # LK = X #
2 4 2

Assim,

n k=
=ixeR/x#—+—,keZ
D= {xeR/xe 242 kezl

Y Y
b)p= =t

2. Dada a fungao definida por
T
f(x)=-3-2 tg[X + E) , determinar:

a) dominio
b) periodo
Resolucao

a)x+£¢£+kn=>x¢kn
2 2

Assim,

D={xeR/x#kn keZ}
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.2 S

3. Dada a fungao definida por
i
f(x)=tg (x - Z) determinar:

a) dominio
b) periodo
c) grafico

Resolugido

3
a) x_£¢£+kn:x¢—n+kﬂ:;kez
4 2 4

D:{XGR/Xi%H«E,kGZ}

LI SR
by P=1 =P

. B T
iniciox——=0=>x=—
4 4

rafico 5
8 final: Tin= Tﬁ

Estudaremos o dominio e o periodo das fun-
¢oes dedfinidas por f(x) = a + b cotg (mx + n),
comb#0em=0.

Dominio:

cos(mx +n)

Como cotg (mx + n) = ——  , deve-
8 ( ) sen(mx+n)
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TC/:4 TE/=2 37:/?4

mos ter sen (mx +n) #0, ou seja, mx+nzkmn

Assim,

D={xeR/mx+n=zkmn keZ}
Periodo:

O periodo de f(x) =a + b cotg (mx +n) é

i
P |

Fungdes Trigonométricas




Estudaremos o dominio e o periodo das
fungdes definidas por f(x) = a + b sec (mx + n)
comb#0em=0.

Dominio:
1

——————, deve-
cos(mx+n)’

Como sec (mx + n) =

mos ter cos (mx + n) # 0, ou seja,

b
mx+n¢5+kn.

Assim,

D=heijx+n¢g+kmkeZ}

Periodo:
O periodo de f(x) =a + b sec (mx +n) é p.

Estudaremos o dominio e o periodo das
fungoes definidas por f(x) =a + b cosec (mx +
n),comb#0em#0.

Dominio:
1

——— , deve-
sen(mx+n)

Como cosec (mx +n) =

mos ter cosec (mx +n) =0, ouseja, mx+nzkn
Assim,
D={xeR/mx+nzkmn keZ}

Fungdes Trigonométricas

Trigonometria

01. Esbogar o grafico e dar o dominio, a
imagem e o periodo das fungoes:

a) sen X
b) y=3+sen x
Resolugio

a) D=R
Im=[-1;1]
p=2m
b)D=R
Im=[2,4]
p=2m

02.Esbogar o grafico e dar o dominio, a
imagem e o periodo da fungao:

T
y =sen (X_Z)

Resolugio
vy
11— . O - I Sl
0 n o 3n n 5t 3n Tm
4 12 4 a2 T4
b S NS S N OSUUY s, S S
y = sen (x — 1/4)
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D=R

Im=[-1;1]

p=2m

03. (Mackenzie-SP) O periodo da fungao

dada por y =sen (Zx—%) é:

Fis
a) m d) 5
n
b) 2x e) ry
r
) Z
Resolugio

P2
= 2x—=
Y sen( x 4)

k=2 (coeficiente dex), logo,

27 27
p= W p=75=P=T
Resposta: A

04. (UPF-RS) O conjunto imagem da fun-
¢aof:R — R, definida por f (x) =2 senx -3, é
o intervalo:

a) [-1;1] d) [-1; 5]
b) [-5; 5] o) [-5; -1]
o [-5 1]

Resolugio

a=-3;b=2

Im=[-b+a b+ a]=[-2+(=3),2+(3)]=
=[-5,-1]
Resposta: A

05. Obter o dominio, aimagem e o periodo
das fungdes e esbogar seu grafico

a) cosx
b) y=cos (2x)
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Resolugio

| R IS Vs N

a) D=R; Im=[-1;1p=2n
b) D=R;Im=[-1,1]p=rm
06.

Esbogar o grafico e dar o dominio, a ima-
gem e o periodo da fungao:

y=2-cosx
Resolugio
y =2 cos x
7777777777777777777777777 T y =2 cos x
T k""ﬁ"""f """ f y = €os X
Tl R
of = | a2
2.2 pew
ol o Im=[22]
| | | | p=2n

07. (Ufes-ES) O periodo da funcgao:
1
f(x)=4cos (Zx+3) é:

a) 8t d) 3=

b) 7n e 2n
) 6w
Resolugio

f(x)=4cos (ix+3)

Fungdes Trigonométricas




1
k= n (coeficiente dex), logo,

27 2n
p=W:>p=T:>p=8n
4
Resposta: A

08. (FCMSC-SP) Seja a fungao fde Rem R
definida por f (x) =1 + 4 cos x. O conjunto
imagem dessa funcao é o intervalo:

a) [-3; 5] d) [3; 4]
b) [3; 5] e) [1; 1]
o [-3; 4]

Resolugio

a=1

b=4

Im=[-b+a;b+a]l=[-3,5]
Resposta: A

09.

Esbogar o grafico das fung¢des abaixo, dar
seu dominio, imagem e periodo.

a) y=-2+senx

b) y=-cosx
Resolugio
o] = x Bm
2 2
L R R
—D@---f--+----- S .j D=R
Y O e Im= 3]
7777777777777777777777 ‘ p=2n
—|—>y=—2+senx |

Fungdes Trigonométricas
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10.(Mackenzie-SP) O dominio e o conjun-
to imagem da fungado definida pory =tg 2 x,
sendo D o dominio e I o conjunto imagem, sao
representados por:

a) D={xeR Ix;t%}eI:R*

b) D={xeR |x¢%ex¢%}eI=R*

¢ D=R e I=R

kr

d)D:{ €R | ¢1+—,kez}eI=R
4 2

e D=R*eI=R

Resolugio

2X¢£+k7t:>x¢£+k—7t comkeZ
2 4 2

Logo, D= {x eR/x ¢%+%,k62}

I=R

11. Obter o dominio da fungao y = L
tg(3x)

Resolugio

tg (3x)#0
3xzkm
kn

)
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Existéncia da tangente 12.
. Dar o dominio da fungao y = 3-2 tg (3x)
3x#—+kmn
2
Tk Resolugio
Sy .
3x#—+kn
2
t K
2n 2 m I xr
6 3 X # 6 + 3
Sn i
6 6 A L
Y 0 >
7 11n 7z 3
6 6
4 51 >
2 8l
2 7n 1n
6 6
. krm
Reunindo as duas frases em o 3
2
D= R_{k_n}; KeZ Notar que a fungdo nio existird nos vértices deste
6 hexdgono.

n  kmn
= R/x#—+—,keZ
D {xe /x <3 € }
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