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APRESENTACAO

‘

“Fundamentos de Matemdtica Elementar’” é uma colecio em dez volumes
elaborada com a pretensdo de dar ao estudante uma visdo global da Matemaitica,
ao nivel da escola de 2° grau. Desenvolvendo os programas em geral adotados para
o curso colegial, os “Fundamentos’’ visam aos alunos em preparativos para exames
vestibulares, aos universitdrios que necessitam rever a Matemdtica Elementar e
também, como é &bvio, aqueles alunos de colegial mais interressados na “‘rainha
das ciéncias’’.

No desenvolvimento dos inumeros capitulos dos livros de ‘'Fundamentos’’
procuramos seguir uma ordem légica na apresenta¢do de conceitos e propriedades.
Salvo algumas excegGes bem conhecidas da Matemdtica Elementar, as proposicdes
8 teoremas estdo sempre acompanhados das respectivas demonstrages.

Na estruturaciio das séries de exercicios, buscamos sempre uma ordenagio
crescente de dificuldade. Partimos de problemas simples e tentamos chegar a questdes
gue envolvem outros assuntos jé vistos, obrigando o estudante a uma revisdo. A
seqliéncia do texto sugere uma dosagem para teoria ¢ exercicios. Os exercicios
resolvidos, apresentados em meio aos propostos, pretendem sempre dar explicagdo
sobre alguma novidade que aparece. No final do volume o aluno pode encontrar
a resposta para cada problema proposto e asim, ter seu reforgo positivo ou partir
a procura do erro cometido.

A dGltima parte de cada volume é constituda por testes de vestibulares até
1.977 selecionados e resolvidos o que pode ser usado para uma revisio da matéria
estudada.

Queremos consignar aqui nossos agradecimentos sinceros ao Prof. Dr. Fernando
Furguim de Almeida cujo apoio foi imprescindivel para que pudéssemos homenagear
nesta colecdo alguns dos grandes matemdticos, relatando fatos notdveis de suas
vidas e sua obras.

Finalmente, como hd sempre uma enorme distdncia entre o anseio dos autores
e o valor de sua obra, gostariamos de receber dos colegas professores uma apre-
ciacdo sobre este trabalho, notadamente os comentdrios criticos, os quais agra-
decemos.

Os autores
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Evarist Galois
{1811 - 1832)




Intelectual morre em duelo

Evarist Galois nasceu nas proximidades de Paris, na aldeia de Bourg la-Reine,
onde seu pai era prefeito.

Aoas 12 anos mostrava pouco interesse por Latim, Grego ¢ Algebra mas a
Geometria de Legendre o fascinava.

Aocs 16 anos, julgando-se em condi¢des, procurou entrar na Escola Politécnica
mas foi recusado por falta de preparo e isto marcou o seu primeiro fracasso.

Aos 17 anos escreveu um artigo onde expds suas descobertas fundam: -
entregando-o a Cauchy para que o apresentasse na Academia. Cauchy perdeu seu
trabalho e com isto veio o seu segundo fracasso marcante.

Logo mais perdeu o pai gue, devido a intrigas clericais, se suicidou. Desiludi-
do, Galois entrou na Escola Normal para preparar-se a fim de ensinar, sempre
continuando com suas pesquisas.

Em 1830 escreveu um artigo para o concurso de Matematica da Academia
entregando-o para Fourier, gue morreu logo depois e o artigo foi perdido.

Com tantas frustragGes Galois acabou por aderir as causas da revolugdo de
1830, foi expulso da Escola Normal e mais tarde entrou para a guarda nacional.

Galois iniciou suas pesquisas com um trabalho de Lagrange sobre permuta-
¢Oes de raizes, o que lhe deu condigles necessdrias e suficientes para concluir que
equagdes polinomiais sdo resollveis por radicais e, baseado nas provas de Abel,
descobriu que as equacGes algébricas irredutiveis sdo resolGveis por radicais somente
se 0 grupo de permutacoes sobre suas rai'zes também é resollivel. Sobre isso forne-
ceu um algoritmo para achar essas raizes, assim como outros postulados sempre
voltados mais para a estrutura algébrica do que para casos especificos, dando um
tratamento aritmético a Algebra.

Em suas obras esta implicito o conceito de “'corpo’’ que mais tarde Dedekind
definiria de forma explicita.

Na época Galois entregou a Poisson um artigo contendo sua teoria e este o
classificou de "‘incompreensivel’”” mas hoje o que chamamos de ‘‘Matemdtica Mo-
derna’’ nada mais é do que as idéias de Galois que estdo chegando até nés.

Em 1832, envolvendo-se com uma mulher, em nome de um cédigo de honra,
ndo pode evitar um duelo. Na noite anterior passou as horas rascunhando notas
para a posteridade numa carta a seu amigo. Na manhd de 30 de maio encontrou
seu adversario recebendo um tiro fatal. Socorrido por um camponés, morreu num
hospita! para onde foi levado, aos 20 anos de idade.
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CAPITULO I

NUMEROS COMPLEXOS

CORPO DOS NUMEROS COMPLEXOS

1. Seja IR o conjunto dos nGmeros reais. Consideremos o produto cartesiano
R X iR = IR%:

R*={x, y)JIxER e y € R}
isto é, R? é o conjunto dos pares ordenados {x, y) em que x e y sdo nimeros reais.

Vamos tomar dois elementos, (a, b) e (c, d}, de IR? para dar trés definigSes
importantissimas:

a) iqualdade: dois pares ordenados sdo iguais se, e somente se, apresentarem
primeiros termos iguais e segundos termos iguais.

(a,b)=(c,d) s==>a=ceb=4d

b) adicdo: chama-se soma de dois pares ordenados a um novo par ordenado cu-
jos primeiro e segundo termos sdo, respectivamente, a soma dos primeiros e &
soma dos segundos termos dos pares dados.

fa, B) + e, d) = {a +.¢, b+ d)

¢} multiplicagdo: chama-se produto de dois pares ordenados a um novo par
ordenado cujo primeiro termo é a diferenga entre o produto dos primeiros termos

e o produto dos segundos termos dos pares dados e cujo segundo termo & a soma
dos produtos do primeiro termo de cada par dado pelo segundo termo do outro.

(a, b} + (¢, d) = {ac = bd, ad + be)

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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2. Definigdo

Teorema
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Chama-se conjunto dos niOmeros complexos, e representa-se por €, o conjunto
dos pares ordenados de ndmeros reais para os quais estao definidas a igualdade, a
adicdo e a multiplicacdo conforme o item 1.

E usual representar-se cada elemento (x, y) € € com o simbolo z, portanto:

ZEC < z= (x, y) sendo x, y € IR

3. Aplicagdes

19) Dadosz, = {2, 1) e z, = (3, 0) caleular z; + 25, 2y - 2z, € zf
Temos:

20 +2zy=1{2, 3+ (3,0 =(2+3,1+0) =15 1)
720+ 23 =(2,1)-(3,0=(2-3-1-0,2-0+1-3)=1(8 3)
zf:z,-z;:(2,1)-(2,1)=(2-2—‘|-1,2-1+1-2):(3,4)

K29) Dados z; = {1, 2) e z; = (3, 4), calcular z tal que z; + z = z;.

Temos:
2, +z= 2y, == (1,2} + {x, y) = (3, 4) —_—
1+x=3 x =2
— (1 + x, 2+ vy) = (3, 4} =~‘{ :’{
2+y-=4 Ly =2

portanto z = {2, 2).

(//‘39) Dados z; = (1, -1} e z}_ = (2, 3], calcular z tal que 2z, - z = z,.

Temos:
7y 2=z == {1,-1) « {x,y) = (2,3) === (x+ vy, y-x)= (2, 3)==
1
‘fx+y;2 x:~5
| . 3 5
i_\/‘x— V*2
tanto z = (—L —5—)
portanto = 5y )

A operagio de adicio define em € uma estrutura de grupo comutativo, isto g,

verifica as seguintes propriedades:

|A - 1] propriedade associativa
|A - 2] propriedade comutativa
[A - 3] existéncia do elemento neutro

[A - 4] existéncia do etemento simétrico

Demonstracéo

[A =~ 1](z; +25) +23 =2, + (23 + 23}, ¥ 21, 22,23 EC
(zy + z3) + 23 = [{a,b) + (c,d)] + (e, f) = (a+c, b+d) + (e, )
= [{a+c) +e (b+d) +f] =1fa+ (cte) b+ {

7y + (z7 + 23)

[A—Z] 2y +Z2222+ZI,V21,22 cC
2, + 2z, ={a,b)+ic,d={a+c, b+d =(c+a d+b)=
{c,d) + {a, b) =12z + 1 '

IA-3]3 e, €EClzte, =2z ¥zEC

Fazendo z = (a, b), provemos que existe e; = (x, y) tal que z

a+x=a x =0
{a, b} + (x, y) = (a, b) &= PR {
lb+y="0b y=0

portanto cxiste e, = (0, 0}, chamado elemento neutro para a adicdo, qu
& qualquer complexo z da como resultado o proprio 2.

[A-4]¥zEC 37ECIz+2 =g

d+f)] =

(a,b) + (c +e d+fl=(a+b)+llcd+lefl=

toey = 2zt

e somado

Fazendo z = {a, b}, provemos que existe 2’ = (x,y) tal que z + 7" = g;:

Ja+x:0 rX = -a
(8, b) + {x,y) = (0, 0) <=

| @{
lb+y=0 vy =-b
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portanto existe z' = (-a, -b), chamado simétrico ou inverso aditivo de z, que
somado ao complexo z = {a, b} da como resuttado e, = (0, 0).



5.

Subtracdo

Decorre do teorema anterior que, dados os complexos z; = {a, b) e z, = {c, d},

existe um Unico z € C tal que z; + z = 2,, pois:

7y vz =2y ——= 2]t (2, t2) = 2] +zy=—= (z] +7,) +t 2=

=22+Z'l=;ea+z:22+z'l::;.2:22+z'l

Esse nimero z € chamado diferenca entre z, e z; e indicado por z, - z,,

portanto:

23 -2y =2, +zj = {c,d) + (~a, -b) = (c-a,d - b)

Exemplo
(7,4)-(6, )=1(7,4) +{(-6,-1)=(7-6,4-1)=1(1, 3)

Teorema

A operacao de multiplicacdo define em € uma estrutura de grupo comuta-

tivo, isto é, verifica as seguintes propriedades:

4-F

[M - 1] propriedade associativa
[M - 2] propriedade comutativa
[M - 3] existéncia do elemento neutro
M

L

4] existéncia do elemento inverso

Demonstracdo

M=t (zy v 23) 223 =2, - {25~ 23), ¥ 2y, 23,23 EC

{zy +z3) v z3 = [{a,b) + {c, d}] « (e, ) = (ac-bd, ad +bc) - (e, f) =
= [{ac - hdle - (ad + bec)f, {ac - bd)f + {ad + bele] =

lace - bde - adf - bef, acf - bdf + ade + bee] =

lalce - cf) - b{de + cf}, alde + cf) + bice - df}] =

{a, b) « (ce~df, cf +de) = {a,b} - l{c,d} - le, fi] = 2, - (z; ~ z3)

li

H

I

M-2] 2z, vz, =2, -2,,%2,, 2, EC
zy + 2y = {a,b) - (c,d) = {ac - bd, ad + bc) =
= {ca-db, cb + da} = {c,d) - {a, b) = 2z, + 2,
IM-3l3emE€Clzre, =z ¥zEC

Fazendo z = {a, b}, provemos que existe ey, = {x, y) tal que z - ey = Z:

(a,
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

b) - (x,y) = {a, b) & f(ax - by, ay + bx] = {a, b) <=

ax - by = a x =1

lbx +ay =b y =0

portanto existe em = (1, 0}, chamado elemento neutro para a multiplicacdo, gue
multiplicado por qualquer complexo z dé como resultado o proprio z.

IM-4lvz€ € 327 €Clz-2" =em (¥
gl

Fazendo z = (a, b}, comn a # 0 ou b # 0, provemos que existe 2" = {x, y) tal

quez -z =em:

ax - by =1
{a,b) + (x, y) = (1,0) == (ax - by, ay + bx) = {1, 0} =
bx + ay = 0
@ b
:}X—a2+bzey—az+b2
a -b

H z" = . e —
portanto existe (a2 + bl al 4 bl

plicativo de z, que multiplicado por z = {a, b) da como resultado e = {1, O},
Observemos que a condicdo a # 0 ou b ¥ 0 equivale a a%? + b? # 0 e isto
garante a existéncia de z"".

), chamado inverso ou inversq multj-
£hamado 1nverso |

7. Divisdo

Decorre do teorema anterior que, dados os complexos z, = {a, b) # (0, 0}
e 7z, = lc, d), existe um Unico z € C tal que z; +z = z; pois:
7y~ 2= zp== 7] 2y 2 =7 == (2} - z) 2= 2y » 2] =

e

=SBy tZ = 2y Iy == Z = 2y 7)

R . Zy
Esse numero z é chamado quociente entre z, e z; e indicado por —=,
1

portanto:
o "o __a b cat+db da-cb
e e d Oy i) i bt a1 bt
Exemplo

(1, 2) 3 4 B 3 4 "M 2

(3, 4) a.2) (32+4~ 32+42)’“’2H25 25) 7(25 25)
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8. Teorema
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Em C, a operagdo de multiplicacio é distributiva em relacdo a adigdo:

(D] 2y - {zg + 23) = 2y -2, + 2, - 25, ¥zy,2,, 23 EC

Demonstragao

z; {2y + z3) = {a,b) - [lc,d} + (e, f)) = (a,b) - {c+e d+f} =
= lalc te) ~ bid+f), ald+f) + b(c+e)] =

=lac + ae - bd - bf, ad + af + bc + be] =

= [(ac - bd) + (ae - bf), (ad + bc) + (af + be)] =

= (ac - bd, ad + bc) + (ae - bf, af + be) =

= f{a,b) - {c,d) + {a,b) - (e fl =2 -2y +2; - 24

Verificadas as propriedades A-1, A-2, A-3 A-4 M-1, M-2 M-3,
M-4 e D podemos afirmar que as operacdes de adicdo e multiplicacdo definem
sobre € uma estrutura de corpo comutativo: C &, portanto, o corpo dos niimeros
complexos.

Il. FORMA ALGEBRICA

9. Imersdo de R em C

Consideremos o subconjunto R’ de € formado pelos pares ordenados cujo
segundo termo é zero:

R'= {(ab)EC!b =0}
Pertencem, por exemplo, a R’ os pares (0, 0), (1, 0), {a, 0), (b, 0), {a + b, 0),
{a - b, 0}, etc.

Consideremos agora a aplicacdo f, de IR em R’, que leva cada x € R ao par
(x,0) € R,

Primeiramente notemos que f é hijetora pois:

1) todo par (x, 0) € R’ é o correspandente, segunde f, de x € IR {isto quer di-
zer que f é sobrejetora);

2) dados x € IR e x" € IR, com x # x’, 0s seus correspondentes (x, 0) €ER’e
(x’, 0) € R’ sao distintos, de acordo com a definicdo de iguaidade de pares
ordenados {isto quer dizer que f é injetora).

Em segundo lugar, notemos que f conserva as opera¢des de adi¢do e multi-
plicacdo pois:
1Ydsomaa+b, comatc R e b€ R, estd associado o par (a+ b, 0) queéa
soma dos pares (a, 0} e (b, 0}, correspondentes de a e b, respectivamente:
fla+b) = (a+h, 0) = (a,0) + (b,0) = f(a) + f(b)
2) ao produto ab, com a &€ R e b € R, esta associado o par {(ab, 0) que é o
produtodos pares {a, 0) e (b, 0}, correspondentes de a e b, respectivamente:

flab) = (ab, 0) = (ab~-0C -0,a- 0+ 0+ b)=(a 0) - {b, 0) = f(a) - ¥(b)

Devido ao fato de existir uma aplicacdo bijetora f: R — R’ que conserva
as operagoes de adicdo e multiplicacdo, dizemos que IR e R’ sdo isomorfos.

Devido ao isomorfismo, operar com (x, 0) leva a resultados andlogos aos
obtidos operando com x; isto justifica a igualdade.

X = (x,0,¥ x € R

que usaremos daqui por diante,

Aceita esta igualdade, temos em particular que 0= (0,0), 1=(1,0)e R=R".
Assim, o corpo IR dos nlmeros reais passa a ser considerado subconjunto do corpo
C dos nimeros complexos:

RCE¢€

10. Unidade imaginéria

Chamamos unidade imaginéria e indicamos por i o nimero complexo (0, 1).
Notemos que:
2 =i«i=1{0,1)-(0,1)={0+0~1-1,0-1+1-0V={1,0) = -1

isto é, a propriedade bdsica da unidade imaginaria é:

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Aplicando a propriedade associativa da multiplicagio, temos também:

R R T A F I R

it =i == e (=1 =

Mais geralmente, para todo n € N, temos:

. 4n + . .4n+ R
0 2 q, el g etz g qanss

.

cuja demonstracdo fica como exercicio.

‘* 11._ Dado um nOmero complexo qualquer z = (x, y), temos:

2=yl =0¢0) + (0, y) =(x0 +{y-0-0-1,y-14+0.0) =
={x, 0+ {v,0} - (0 1)

" isto é

o - - Xty

Assim, todo numero complexo z = (x, y) pode ser escritc sob a forma
z = x +y i chamada forma algébrica. O nimero real x é chamado parte real de
z e 0 nimero real y é chamado parte imaginaria de z. Em simbolos indica-se:

x = Re{z) e y = Im(z}

Chama-se real todo nimero complexo cuja parte imaginaria é nula. Chama-se
imaginario puro todo nimero complexo cuja parte real é nula e a imagindria n3o.
Assim:

z=x+ 0i
z=0+vyi

x & real
yi (y # 0) é imagindrio puro

12, A torma algébrica (x + yi) é muito mais pratica que o par ordenado (X, y) na
representacdo dos nimeros complexos, uma vez que ela facilita as operacdes. Veja-
mos como ficam as definicdes de igualdade, adicdo e multiplicacdo de complexos,
usando a forma algébrica:

fgualdade: a+bi=c+di<>a=ceb=d isto é, dois nimeros complexos sdo
iguais se, e somente se, tdm partes reais iguais e partes imagindarias iguais,

Adigdo: {a +bi) + (¢ +di) = (a+c) + (b +d}i, isto é, a soma de dois nGmeros

Para mais, acesse: http://fuvestibulaggifiplexos é um complexo cuja parte real é a soma das partes reais das parcelas e

cuja parte imagindaria € a soma das partes imaginarias das parcelas.

Multiplicacdo: {a +bi}{c +di) = (ac - bd) + {ad + bc)i, isto €, o produto de dois
numeros complexos é o resultado do desenvolvimento de (a + bi){c + di), aplicando
a propriedade distributiva e levando em conta que i% = - 1:

(a+bi){c +di) = alc+di) + bilc+di) = ac + adi + bci + bdi? =

= {ac - bd} + {ad + bc)i

Exemplo
Dados zy =1+, z; =1-ie z3 = 3+ 2i, calculemos

Zy vz Yz e zy r2Zy v2Zy:
Zp vz v 23 = (1+1+3) +i(1-1+2)=5+2
Zy v 23 + 23 = (1+iM1-i){(3+2i) =2-(3+2i) = 6+4i

EXERCICIOS

F.1 Efetuar as seguintes operac¢des indicadas:
al {6+ 7101 +1i)
b) (68 +4i){1 =) + {2 + )i
c) (1 +20)2-(3+4i)

Solucdo

Operamos com complexos na forma algébrica da mesma forma que fazemos com ex-

pressGes algébricas, lembrando apenas que i2 = ~1:

al B+71M1+1)=6+7i +6i+712=6+ 7 +6i-7=-1+13i

b) 5+ 41 ~-i)+{(2+ili=5+4i-5i-4i2+2i+i2=
=5+4i-5i+4+2i-1=8+1i

) M+202-(3+4i)=1+4i+4i2-3-4i=1+4i-4-3-4i=-6

F.2 Efetuar:

al (3 +2i) + {2 - 5i)
c) P+ +01-i)-2i

b} (6 - 2i} - (2 +8i)
d) (6 +7i)-(4+2)+{1-10i)

F.3 Efetuar:

a) (2 - 3il{1 + 5i) b} (1 +2iM2 + i)
c) {4-3i)5 -1 +1) d) (7 + 2iM7 - 2i)

F.4 Calcular:
a) (3+2i)2 b} {5~-i)? el (1 +i0)2

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

8-F

9-F



F.6  Provar que (1 +i)2 = 2i e colocar na forma algébrica o namero

(1 +i)80 _ {1+ ()82
Z = i%

Solugdo
M+2=(1+d +i)=1+2i+i2=2

[0 +02]%0 (1 + )2 0ottt

= _ _ 040 _ . 41
z (428 T = 1 =27 =02
F.6  Calcular as seguintes paténcias de i:
a) {76 b) il10 ¢l 97 d) %03

F.7  Provarque {1 -i)2=-2ie calcular (1 -i)96 + {1 )97,

F.8 Determinar x € R e y € R para que se tenha:
a) 2+3yi=x+gi ‘
r b} x +vyi) (3 +4i)=7 + 26i
c) {x +yi)2 =4
Solugdo
Vamos aplicar a definicdo de igualdade no campo complexo:

a+fi=y+6i <= a=7 e =25

al 2+3yi=x+9 = z=x = x=2 @& y=3
dy=9
R . 3x -4y =7
b) (3x - 4y) + + =
) (3x - 4y) + (4x + 3y)i 7+26|<=>{4x+3y=26
=2,

e, resolvendo o sistema, temos x =5 ¢ y

x2 -y2 -0
o s

da primeira equacdo tiramos x = %y e substituimos na segunda:

c) {x2 - y2) + 2xyi = 4i =

dityllyl=d=—=t4y2 c 4=y - F1==>x = +1

Portanto x = 1ey=10ux=-1ey=-1,

F.9 Determinar x € R e y € IR para que se tenha;
al 3+ 5ix = y - 15i b) {x +yil{2 +3i) =1 +8i
c) 3+yi)+ix-2i)=7-5i d} (x +yi)2 = 2
e) 2-x+3y)+2yi=0 f} {3 - iMx + yi} = 20

fl

L}

F.10
¢ + id dé um ndimero real?

10-F

13.
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

Conjugado de z

Chama-se conjugado do complexo z = x + yi ao complexo % = x - vyi, isto é:

Exemplos

Z=X+yiei=x-yi

1Vz=2+5 == 7=2-5bi

2)2=3-4i == Z=3+4i
3z=-1-3i==7=-1+ 3i
4)z=-7+2i—=2=-7-12i

E imediato notar que o complexo conjugado de 7 é z:

(2)={x-y-i)=x+yi=2

Por esse motivo dizemos que z e Z sdo nUmeros complexos conjugados (um é
conjugado do outro).

14. Teorema

Para todo z € € temos:

IV z+ 7
) z-1z2

2 - Re{z)
2 Im(z) -i

M z=2+=>z€ R

(MACK-85) Qual ¢ a condigdo para que o praduto de dois nGmeros complexosa + b e

Demonstragéo

Fazendo z = x + yi, temos:

Nz+Z=(x+yi)+ (x-vyi)=2x = 2 +Re(z)

M z-2=(x+yi) - (x-vyi)=2yi=2-Im(z)-i

M z=7 (x+yi=x-yi)e=y=-ye=y=0ezc R

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/



15. Teorema

Se z; e z, sdo nGmeros complexos quaisquer, temos:

Nz +2; =72, +23

Mz ~=2 =7, + 73

Demonstracéo

Fazendo z; = x; + vji @ 2, = X3 + vy,i, temos:

Nz + 25 =[x+ x2) + {y; + yp)i ==
== 7 + 73 = (X1 * x3) - {y; *+ yz)i

{xy = yyi) + (x5 = yai)

545

W zy =23 = (% + vii)(xa + yyi) = (X1%2 - y1va) + (x1ys + Xy ¥y}
entdo
7127y = (X33 = y1vz) - (xyya + xayy)i =
= xi %2 = Xyy2i) + {=xay1i + y1v4i%) =

= Xy (xa ~ yail - yyi(xy - yai) =
= {x; -yii)l{xy ~yyil =7} - 73

16. Divisdo

Vimos no item 7 como pode ser calculado o quociente de dois nimeros com-
plexos, Agora temos um processo mais pratico baseado em que:

z7 = (a+bi){a-bi) = a® - b%? = a% + b?
Dados z; = a+bi ¥ 0 e z, = c+di, temos:

2; c+di  (c+dijfa-bi) ca+db  da-cb

- - - i
z, a+bi (a+billa- bi} a® +b? a? +b?

. , z - . .
isto é, para calcular =2 basta multiplicar numerador e denominador pelo conjugado

Zy
do denominador.
Exemplo
3+2i= (3 + 2i)(1 - i) (3+2)+(2—3)i_i_ li
1+ 1+i(1-9) 141 T2 2

~ EXERCICIOS
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

F.11 Colocar na forma algébrica os seguintes numeros:

F.12

F.13

; 9
:i"—; by =5, o PR g i

2 2+i° 3-i° Y a3

Solugao

. zy R - - —_
Para reduzirmos um guociente 21 3 forma a + bi basta multiplicar e dividir por z,:
22

2 24-i) -2i
Y SR B
py o3 . 3-i} _6-3i 6 3,
2+i (2+iM2-i) 4-i2 5 5§
1420 42080 14717
¢ BT T El@+ i g-if "0 10"
g P i ci-la+3)_ 4i-3 3. 4.

= e ool

4-3i T (4-30) (4+3i)  16-9i2 25 2

Colccar na forma a + bi os seguintes ndmeros complexos:

1 1
T T
3+4i 14
2 @
\ il 42 413 ¢ 1~3i
® T S
3242 441738 h) 1T+
e T N T 1-i)2
. 1
T
e - L a + bi . .
Dar as condigGes necessarias e suficientes para que Ty a (com ¢ + di #0) seja um:
a) imaginario puro; B} real.
Solucido
_a+bi {a+tbillc-di) {ac+bd] + {bc - adh
T ¢+di {c+di){c-di c? + d?
a) Refz) =0 <+ ac +bd=20
b} Im{z) =0 <= bec-ad =0

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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F.14

F.15

F.16

F.17

F.18

F.19

F.20

F.21

F.22
F.23
F.24
F.25

F.26

F.27

14-F

T+x-iy

71 tsenx + i+ cosx

Determinar x{x € IR) de modo que o nidmero z =

|

+2i

N

+ al

Determinar a{a € IR} de modo que o numero z = - - seja real.

Determinar o numera complexo cujo produto por 5 + 8i & real e cujo quociente por
1 + i & imaginario puro.

Determinar os nimeros complexos 2 tais que v»zf + 2;1 :i + o0 —5-4
1T-i 1+ 2 2

Determinar z € C tal que Z = -2zj.
Solug¢do
Fazendo z = x + yi e 2 = x - yi, temos:

X - yi = =2(x+yi)i === x - yi = 2y - 2xi

X = 2y
entao —= x=0 e y=20

y = 2x
portanto z = Q.
{(MAPOFEI-7 j y i ! 3

6} Sejam dados os nUmeros complexos z = x + iy e u = 5 IT Sendo

Z o conjugado de z, calcular as partes real e imaginaria do namero complexo z; = u * Z.
Demonstrar que z7 = (Z)" para todo n natural.

(ENE-52) Provar que se a equacdo x2 + (a + bi)x + (c +di} = 0, onde a, b, ¢, d €R, admi-
te uma raiz real, entdo abd = d2 + b2e.

Determinar os nurmeros complexos z taisque z = Z + (2 = 2) = 13 + 6.
Determinar z & € tal que z3 = Z.

Determinar z € € tal que 22

1t

Determinar z € C tal que 22 = 1 + | J3

Sendo x2 + y2 = 1, provar que

1+ x+iy .
=X+iy

Provar que

: - = ftg % +secxhi
T-senx —~i-cosx 9 '

T
para todo x real, x ¥ 3 + k7T

2-xi
1+ 2xi seja imagindrio PULY . -is cesse:

It
http://fuvestibular.com.br/

17.

FORMA TRIGONOMETRICA

Chama-se norma de um nimero complexo z = x + yi ao namero real e positivo

N(z) = x? + y?

Chama-se modulo ou valor absoluto de um nimero complexo z = x + yi ao

namero real e positivo.

lzl = VN(z) = Vx? +y?

Algumas vezes em lugar de |zl usamos os simbolos p ou r para representar o

modulo.
Exemplos
19) z=v3+i—= Nlz)= V32 +1* =4 ejz/=2
29) z = -2 = N(z) = 0% + (-2)2 = 4 e |z2]=
3%) z = -5 ——= N(z) = (-5)2 +0* =25 e lzi=5

18.

40) 7 = -1 - | mem= N(z) = (12 + (12 =2¢e lzl =2

Teorema

Se z = x + yi & um nimero complexo qualquer, entéo:

0y 1zl 20

{ny izl=0 = z=20

am lzl = 1zl

(V) Re{z) < IRe(z)| < izl

V) Im(z2) < lim{2)| < 1zl

Demonstracdo
x2 =09

( }T:x2+y2>0-::\/x2.+yz>0:>lzl>0
vi 20

Uy Jzl =0+ x2 +y2 =0 e xt =y} =0e=2=0 ;

M 1zl = vV x® + y2 = x2 + (-y)? = 12]

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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(1V} se x >0 entdo x = Ix| {11} Notemos inicialmente que
= x < |xl @ Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

se x <0 entdo x < Ix! 1 ] . - yi . -y v
zpi  |xtyi|  [xtyidx-yid] T [x2Hy?| T xPay?

Por outro lado: 1 1

X2 sz +y2==>VX2<VX2+y2—————:>IX|<IZI @ —VX2+Y2 - |Zg_l

Comparando@e @ , vem: Temos entdo:

x < Ixl < 12! 2 1 1 1z,

| = |Zy =|Zli' - —-IZ]I'__:'_'_
Z; Z; 2ol 1z

(V) andloga a (1V).
{111} No problema resolvido F.39 serd dada uma sugestdo para provar esta
propriedade.
19, Observemos que se z é nimero real entdo o mddulo de z, segundo a definicdo
- dada no item 17, ¢coincide com o modulo de z como elemento de R pois: 21.

ZER —=z=x+0:i—=—= lzl=v x> +0% = vV x? = |x!

Aplicagao

Vamos verificar o Ultimo teorema paraz, = 3+ 4ie z, = 12 - 6i

Assim, por exemplo, temos: Temos:

z2=2 =izi=2; z=-3 =1z/=3; z=0 = |z|=0 lz,0=v37+42 =/ 25 =5

Izl = vV 12% + (-5} = /169 = 13

20. Teorema Zy *Z3 = ({3+4i){12 -5i) = b6 + 33i

Se 2, e z, sdo dois nimeros complexos quaisquer, entdo: lzy + 21 = v/562 +33%7 =/3136+ 1089 = v/ 4225 = 65 = 5 - 13 =
M lzg vzt = lz; 1+ lzgl = lal - izl
2 1z 2y _ 3*4  (3+4i){(12+5i)) 16+63i 16+ 63i
(i 2 -2z, #0) z;  12-5i (12-5i)(12+56i) 144+25 169
2 2
Iy lzy + 2,1 < Izp 1+ 1z, ‘ﬂ ) \/16’+632: \/4225=ﬁ=§__ Iz,
2, 1692 1692 ~ 189 13 lz,l
Demonstracédo 2y + 2z, = (3+4i) + (12-5i) = 15
» * n# — 2 2 _
m |z1 . 12|2 ot (le2)(2122) gy (lez)(71 _~Z~2) *= (2171)(2222) - |21 +Z2| = \/15 +(-1)° = \/226 < |Z|| + IZ:I
= gy v 2P === |z, - 750 = Iz, |2,]

22, Chama-se argumento de um nuUmero complexo z = x + yi, ndo nulo, ao

justificagBes: * ver item 16 -
angulo 8 tal que

-

ver item 15— (I}

"

X Y
propriedades comutativa e associativa da multiplicaco cos § = 2 e send =? onde p = lal.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Notemos que:

19) a condicdo z # 0 garante p # 0

29) existe ao menos um angulo @ satisfazendo a definicdo pois:
X2yt xE 4yl

29 4 24 _ (X2 Y2 o_ - _
cos® 6 + sen’d (p) + () 2 PR L

39) fixado o complexo z # 0, estdo fixados cos # e sen d mas o angulo §
pode assumir infinitos valores, congruentes dois a dois {congruéncia madulo 27).
Assim, 0 complexo z ¥ 0 tem argumento

§ =0, + 2k, k € Z,

X

onde 0y, chamado argumento principal de z, é tal que cos gy =—, sen 84 Y
P

0 < 8, < 2m. Freqlentemente trabalhamos com #, chamandc-o simplesmente
argumento de z.

Exempios
r x J3
cosl == —
P 2
1 z=vV3+i = = 0=1+2kﬂ
6 ! 06
L sen :F:E o
[ cosf) === 0
P 3m
29) 2 =22 ==— > 0=+ 2knm
y 2,
sen9=7= -1 8o
rcos() =—= =1
39 ;- _5 — = 6 =n+ 2knm
LsenB:—y:O B
P
X 2
cosl =—= - ——
P 2 b
40) 7= - 1-§ —s = § = — + 2kn
N 4.
Senﬁ :—:—-’2— 90

23. Plano de Argand-Gauss

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

As nocoes de modulo e argumento tornam-se mais concretas quando repre-
sentamos os nimeros complexos z = x + yi = (x, y) pelos pontos do plano cartesiano
x0y, com a convengdo de marcarmos sobre os eixas Ox e Oy, respectivamente, a
parte real e a parte imaginaria de z.

Assim, a cada niumero complexo z = {x, y) corresponde um dnico ponto P do
ptano xOy.

Nomenclatura: e P

xQy = plano de Argand-Gauss
Ox = eixo real

Oy = eixo imaginario _
P = afixo de 2 0] X

Notemos que a distdncia entre P e O é o modulo de z:

S —

xv

OP =vVx*+y? = p
< g . , X \
e 0 angulo formado por OP com o eixo real é 0y tal que cos by :Fe sen 8, =?

portanto ¢, é o argumento principal de z

24. Dado um ndmero complexo z = x + yi, ndo nulo, temos:

. X Y
Z=x+yi=p+{—+i.—)
vi=p- p

portanto

2=p ¢ (cosf +i.send)

chamada forma trigométrica (ou polar) de z.

Exemplos

i . i
19) 2= V3+i —= —— 2=2-[cosg+iseng)

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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x = —
20) 7= -7 z=2+ {cos ?’_77_ 4 - sen @ﬂ“a)md\s, acesse: http:/fuvestibular.com.br/ cos 0 = P T2
: - 2 2 . % (ou 60°)
3n ' —
0= ) enf =¥ V3
2 o2
- T i
p=5 forma trigonométrica: 1 +i V3 = 2(c05§+ i- sen—a—)
39) z=-5 Z#L —— z=5.(cosm+i-senn)
8=m - al b)
) . \ Ay
t 7o )
p=V2
57 . 5
49) z=-1-j === :z:\/Z-(cos-—gﬂ-senTn)
) . . . S ol +iv 3
ﬂ Al - 1}
=" - | 60°
4 o 1 Ves
1
A forma trigonométrica é mais pratica que a forma algébrica para as operacdes * + _g?_: t t ;"
de potenciacdo e radiciagdo em C, conforme veremos a seguir.
P i c) x =0
EXERCICIOS ' } p=lail =37 7 0% 3
y =3

F.28 Determinar 0 médulo e 0 argumento principal, colocar na forma trigonométrica e dar a
representacdo grafica dos ndmeros:

h-=<-2-0
- cosll =—=—-=
al 4 bl 1+ivV3 o3 ; i

. N - (=]
c) 3 dl ~vV2+i-v2 :>0—2 {ou 90°)
e) -5 £ -2 L av.3
g) -5-5i h) 2-2i p 3

n . T

Solugiio forma trigonométrica: 3i = 3 - {cos Z i sen ?)

=4
o == p-14|= Va2 +0%=-4

=0 d)x=—\/é_
:mp=|—\/2-+i\/5|=V(f§)2+(ﬁ)2=2

o 4
=== = 0 {ou 0°) x =\2
cosf = —= ——
p-Y-0. pr 2
ey 3n
— B=—4—- {ou 135°)
forma trigonométrica: 4 = 4 + {cos0 + i *sen ()
sent‘)—i=E
- %3

b} x =1
= p=l1+ivVal=V1Z+ V3% =2
YE\/;} g

3nm . 3n
forma trigonométrica: - \fl; +ie \/5 =2 (cos—4—- + i+ sen T)

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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S}

d}

Y “v
g) x = -5 R
3 Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/ == p = |-5 - Bil = Vi-5)2 +(-8)2 - 52
y = -5
T -5 V2
V2+ivV2a COSQ:i:_;___-]
™~ | L 5V2 2
° ! 1 o i — 0 = 2T (o0 226%)
20 ' \135 4
J—— 1 + T L — - 677\/77_—5 =____V2
‘i» X sen ¥ = o ——5\/_2, 5
- T . 57
forma trigonométrica: -5 - 51 = 5 \[2 {cos ST+ i *sen T]
e} x=-5

cos O =%

o

senf =L

0

forma trig
fi x=0
y = -2

cosf ==

0

senfd =L

forma trigonométrica:

e)

B
y=0 j

=== p=l-5l=V{(52+02-5

-5
=51
= { -7 (ou180°)
0
-~ =0
<]
onométrica: -5 = 5 {cos 7 + i » sen )
—— p= -2l = V02 + (202 = 2
0
=—=0
2
—_— :%ﬂ(ou 270°)
-2
=5

. 3Im . am
-~ = Pl =
2i = 2{cos 5 i*sen 5 }

i f) Ay

| N

>
~ x
] i
t %]
[ ]
—

forma trigopnomeétrica: 2 - 2i =

\

22-F

®-2i

= ¥

Ay

Y

x"

-5 -5 @--------no—1 L

=>p=t2-2i|=\/22+—(—2)222\/5

.2 _.NV2
S22 2

== =7—I(ou 315%
vl 2

22 (cos—gr—i i ‘senlj—)
¥

©

315

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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F.29

F.30

F.31

F.32

F.33

F.34

24-F

Calcular o moduto dos seguintes nimeros:

b V2 + V2

al 3-4i
c) 12 + 5i d) cosf + i-senl
e) wgf +i f) 24 + 7i

Colocar na forma trigonométrica os nimeros:

al 3+ 3i bl 5-1-5V3 ¢l -8 -8i
d} 11 e} 2i IS
gl -V3+i hy i{1 + i} i}o2ilt - i
Colocar na forma algébrica os seguintes nimeros:

" . iRkl
al 3+ {cosm+i=senT b)4-(cos—€—+|-sen?)

T 3n . 3m
c)2-(cos—§+i-sen~4—) d)S-(cos—2—+1-sen2)

Calcular 0 modulo dos nameros:

3+ 3i
a) (1-i)(2+2i) b) (1 +V3-i)6 C)m
Solugdo
Vamos aplicar as propriedades do modulo:
_ Zy _ile

PR R IR I LA EREY P e Ry
al zy = 1-i =z = V2

2,5 2+2 =|z|= V8 =2V2

l2322] = 21|22l = (V2) 2V2) - 4
b) z = 1+i 3=>|z|=\/4:2

26| = |26 = 26 - 64
c) 2y = 3+3 = |zy{=VI+9 = 3va

22=1+2l =:'l2212 vV 5

zy lzl _3v2 3V10

I;il [zl = V5 5
Calcular o modulo dos nimeros:
a) {1+0)3 b) (1 -i4
c) (B+12i) i d) {1 +i0) (2 +20) {4 +4i)

1+i 5i
o 3Ty A 3va

Escrever na forma trigonométrica os nimeros:

a) (l +i. V32 b) l c} 5 (cos 30° - i « sen 30°)
2 2

Solugdo

Para mais, acesse: http://fuvestibular.combr/ ) (i+ i_\/3)2 L 2(1_)(__\/_;“ +ii2 1,..¥3
2 2 4 2’72 L
/13
P=Ngry=1
1
cost9:712~=—1—
=0 -2 4 qn
V3 3
2 V3
sen@-]—;ﬁ?—
Usando s6 o argumento principal, temos:
z=1- (005_257[+ i-sen?gﬁ)
d+i o (+i i+ i~ )
L - T R
p-Vi+1 =2
c059:1—:7'-2A
V2 2 réid
=>9=T+ &k
gL V2
sen = o S . —
V- 2
entdo z = \/2-(005741+ i-senj?l)
V3 o Vv 3 1
¢} 5+{cos30°-i+en30° = 5+ (2" -i+—) = “—+ il-=)} =
sen (2 |2) 5(2+|(2))

F.35

F.36

F.37

F.38

= 5+ {cos 330° + i« sen 330°)

(FEIUC-87) Escrever o numero complexo

1
7 ‘__na forma a + bi e na forma tri-

gonometrica.

(MACK-70) Escreva na forma trigonomeétrica o inverso multiplicativode 1 +i WV 3.

Escrever na forma trigonomeétrica os nimeros:

5+5i a+ivay

2-2 5

a}

4
b) T + (2-1) c}
Representar no plano de Argand-Gauss os seguintes complexos:

a) 2 + 5i
c) -2-3i

b) -3+2
d} 1-4i

e indicar graficamente o maduio p e o argumento principal 0 de cada um deles.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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F.39

F.40

F.41

26-F

Dados os nameros complexos

{zl = pp-lcos By + i+senfy)

2y = Py lcosBy + ivsenfy)
determinar |z + 2| e mostrar que {21 + z1 < 211 + | 23],

Salugao

21+29 = (prcosB +pyecosBy) + iv(pysen ) + pysents)

b2y + 23] = V (py cos 07 + p; cos 8502 + (pysen B, + pysen By)?

= \[Pi(coszﬂl +sen2f;) +p§(c05262+ sen28,} + 20,0, (cos 8 cos 85 + sen O+ sen 64 =

=\/p%+p§+2p1p2-cos 8, -67)

Como cos (B4 - B3) & no maximo 1, temos:

.
lzy + 221 <\/)9% * 03+ 2pp; = Vip+p2)? = pr+py=lzil + lzal

Interpretar graficamente a soma de dois nimeros complexos.

Solugao . 'Y P
Sejam: b+d7

zy =a + bi

z; = c + di

dois complexos cujos afixos sd@o Py e Py, b |
respectivamente.
O complexo d |

z=2z,+2;=1{a+c)+{b+d)i

tem afixo P tal que:

— - =
OP = OP; + OP,
—_ > —
onde OP, OP,, OP; sBo vetores. 0

— )
Notemos que o vetor OP pode ser obtido pela regza do paralelogramo e seu médulo é:

p = \/p% + p’i + 20,0, cos (01 - 6,)

Representar geometricamente no plano de Argand-Gauss os seguintes subconjuntos de C:

A-fz€c!lzl=2) b
B-{z€¢|lzt<3}
D={z€¢C||z-i|=1}

. 2
Solugao —— e
Fagamosz= x +yicomx,y € R. (0,0 x
Entédo:
A ={xy) ER? |x2+y2 = 4}

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

portanto A & uma circunferéncia de cen-
tro na origem (0, O) e raio 2.

B = {lx,y) ER? | x2+y2 < 8}

portanto B é um circulo de centro na
origem e raio 3.

Y
D-{lxyl €ER? | x2+{y-112=1
{ Y | X Y } (0’ 1)
portanto D é uma circunferéncia de cen-
tro (0, 1) e raio 1.
X

F.42 Representar geometricamente no plano de Argand-Gauss os seguintes subconjuntos de C:

3l A={zE€C|Refzl = 0}
bl B ={z€C|Imiz) = 0}
) D=-{2€C|Refz) Z1e Imiz) =2}

dE-={z€c|lz| =1}
el F={zEC||2i< 2}

F.43 Representar geometricamente o conjunto dos numeros complexos z tais que

lz- 1+ <1,

F.44 Fixado 0, qual é a representagdo grifica dos complexos z = P = {cos 8 +i « sen 0)

F.45

F.46

F.47

F.48

quando p percorre R?

{MAPOFEI-72)
a) Calcular a parte real u e o coeficiente v da parte imaginaria do nimero complexo

1
w = ‘l-?,ondez= x+y.

b) Se P & o afixo de z e Q é o afixo de w, qual o conjunto dos pontos Q quando P des-
crevearetay = X7

(MACK-71) Determine o nimero complexo z de menor argumento tal que
|Z - 25i| < 15. Faga um gréafico no plano de Argand-Gauss.

Se z=p0+ lcos § + i- sen 8), provar que ﬁ éreateque L' "2 g imaginario puro.

pti-z
{EFE-58) Calcule o valor da expressao

la + bi)2 1 1+

¢ +di atci 13i

sabendo que:

a} o modulo de a+bi ¢ 5, um de seus argumentos esta compreendido entre O ege
b-a=1.
b) oquadradodec+dié-5-12i e ¢ < O.

27-F



AV POTENC’IACI_\O
25. Teorema

“0 mobdulo do produto de dois nimeros complexos é igual ao produto dos
modulos dos fatores e seu argumento € congruente a soma dos argumentos dos

fatores.”’

Demonstracdo

Suponhamoes dados os nGmeros:

zy = pye{cosd; + i-senf)

2, = pye{cosB, + i« sen @)
e catculemos modulo e argumento de:
Z=2+2y=p-(cosd + i-senf)
Temos:
Z2=2;+2;=p;+ py* (cos§, +i-senb,)(cosf,+i-senf,) =
=py Py l{cos@,-cos B, -send,-send,} +
+ i+ (sen By + cos@, +senf,- cosb)]
portanto:
pelcos@+i-senf)=1{p; - py}[cos (8; +6,) +i-sen(f +8,)]

entio
£ =p102 )
0 =(0,+0,) +2knr, KE 2
Exemplos
2, = 2- (cos% + j- sen%)
19) = 2,2, = 6- (cos— + i - senl)
z =3'(cosl+i'sen1) l 2 2
2 3 3
2:3

TR
__+_
6 3

De fato, temos:

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/ Z1Z2 = [2(

V3,1 1. 43, L3 . 3V3,
T*"E”B‘?*'T”‘ (\/§+|)(2+| ) =

3W3 3v3 9 3, e Mot sen—
_(—2——— 2 )+|(2+2)—61—6(c052+| senz)

5n . 5n
z; = 4+ {cos— + I'Sen?)
6 2n . 2n
29) = 2,2, = 24 (cos? + i sen?)
. 11
2y = 6-(cos11?ﬂ + |-sen—61)

De fato, temos:

7,2y = [4(—“E + i-%)][s(g—i-%)] =(-2v/3 + 23V 3-3i) =

2

- (-18+46)+i(6V3+6V3) = -12+i-12V/3 =
1 .A3 2n . 2

= 24\(.E + 'T) = 24 (cosT +isen— )

57 1in

2n
s =+ — = 2m.
Observemos que 3 6 6

26. A formula que acaba de ser deduzida estende-se ao produto de n fatores
{n > 2), desde que apliquemos a propriedade associativa da multiplicacdo:

Z=2,+2,+23...2, = p+flcosd + i-senb)

entio
2=(p1p2P3... pn)lcos (B + 8, +.. +8,) +i-sen (B +8+... +8.)]

portanto

p-lcos@+i-send) = (pips...pn) » [cos (6, +0,+...+8,) +
+ jesen (B, +0,+...+0,)]

e finalmente:

P = pP1P2P3 . Pa. _
e = (81+61+93+...‘|"9n)+2kﬂ', kez

isto ¢, o modulo do produte de n nimeros complexos é igual ao produto dos
médulos dos fatores e seu argumento é congruente & soma dos argumentas dos

fatores.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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27. Ja vimos que a forma algébrica facilita as operacBes de adicdo, subtragdo,

(x + yl) , com n € Z, ndo teremos outro recurso sendo usar a férmula do bind-
mio de Newton que é bastante trabalhosa.

Com a finalidade de simplificar a operacio de potenciagio com complexos,
colocamos o seguinte:

28. Teorema

Dados o nimero complexoz = p - (cosf + i.

inteira n, entdo:

sen 8), ndo nulo, e 0 namero

" = p".{cosnf + i-sennd)

{12 formula de Moivre)
Demonstragdo

18 parte
Provemos que a propriedade é valida para n € N, usando o principio da
indugdo finita,

a) sen = 0, entio {z°= 1

p%-lcosO + i-sen0) =

b} admitamos a validade da formula paran = k- 1;

~zk“ = pX 1. [cos(k=1) 8 +i-sen (k- 1)8]

e provemos paran = K:

K = zk"‘-z=pk

'.fcos(k-1)0+i-sen(k-18]-p-
(p*"1 p} - [cos ((k-1)8 +8) +i -

sen k8)

{cos® +i-senf)] =
sen ({k - 118 +6)] =

= pk(coske + -

28 parte
Vamos estender a propriedade paran € Z_.

Sen < 0, entdon=-mcomm € N, portanto a m se aplica a formula:

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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ZN = z-mM = L
multiplicacdo e divisdo de nimeros complexos, porém, se necessitarmos Galewlgiese: httpy/fuvestibular cBm.br/

1

zm

1

m. (cosmf + i+ sen mb} B

cosmf -i+senmb

1 cosmf-i-

F'(cosm6+i-

sen m4

pM  cos2 m@ +senz m@

phs{cosnf + i+

Exemplos

Temos:

iz, = V22 + 2V32=V4a+ 12 =

29} Calcular 23 sendo z,

sen mB} {cos mf - i - sen m#B) -

= p~m.[cos(-m8) +i-sen(-m)] =

sen n@)

19) Calcular z} sendoz; = 2 -

T
(cos—+ i-

eni)
4 et

3
23-(cos%+i-sen—4l)

+i-2v 3.

zl=2+i-2\/3=4(%+i

5

_ a5
z, = 4

(cos s + i
3

= 512-i+512v/ 3

EXERCICIOS

F.49

F.50

V16 = 4

V3 e hi s cen X
-2)—4-(c053+| sen3)
br . s 1o N3
sen 3)—4 (2 i 2)—

{(MAPOFEI-74) Dado o nimerc complexo z = 1 + i, determinar 0 modulo e o argu-

mento do complexo z4.

Calcular:

a) (—%

Solugdo

4+

..‘\/_§)100,
51

b) (3~ 30712 o -V3-0?°
V3. 1 _V3
—2—1 =1, cos@—-—z,sene‘ 5



. o ri R 2
forma trigonomeétrica: z = 1 + {cos ? + i+ sen ?)

z100 = 1100 {cog 20;” + issen 20:?‘”) = ‘I-(cos-2?"-+ i+ sen %TL) =
=t i 3
2

b} z = 3~ 3i

F.51

F.52

32-F

N b3 3 A7
p =1zl =v32+ (-3 =3\/-2—, C"Se:ﬁ:?—'

senfl ——> - R
N7 2

i n
Forma trigonométrica: z = 3V 2 (cos 2 + i *sen T)
2712 = (3V/2)-12 [cos (-217) + i« sen (-21m)] -

1
= 3-122-6 (cosT™ + iesenT) = —w

c) z = -\/E—i
p=lzl=VI-V312 + -1)2 = 2, cos 8 = —g, senf = ;—

. o mo. in
forma trigonométrica: z = 2 {cos ry + i+sen —6—-)

' am
+ i+sen %) = 220(cos4T+ iesen —I) =

220 = 220 (cos 1407

= 220(-;—-'.-\%5) = 219 (-1 -i+-V3)

3

Calcular:
a) (\/_23_%,100 o (V2 +iv2)8 el (1+i.v3)5
b) (-1 + i}6 4 (- )7 - e+ 10 f) ———t

V7 V2 Nz 1, V3

frmmi 2

2 2

Utilizando as formulas de Newton e Moivre, expressar sen 28 e cos 20 em funcio de
sen & e cos 0.

Solugao
Da primeira férmula de Moivre:

2" = [p+lcos@+i-sen®)]" = p"(cosnf +i-sen nB) decorre que:

lcos@ +i-sen@)" = (cosnf+i-sennfl). n €EZ

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

F.53

F.54

F.65

F.56

Fazendo n =2, temos:

{cos @ +i = sen 0)% - cos 20 + i - sen 20

entio, desenvolvendo o primeiro membro pela formula de Newton, temos:
cos2 @ +2i-cos0«sen@+2sen?2f = cos 20 +i+sen 26

tcos2 0 ~sen2 @ +i+ (2sen@ cos @) = cos 20+ » sen 20

portanto concluimos que:
cos20 = cos2@-sen26 e sen20 = 2senfcos @

para todo 6 real.

Utilizando as formulas de Newton e Moivre, expressar sen 36 e cos 38 em funcio de
sen 6 e cos 6.

Determinar o menor nGmero n patural para o qual {j - \/5)“ € imaginario puro.
Solugdo

. , L 51 -
z=i-= \/E apresenta modulo g = 2 e argumento principal 8 = —, entdo:

6

5nT

)

5nT :
zN = 2N - {cos iy + i+ sen

Para que z" seja irnaginario puro é necessario que seu argumento seja da forma
m

5nm
5t KT, K € Z, pois cos —g" = 0. Assim, temos:

5nm It 5n 1 5n -3
2= o = == =+ K =>K=""F—
g ~2 KT 6 2 6

Como K é inteiro, bn - 3 deve ser miltiplo de 6 e 0 minimo n, natural, para isso ocorrer
én = 3{pois5(3)-3 = 12).
Verificando:
5 . 5w
(i-\/§)3 = 2% {cos ﬂ+i-sen -1—5'71-) = 8(cos—ﬂ+ i*sen ——) =
6 6 2 2
= 8(0+i) = 8i

Determinar o menor valor de n, n € N, para o qual (\/§+ ijn é:

al real e positivo; b} real e negativo; ¢} imaginario puro.

{MAPOFEI-70)

a) Determinar o nGmero complexo 2 tal gue iz + 2Z + 1-i = 0, onde i é a unidade
imaginaria e Z 0 conjugado de z.

b) Qual o mddulo e o argumento desse complexo?

c) Determinar a poténcia de expoente 1004 desse complexo.
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V. RADICIACAO

Para mais, acesse:

. P n
29, Dado um nOmero complexo z, chama-se raiz enézima de z, e denota-se Vv z,a

um nlmero complexo z, tal que 2z} = z

Ve=zp e 20 =1z

Assim, por exemplo, temos:

g & um valor de V1 pois 13 =1
19
) —1—+ii?T & um valor dex3/1‘pois (—l+E\£—§)3:1
2 2 2 2
_l_iﬁ ¢ um valor de V1 pois (—l—'\/—§)3=1
L 72 7 2" '72
f
29) \/—5+i-\/—?éumvalorde\/i_pois (\/—5+|-\/_2- =i
2 2 2 2
{
—Q-i-\l—E éumvalorde\/i«pois (-ﬁ-l\/—E =i
L 2 2 2

A davida que imediatamente surge é: “quantas sdo as rafzes enézimas de z e
como determina-las?’’ A resposta a esta pergunta vermn a seguir.

30. Teorema

Dados o namero complexo z = p - {cos @ + i+ senf) e o niamero natural
n{n = 2), entdo existem n rafzes endzimas de z que sdo da forma

ZK=W‘[c°3(’g+ K—zn—ﬁ’ + i-sen(:o;—+ K"?;:l)]

{28 formula de Moivre)

onde\/aniR+e K € Z

Demonstracdo
. . n
Determinemos todos 0s complexos Z taisque VvV z =

Se zi = r- {cosw + i+ senw), nossas incognitas sdo r e . Apliquemos a
D e n
definicdo de v/ z:

http://fuvestibular.com.br/

n n
Vz=z =z =12
entdo: M. {cosnw + i-sennw) = p+ (cos@ + i-senf)

portanto é necessario:

M m=p = |r=Yp {r €R,)

(2)  cosnw = coséd
=nw =06+ 2Kn = w:—H~+K-2ﬂ

(3] sennw = send

Supondo 0 < € < 27, vamos determinar os valores de K para os quais re-
sultam valores de w compreendidos entre 0 e 27:

K=0 —w-=—

n
K=1=>w=—6-+2i

n n
I<=2=:'w=~‘9n—+2-~2—7r
K=n-12>w=—%+(n—1)-2ﬂ—

Estes n valores de «w ndo sdo congruentes por estarem todos no intervalo
[0,2n[, portanto, dio origem a n valores distintos para zy.

Consideremos agora o valor de w obtido para K = n:

27r=_6_+27T

n n

K=ne== w=—+n-
n

Este valor de w é dispensavel por ser congruente ao valor obtido com K = 0.
Fato andlogo ocorrepara K=n+1,n+2,n+3,...eK=-1,-2,-3, ...
Entdo para obter todos os valores de 2z, ésuficiente fazer K=0,1, 2, ..., n-1.

Conclusdo: todo nimero complexo z ndo nulo admite n raizes enézimas dis-
. . " . &l . . .
tintas as quais tém todas o mesmo modulo (V 1z 1) e argumentos principais for-

.. . ] .2
mando uma progressdo aritmética de primeiro termo — e razao —.
n n

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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31. Aplicacdes

L i -
Para mais, acesse: http:/fuvestibular go'r%.b:r/o =2 =2 (COSE+ e seng-) = 3%
18}  Calcular as raizes quadradas de -1.
Temosz = -1, entdop = 1 e 8 = 7, K=1 =2, =2 (cos%r + sen%n) =1 +i+ /3
De acordo com a férmula deduzida, temos:
7n | . Jr :
K=2 =12,=2-(cos =+ i-sen—=)=-V3-i
Zk=\/_1-[cos(%+Kn)+i-sen(—g+Kﬂ)],k€{0,1} 2 6 6
! ; 1§ K=3 =z-2-(cosﬁ+i-sensi)=1—i-\/§
K=0=>20=1-[c05—2- +|-gen§]=i = 3= 3 3
K=1=2z =1. [cos(%+n)+i- sen(-g—+7r)]=—1
32. Interpreta¢do geométrica
23) Calcular as raizes cubicas de 8. Vimos que Q/; pode assumir n valores distintos porém todos com o mesmo

. méadulo. Assim, os afixos das n rafzes enézimas de z sdo pontos da mesma cir-
Temos z = 8, entdo p = 8 e 0 = 0. . . oV 1Z1
cunferéncia, com centro na origem do plano de Argand e raio V |z |.

Pela f6rmula deduzida, vem: . , L Q/_ .
Vimos também que os argumentos principais de ¥ z formam uma progressao

o 0 . 27 . . , ,
3 o S aritmética que comeca com — e tem razdo — . Assim, os afixos das n raizes ene-
zk:\/S(cosK-—a—+lseaK.23_") K-01 2 n n

oo . . . " . n
zimas de z dividem a circunferéncia de centro (0, 0) eraior = V I z| em n partes

K=0=12z =2-(cosO+i-senQ) =2 congruentes, isto é:
K=1=2, =2. {cos 2_” Y. sen ?f) -1 4.3 se n = 2 s3o pontos diametralmente opostos
ou
K=2 = % =2- (cos4—n + i-sen 4—77) = 1+i-vV3 se n = 3 s3o vértices de um poligono regular inscrito na circunferéncia citada.
-

Reexaminando as aplicagdes vistas no item 31, temos:
38) Calcular as raizes quartas de -8+i:.8v3 .

0 4 -
Temosz = -8 + i- 8+ 3, entiop = 16 e 6 = 2n 19) raizes quadradas de \1

b . i
Aplicando a formula, vem: 2 = 1+ [cos (7 * Km) + i+ sen (_2“ + Km]

%ﬂ 2 %ﬁ 9 Os valores de v -1 tém afixos que

% = V16 - |cos 4 tke 4 tiesen| -+ K- e dividem a circunferéncia de centro
4 4 {0, 0) e raio 1 em duas partes con- -
gruentes. X

m v w m
= 2. Z . - i . — .- =
[cos(6+K 2)+. sen(6+K 2)], K=0123.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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20} raizes clbicas de 8

Zk=2-[cosK-%r+i~;enK-2%r]

Os afixos de 3\/_8 dividem a circunferéncia de centro (0, 0) e raio 2 em trés

partes congruentes

30) raizes quartas de -8 + i. 8v3

g =2 [cos(%+K—27£)+i-sen(—g-+ K—;—)]

Os afixos de \/a -8 + i- 8+ 3 sio vertices do quadrado inscrito na circun-

feréncia de centro (0, 0} e raio 2, sendo (\/3, 1) um dos vértices.

B3 |

38-F

EXERCICIOS

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

F.57

F.58

F 59

F.60

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

Calcular:
a) V-7+24i b} V5 +12i
3 4
¢ V-11-2i d) vV 28 - 96i
= n
Sugestdo: usar a defini¢3o de \/;

Calcuiar:

a) {/1_ o) V1 +i o) vV -16i 4 V=729
1+ = 1
e} M. f) \3/-64 g) 2[? h) __ 2

2
Calcular pela definigdo de raiz enézima, VvV - 16 + 301
Solugio
Por definicdo, temos: V7 = 2y =7 = zf
entdo

V-16+230i = x+yi <> -16+ 30i = (x +vyi)2
Esta Gltima igualdade, se desenvolvermos {x + vi)2 pela férmula do bindmio de Newton,
fica:
16 + 30i = x2 + 2xyi + y2i?

-16 + 30i = (x2 -y?) + 2xyi

x2 -y2 = -16 @
2xy = 30 (n

15 ~
De @ vemy = T,entao:

portanto:

@xz_(‘fp - <16 = x4 + 16x2-226 = 0 =
X

1
x = 3  portanto y=?5=5
donde vem ou
15
x =~3 portanto y = 3 -5

Resposta: ¥ -16 + 30i éiguala3 + Si ou -3-5i

{MAPOFEI-75) Determinar as raizes quadradas do numero complexo z = 5 - 12i.
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F.61

F.62

F.63

F.64

F.65

F.66
F.67

F.68

40-F

Um guadrado, inscrito numa circunferéncia de centro na origem, tem como um de
ara mails, acesse
vértices o afixo de z; = 3i. Que nimeros complexos s3o representados pelos Gutros tre

vértices?

Solugdo 1

Os vértices do guadrado representam as raizes quartas de um certo z € €. Como uma
das raizes & 3i, temos:

4
\/; - 3i= (34 = 81

Vamos obter as outras raizes: z - 81 = 81+ {cos0 + i+sen 0}
entdo
+ 2Km 0+ 2Kn
:3-[coso—+ n——z—]=

Km
= 3{cos S tivsen K2—7T) comK € {0, 1,2, 3}

K=0=>z5=3

K

=2=2z29=-3

=1 ==z = 3i K=3=>23=-3i

portanto os nimeros procuradgs sdo 3, -3 e -3i.

Solugao 2

A circunferéncia em questdo tem centro
na origem e passa por P(O, 3), portanto
seu raio &€ 3. Em consequéncia, ela inter-
cepta os eixos nos pontos (3, 0}, (0, 3},
(-3, 0} e (0, -3) que sdo os vértices do
quadrado.

Conclusdo: os nimeros procurados sdo
(3,00 =3,(3,0)=-3e(0,-3) = -

V2

Sendo - + i

uma das raizes quartas de um namero z, determinar as raizes qua-

dradas de z.

(E. E. Lins-66) Uma das raizes de ordem 6 de um nimero complexo & -2, Determinar as
outras raizes de ordem 6 desse nimero.

Determinar graficamente as raizes quartas de 81.
Um hexagono reguiar, inscrito numa circunferéncia de centro na origem, tem como um
de seus vértices o afixo de z = 2i. Que ndimeros complexos sdo representados pelos ou-
tros cinca vértices do hexagono?

. . . 3 .
Representar graficamente os nimeros i + -8i.

Representar graficamente as solugdes da equacdo bindmia {z- 1 +i1)4 = 1.

Demonstrar que a soma das raizes de indice 2n de um nimero complexo qualquer é 2ero.

http://fuvestibular.com. br/

33.

EQUACOES BINOMIAS E TRINOMIAS

Chama-se equagio bindmia toda equacdo redutivel 3 forma

ax" + b

0

ondea,b & C a # 0 e n € N.

Para resolver uma equagdo bindmia basta isotar x"

radiciacdao em C:

+ 2Kn

64 e 0 = 7, entdo:

s =

7 T
sen(g+K-§)] K =

V3

b
n/-=
a
Exemplo
Resolver 3x® + 192 = 0,
3x + 192 = 0 = x® = - 123 = x
fazendoz = -64, vemp = |zl =
2K
= V6 [cos( n)+i-sen(n
s ™
= 2. —+K-=}+i-
[cos(6 3) i
T, 7
K=0———>zo=2-(cosg+|‘sen€)=
T, i :
= = 2. JANRNTE N Ly 2
K=1= ¢, (cos2 lsenz) 2i
K:2=>22=2-(c055—g+i-sen%71):
K:3::,~z3:2-(cos—7§+iosenzg):
K=4==>z4=2-(cosgq+i-sen§£):
2 2
K=52>25:2~(C05u—+!-58n%—n)

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

-V 3+
3 -
-2i

V3

e aplicar a definicdo de

01,...,
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, - 6 .
- + = o~ A - ~ . *
portanto o conjunto-solugdo de 3x” + 192 = 0 ¢ 34, Chama-se equagdo trindmia toda equacdo redutivel a forma

] . . . . . Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
S={3+i, 2i,-vV3+i -V3-i -2, Vv3-i}
N

representado pelos vértices do hexagono regular da figura, g’” + hxl’s‘ +e=9

ondea,b,c EC, a# 0, b¥*0en €N

Para resolver uma equacio trindmia faz-se x" = y, obtém-se y; e y, raizes da
equacio ay> + by + c = Oe, finaimente, recai-se nas equacgdes bindmias x" =y, e
x" = y® determinando-se as 2n raizes.

Exemplo

Resolver x® + 7x3-8 = 0.
Fazendo x® = v, resultay? + 7y -8 = 0 portanto:

EXERCICIOS

‘ yr = 1
. . -7z 2_4.1-. (- -7+
F.69 Resolver a equagdo bindmia x3 + i = 0 y = 727 24 1. (-8} - 72_9 |
Solugiio I——"Vz= -8
3
WBti=0 em 3o i = x =V i \
3T 3 Vamos resolver a equacio bindmia x* = y, = 1da qual decorre x = \/—1
—i=1(0+i(-1))=1-(cos—5-+i-sen ?)
Como z = 1 tem modulo 1 e argumento 0, vem:
2 = Y1+ feos (5 + K-gg)+i-sen(g+K--2-§)]’K€{0,1,2}
2Km . 2K
entio X =2¢ = 1- {cos 3 +|-sen—3—),K=O,1,2
T m
=0 =pzp=1" —t i —) =i
k=0 Zo=1 (0052 'Sen2) ' K=0 =2z,=cos0 +i-sen0 =1
Mmoo i N
I(:1=>zl=1-(c056+|-sen6):—2-|2 on . i \/3
K=1 =2z =cos— +ti-sen—=-—-+i—F
K w2 o2y — 1 (cos lw josen 0y J N3 5.1 3 3 2 2
= 2= cos iesen == == i
4n 4n 1. V3
portanto o conjunto-solugdo da equagdo dada & K=2 =>Zz=cos—3—+t-sen?=—§— I-T
A3 1 V3
s=l-F -y g oyd U 3=
. Vamos resolver a equagdo bindmia x® = y, = -8 da qual decorre x = V -8.
F.70 Resolver as seguintes equagdes bindmias: Como z = -8 tem modulo 8 e argumento 7, vem:
a3l x2-i=0 b) x6 + 8 =0
c) x¥-1+i =0 dyx* + 1 =0
n+ 2K . 7+ 2Knw
e) x¥+ i =0 f) x3-27 =0 x=zk=2-[cos(—3———)+|-sen(——3——)],K=0,1,2

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

42-F 43-F



K=0 =>zo=2-(cos%+i-sen—g-)=1+i\/3

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

K=1 =12z, =2-{(cosm+i-senm =-2

K=2 =>22:2-{c0s5?n+i-sen5?ﬂ):1-i\/3

E o conjunto-solucdo da equacdo trinomia é:

S = 1 _1+;.\/E —1-i-\/§, 1+i.v3, -2, 1-1V3}

2 2 2 2

EXERCICIO

F.71 Resolver as seguintes equagdes trindOmias:

a)l xB-17x4+16-0 b) x6+9x3+8=0
¢) x4-2x2+2=0 d) x4-5x2+4=0
e) 27x6+35x3+8= 0 f) ix2-2x+v/3=0

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Nasce a ‘"Matematica Moderna”’

CAPITULO IT

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

A Matematica do século XX é marcada por grande abstragio e preocupacio
cada vez maior em analise de grandes esquemas.

Em 1939 surge o primeiro volume de uma grande obra chamada ‘‘Elementos
de Matemdtica” que ainda esta em pleno desenvolvimento, tendo sido editado
seu trigésimo primeiro volume em 1965 o qual ainda ndo esta completo em sua
parte |, “As Estruturas Fundamentais da Andlise”’ com os subtitulos: Teoria dos
Conjuntos, Algebra, Topologia Geral, Functes de Variavel Real, Espacos Veto-
riais Topoldgicos e Integragdo. Em suas paginas hd o nome do autor — “Nicolas
Bourbaki'' — um francés inexistente com nome grego.

O que se sabe é que em Nancy, cidade onde nasceram vérios dos grandes
matemdticos, hd uma estétua do pitoresco General Charles Denis Sauter Bourbaki,
a quem em 1862 foi oferecido o trono da Grécia gue ele rejeitou e que foi parti-
cipante notavel da guerra franco-prussiana. Entretanto, Nicolas Bourbaki nem
mesmo foi parente distante deste general, dando a entender que esse nome foi

tomado simplesmente para designar um grupo de matematicos, quase todes fran-
ceses, que formam uma espécie de sociedade secreta, da qual André Weil e Jean

Dieudonné sdo dois dos mais importantes lideres.
André Weil nasceu em 1906, participou de Universidade de Chicago e mais

atualmente do Instituto de Estudos Avancados, em Princeton.

Jean Dieudonné nasceu também em 1906 e apds a segunda guerra lancou
sua obra “Novos Desenvolvimentos em Matemdtica” com idéias radicalmente
novas, anunciando uma nova era. Participou da Universidade de Nancy, depois
da Universidade de Paris e mais atualmente da Northwestern University.

Os trabalhos de Bourbaki caracteri-
zam-se por uma adesdao completa ao trata-
mento axiomatico, por uma forma total-
mente abstrata e geral, retratando uma
estrutura logica. Estas idéias sdo respon-
saveis pelas mudancas na Matemdatica em
nivel elementar e secundario, movimento
conhecido como ‘‘Matemética Moderna’.

Weil, concordando com Hilbert, alha
para os problemas a serem resolvidos como
sinal seguro de que a Matemdtica continua-
rd progredindo. Sobre o futuro ele diz: “0O
grande matemadtico do futuro, como o do
passado, fugird dos caminhos batidos. E
através de idéias inesperadas, a que nossa
imagina¢do ndo saberia como chegar, que
ele os resolverd’’.

Jean Dieudonné
(1906 — )

POLINOMIOS

I. POLINOMIOS

35. Definigio

Dada a seqiiéncia de nimeros compiexos (a,, a;, ay,...,anp), consideremos a
fungdo: f: €~ C dada por f(x) = ap + a,x + a;x> +... +a,x". A funcdo fé
denominada fungado polinomial ou polinémio associado a seqiéncia dada.

Os nGmeros ay, a;, az, ..., a, sdo denominados coeficientes e as parcelas
ap, 31X, a;x%, ..., anx" sdo chamados termos do polindmio f.
36. Exemplos

As seguintes aplicagdes sdo polindmios:
f(x) =1+ 2x+3x*-5x* onde ag=1,a,= 2, a,= 3e az= -5,
gix)=1+7x*ondeag=1,a,=a;,=a3= 0 e ag=7

h{x) = 5x - 3x®> onde ay=a, = 0,a; =5 e a; = -3.

37. Desfinigdo

Dados o nmero complexo a e 0 polindomio f{x) = ag+ a;x +a,x>+... + apxn,
chama-se valor numérico de f em a a imagem de a pela funcio f, isto é:

fla} = ag + aya + aza’ +...+a,an,

Assim, por exemplo, se f(x) = 2+ x + x? + 3x3, temos:

f2) = 2+2+22+3.2% = 32

fli-1) = 241 + (12 + 3. (1% = 1

f1+i) = 2+(1+D+(1+2+3(1+0)° =
2+14+i+1+2i-1+3+9-9-3i=-3+09i

Muitas vezes para simplificar a notagio, escreveremos apenas
n
f=agtax+ 32X2 + ...+ apx

para simbolizar um polindmio f na varidvel x. Neste caso f é o mesmo que f(x).

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Em particular, se 2 & um namero complexo e f é um polindmio tal que . ?s;nr}? estamos diante de um sistema linear e homogéneo do tipo
f(a) = 0, dizemos que a é uma raiz ou um zero de f. Por exemplo, os RGAErogcesse: Ntp//fuvestibular.c b n + 1) cujas incognitas séo ag, ay, a, ... , a,. Como determinante deste

-2 e -1 ¢80 raizes de fix} = 2x + 3x2 +x° pois: sistems ¢

§-2) = 2-2) + 3-22 + (-2)> = 0 2

1 o Qg al
- _ 132 _1\3 _

f-1) = 2(-1) + 3(-1)> + (-1’ = 0 T o & an
D=1 & o a?

Il. IGUALDADE
Uow o

Neste paragrafo vamos estabelecer o que sdo dois polindmios iguais e como
se pode constatar a igualdade de dois polindmios examinando apenas seus coefi-

cientes. ndo nulo por tratar-se do determinante de uma matriz de Vandermond e cujos ele-

mentos caracter(sticos sdo o, &y, @y, . . ., &, todos distintos, o sistema tem uma
. Gnica solucdo que é a solucio trivial:
38. Defini¢do faoq ' iat
Dizemos que um polinomio f é nuio {ou fdenticamente nulo) quando f assu- 8 =3 =8 =... =2, = 0.
me o valor numérico zero para todo x complexo. Em simbolos indicamos:

f=0 < flx) =0, € C.
(x) v x 40. Definigio

Dizemos que dois polindmiaos f e g sdo rguais (ou idénticos) quando assumem

39. Teorema . )
valores numéricos iguais para todo x complexo. Em simbolos, indicamos:

Um polindmio f é nulo se, e somente se, todos os coeficientes de f forem nu-

los. Em simbolos, sendo f{x) = ag +a;x + a;x> +. .. + a,x", termos: f =g f{x} =glx}, ¥ xEC

f=0mao=a1=az=...=an=0. 41. Teorema

Demonstracdo Doi lindmi .. ]
0is polinomios f e g sdo iguais se, e somente se, os coeficientes de f e g forem.

19) E imediato que ap = a; = @, = ... = a, = 0 acarreta: ordenadamente iguais. Em simbolos, sendo
fix) =0+0x +0x*+...+0x" =0, ¥xEC

n
20) Se f é nulo, entdo existem n + 1 nimeros complexos Gy, &y, 0z, . .., &q, Fix) = ag + ayx + a,x® +.. .+ apx" = Z ax e
distintos dois a dois, que s&o raizes de f, isto é: =
2 n
= + + + + n = ;
fla) dg a0 a0, +...+anog 0 gix) = by + byx + b2x2+. 4 bnx“ _ Z b;x'
2
f(al) = 3 t+ ajq + a0, +... +ana'l‘ =0 i-0
2
flag) = ap + ayey + ageg +. .. tapad = 0 temos:
flan) = ap + a1, + aqa?‘ +...taah = 0 | f=g=a =10 ¥vi E{O,T,Z,...,n}]

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Demonstracdo

Para todo x € C, temos:

!
M:

Ko Y b e flx) = gl

EXERCICIOS

F.72 Quais das expressdes abaixo representam um polinémio na varidvel x?

a) x5+ x3+2 gl x15

bl 0x% +0x2 h) x+ 2

c) 3 i) x2+2x+3
2 1

()i + 30 (e *x

@x\/: +x2 I (3x2-Bx +3) {753 + 2]

F.73

k} x+x3+ x6+ x3

o (Vx) a2

Dada a fungdo polinomial
fix) = x3+xT+x+1

pede-se calcular: £{-3), f(0), 1(1), fx + 1), f(2x) e fF(-1)).

Solugdo

f(-3) = {-3)3 + (-3)2+{-3)+1=-20
f0)=03+02+0+1=1
f1)=13+12+1+1=4

Fix+ 1 =(x+13+(x+1)2+{x+1+1=

1

=x3+4x? +6x+4
f2x) = (2x)3+ (202 4+ (x) + 1 =8x3 + 4x2 + 2% + 1
o1y = =13+ (=12 + (-1} + 1 =0 = fif{-1} = f(0) =1

SBA+ B2+ F (X2 H2x )+ x+ 1+ =

F.74 Seja a funcdo polinomial fix) = x15+ x1% + x13 4+ 4 524 x + 1,
Para mais, acesse: http://fuvestibular wm'br/CalcuIar £0), £(1] e f(-1)

F.75

F.76

F.77

* F.78

F.79

Determinar os reais, a, b, ¢ de modo que f = {a - 2)x3 + (b + 2)x + (3 - c) seja o po-
lindmio nulo.

Beterminar a, b, ¢ de modo que a fungdo fix) ={(a+b-5)x2+ (b+c - Ix+{a+c)
seja identicamente nula.

Dadas as fungdes polinomiais f{x) = (a - 1)x2 +bx +c e g{x) = 2ax? + 2bx - ¢ qual éa
condicdo para que se tenha a identidade f(x) = gix)?

Oeterminar a condigdo necessiria e suficiente para que a expressdo

apx? + byx + ¢
agx? + bax+ey !

onde aj, by, ¢, a3, by, ¢, sdo reais ndo nulos, assuma um valor que ndo depende de x.
Solugdo
Facamos a fragdo assumir o valor constante K. Entdo

alx2+blx+c1
P S

= S
a3x% + bax + ¢y K¥xEe

equivale a

arx2 + byx+c; = Klagx? + byx +¢3), ¥ x EC
ayx? + byx + ¢y = Kagx? + Kbyx + Kep, ¥x €EC

que equivale a: a; = Kag, by =Kby e ¢| =Kc, isto é:
a; by Cy
a; by (23

Isto significa que os coeficientes do numerador devem ser respectivamente propor-
cionais aos coeficientes do denominador.

Por exempto, as fraces:

x?+2x+3

5x2 - 7x + 1
2x2+4x + 6

10x2 - 14x + 2

assumem valor constante para todo x & C.

a b
Resposta: 1 . 21 ct
az b4 Cay

: 2. -
Determinar a, b, c de modo que se tenha para todo x real: axt-bx -5 -
3x2+7x + ¢

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/



11l. OPERACOES
il ADICAO
42, Definigdo

Dados dois polindmios

fix) = ag+ax+a;x2+...+ax" =

7
o
2

i
o

n
glx) = b+ byx+byx? +. .. +byx" = z bix'
i=0

chama-se soma de f com g o polinémio
(f +g){x) = {ag +bo} +{a, +by)x+ {as +by)x> +. ..+ (an + bp)x"

n
isto €: (f+gix) = z {aj + by)x’
i-0

43. Exemplo

Somar f{x} =4 +3x +x* e g{x) =5 +3x7 +x*
Temos:

f(x) =4 +3x + x2 +0x> +0x*
glx) =5+ 0x + 3x? +0x> +x*

entdo:
(f+g{x)={4+5)+(3+0)x+(1+3)x*+(0+0h+(0+ 1)x*=
=9+ 3x+4x>+ x4,

44, Teorema

A operacdo de adicdo define em Plconjunto dos polindmios de coeficientes
complexos) uma estrutura de grupo comutativo, isto é, verifica as seguintes
propriedades:

[A-1] propriedade associativa

[A -2] propriedade comutativa

[A - 3] existéncia de elemento neutro
[A - 4] existéncia de inverso aditivo

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br

Qemonstrapa”o

[A-1] f+{g+h) =1(f+gq) +h, f,g, hEP

n n n
Fazendo f{x) = Z aix', g{x) = Z bix', hix) = Z cixt,
i=0 i=0 i=0

n n
(F+lg+ntd= Y dx e  (f+g +hilxi= Y ex', tomos:

o -0
ditai+(bi+ci):(ai+bi)+ci:el',ViE{O, 1,2, ...,nt.

[A-2] f+g=g+H, f, g €P.
n . n ) n

Fazendo f{x} = Z ax', glx) = Z bix', (f +g)(x) = Z cix' e
i=0 i=0 i=0

n
g+ fix) = Z dix', temos: ¢j=a, +b;=bj+a=d;, ¥i€{0, 1,2 ... n}.
i=0

[A - 3] e, EPIf+e; =1 feP
nﬁ . n

Fazendo f(x) = Z aix' e eylx)= Z ax', temos:
i=0 i=0

frega=1f == a+a;=2,vic{01,2...n}.

entdo o; = 0, ¥ i€ {0, 1,2, ... n}, portantc e, (elemento neutro para a adicio
de polindmios) é o polindmio nulo.

|A - 4] feP, tE€P|f+f =¢e,

n N
Fazendo f(x} = Z aix' e f'(x) = Z agxi, temos:
i=0 i=0
f+f=e; ==a+ta-0,¥i€{0,1,2, ..., n} entdo
ai=-a, ¥i€{0,1,2,...,n}, portanto:
n .
f'(x) = Z {(-aj)x' = ~ag-ajx - a;x? - ... - apx"”
i=0

¢ o inverso aditivo de f, ou melhor, é o polindbmio que somado com f da o
polindmio nulo.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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i) SUBTRACAO

45, Tendo em vista o teorema anterior, tem sentido a seguinte definigdo:
dados dois polindmios f(x) = ag+a;x+a;x> +...+a,x" e g{x) = by +b;x +
+byx2+. ..+ bnx", chama-se diferenca f-g o polindmio f+ (~g), istoé:

{f- g) (X) = (30 - bo) + (31 - b])X+ (az - bz)xz +...+ (an - bn)Xn.

iii) MULTIPLICACAO
46. Definigdo

Dados dois polinomios

fix} =ag+apx+ax® +... +apx™
Q(X) =b0+b;x+ng2 +... +bnx"
chama-se produto fg o polindomio
m+n
{fg) (x) = aobo + (agh; + a;bo}x + (azbg + a;b; + agba)x® +. ..+ ambpx .

Notemos que o produto fg & um polindmio

m+
h(X)=C0+C;X+c2X2+,__+Cm+nx n
cujo coeficiente ¢, pode ser assim obtido:
k
Ci =agbk Tajb_1+...+acby= Z ajby ;.
i=0

Notemos ainda que fg pode ser obtido multiplicando-se cada termo aix' de
f por cada termo byx! de g, sequndo a regra (ajx'} - (bjx)) = aibjx””, e somando
os resultados obtidos.

47. Exemplo

Multiplicar f{x) = x + 2x? + 3x> por g(x) = 4 + 5x + 6x>.
Temos:
(fg) (x) = (x + 2x* + 3x%) {4 + 5x + 6x?) = _
= x(4 5% + Bx?) + 2x2(4 + Bx + 6x?) + 3x3(4 + Bx + 6x?) =

= (4x + px? +6x3) + (8x% + 1063 + 12x*) + (12x3 + 15x* + 18x°) =
= 4x + 13x% +28x® + 27x* + 18x°.

Para mais, acesse: http://fuvestibular &)ﬁm.br/D'sPos'two pratico 1

+ Bx+ Bx? «—— g
x+ 22+ 3} e——

ax+ 5’ + 6x} — X-g
+ 8x? +10x3 +12x* 2x% . g
12x% + 16x* + 18x° ——3x3.g

4x +13x% + 28 +27x* + 18x° «——— fg

49. Dispositivo pratico 2

Colocamos numa tabela os coeficientes a; de f e os coeficientes b; de g;
calculamos todos os produtos ajb;; somamos os produtos em cada diagonal, con-
forme indica a figura, obtendo os ¢,.

Assim, no nosso exemplo, temos

~ja |5 | e
co=0 0 071 06-7 0
C1=4+0=4 1 4// - /6/‘
c2=8+5+0=-13 e
C3:12+10+6=28 3 12,/ Jsz/ 18’

Cq=10+12=27
Cs=18

portanto, h(x} = (fg) (x) = 4x + 13x% + 28x3 + 27x* + 18x°.
50. Teorema

A operagio de multiplicacdo em P (conjunto dos polindmios de coeficientes
compiexos) verifica as seguintes propriedades:

[M-1] propriedade associativa folg+hy=1(f-g}h, vfgheP
[M-2]  propriedade comutativa f-g=g-f, VfgEP
[M-3] existéncia de elemento neutro 3 e, €P[f-em =1, ¥fEP

[D] propriedade distributiva - (g+h) = ¢ . g+f.h, ¥f g heEP

Num curso deste nivel julgamos desnecessdrio conhecer a prova destas
propriedades. Verificadas as propriedades A- 1,2,3,4,M-1, 2, 3e D, podemos
afirmar que as operagdes de adicdo e mulitiplicagdo definem sobre P uma estrutura

de anel comutativo com unidade, P &, portanto, o anel dos polindmios complexos.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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EXERCICIOS

F.80

F.81

F.82

F.83

F.84

F.85

F.86

F.87

F.B8

F.89

F.80

F.91

Para mais, acesse: http://fuvestibular gom.br/a

Dados os polindmios:
fix) =7 - 2x + 4x2
gix) =5+ x +x2 +5x3

hix) =2 - 3x + x4 caleular {f+g)(x), (g-hlix) e (h-f}{x)

Dados os polindmios:

flx) =2+ 3x - 4x2?
gix) =7 +x2

hix) = 2x - 3x2 + x3 calcular {fg) (x), (gh}{x) e {hf}(x)

Determinar hix) tal que: hi{x)=(x+1){x=2)+{x-2{x-1}+4{x+1)

Caleular hix) tal que: hix) = (x + 202+ (2x - 1)3.

Sendo dados os polindmios f=x, g=x+ x3 e h =2x3+ 5x, obter os niimeros
reais a e b tais que h = af + bg.

Solugdo
23 + Bx = ax + b{x + x3) = bx3 + (a + blx, ¥ x EC.

Aplicando o teorema da igualdade de polindmios, vem: 2 -b e B=a+b
Resposta: a=3 e b=2

Sendo dados os polindmios:

f=x2, g=x2+x%, hox?+x®+x6 8 k=3x6-6x%+2x2,

obter 0s nameros reais a, b, ¢ de modo que se tenha k =af +bg+ ch.
Demonstrar que f = (x - 112 + (x = 3)% - 2{x - 2)2 -2 é o pelinémio nulo.

Se f=x2+px+tq e g=(x-p)lx~qg) determinar os reais p e q de modo que f = g.
Determinar a, b, ¢ de modo gue se tenha:

a) alx2-1)+bx+c=0

b) alx2+x) + (btcix+c=x2+4x+2

c) xd-axix+1)+bix2-1)+cx+4=x3-2

Mostrar gque os polindmios f = {x2 +\/; x+ 1) (x? —\/5 x+1) e g=x+1
sdo iguais.

Determinar @&, $€ IR para que os polindmios

f=x3+ax+f e g=I(x2+x+1)2-x* sejam iguais.

Determinar a condicdo para que ax? + bx + ¢ seja um polindmio quadrado perfeito.

F.92

F.93

F.94

F.95

F.96

51.

de f,

Solugdo

x2? + bx + ¢ € um polindmio quadrado perfeito se existir px + q tal que:
ax2+bx+c=(px+qg? entdo: ax2+bx +¢=p2x? + 2pgx + g2
Aplicando o teorema da igualdade, temos:

1 a=p?, 1) b = 2pq, ln c=q?

Quadrando 11, temos b2 =4p2g? (IV').

Substituindo | e 111 em il*, vem b2 = 4(p?} (g?) = 4ac

Resposta: b2 = dac

Obter & € 'R de modo que os polindmios f=x% +20x3 -40x +4 e g=x2+2x +2

verifiquem a condigdo f = g2,

Determinar a condigdo para que o polindmio f = (ax + b)2 + {cx + d)2, onde a, b, ¢, d sdo
sdo reais e ndo nulos, seja um guadrado perfeito.

1
{(E.E. LINS-86) Calcular p para gue o polindmic
Ax*-8x3+8x2-4p+1Ix+{p+1)2

seja 0 quadrado perfeito de um polindmio racional inteiro em x.

(MAPOFEI-74) Decompor o trindmio -6x2 + 36x - 56 em uma diferenca de dois
cubos do tipo {x - b)3 - {x - a)3.

(MAPOFEL-76) Verificar se.existem valores de k para os quais o trindmio (k + 2)x2 ~
- {2k - 1)x - 3, seja expresso por ums soma de quadrados.

GRAU

Definigdo

Seja f=ap +a;x +a;x% +...+a,x" um polindmio ndo nulo. Chama-se grau
e representa-se por df ou gr f, o ndmero natural p tal que ap =0 e a; =0

para todo i >p.

) ay £ 0
fop e {3
o =p a=0,%i>p

Assim, grau de um polindmio f é o indice do “Gltimo™ termo ndo

nulo de f.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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52. Exemplos

fe] _ 2
Para mais, acesse: http://fuvestibular combr? - Mix) =1+ x+x

19) flx) = 4 + 7x + 2x3 - Bx* == 3f =

29) glx) = -1 + 2x + 5x?2 = 3g= 2

o - O g{ah:zsea:tl
39) h(x)‘ 1+ 6x - 3x {a - 4)x dh-3 seata

Se o grau do polindmio f é n, entdo an € chamado coeficiente dominante
de f. No caso do coeficiente dominante ap ser igual a 1, f é chamado polindmio
unitdrio.

53. Teore‘ma

Se f, g e f+ g sdo polindmios ndo nulos, entdo o grau de f + g é menor
ou igual ao maior dos nimeros of e dg.

8(f + g} < max {8f, og}

Demonstracdo
m . n

Se flx) = Z aix', gix) = Z bix), of=m e dg=n, com m=xn,
i=0 i=0 1

admitamos por exemplo m > n. Assim, temos

Cm =8m *Cm =aym t by =ay, +0£ 0,
e

Ci=ajthi=0+0=0,%i>m,
portanto  3(f +g) = m = max {9f, ag}.
Se admitirmos m = n, temos:
Ci=ajtb=0+0=0,%i>m
Cm = a8m + by, pode ser nulo, entdo: Y
{f +g) < max {3f, 3g}

54. Exemplos
19)f(x) = 1+ x + x* —— Jf=2

Q(X)=2+3x __——>ag=1
{f+g)(x) =3+4x+x* = d(f+q) =2

ey 9f = 2
glx) =2 + 3x + 2x* s Jg =2
(f+ghix) =3 +a4x+3x === D{f+g) =2

39)f(x) = 2 + ix + Bx* —_— Jf=2

g{x} = 3 + bx-~ 5x? === (g =2
f+glix)=5+(i+B)x === dlf+g) =1

55. Teorema

Se f e g sdo dois polindmios ndo nulos, entdo o grau de fg é igual 3 soma
dos graus de f e g.

Demonstracao

m .
Se f{x) = Z ax' glx) = i.b bjx!, df =m e 0g=n, seja
iz0 pe

Ck = aobk + albk-l + ..t di-) b| + akbo

um coeficiente qualquer de (fg)(x).

Temos:

Cm+n =am * by #0 _
¢k =0 para todo k >m+n entdo

d{fgl =m +n = 9f + Ag.

56. Exemplos

19)f(x) = 4 + 3x = 3f=1
g(x) =1+ 2x + B6x* == dg=2
(fg) (x) =4+ 11x+ 26x% + 15x> —3(fg) =3

29M(x) =1 +2x+x? +5x> == 3f=3
g(x):3—6x+7x2+8x3==» dg=3
{fg} {x) =3 - 2x* + 31> - 7x* + 43x° + 40x5 == D (fg) = 6.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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EXERCICIOS A
Para mais, acesse: http://fuvestibular Lan.br/DIVISAO

F.97 Determinar o grau dos seguintes polinémios:

f==x2+{x+2)2-4x
g=ax2+2x+3 (a € R)
h:(az—5a+6)x2+(az—41x+(6—26) (a EIR}

F98 (CESCEM-68) Se f e g sdo dois polindmios de grau n, gual € o grau de f + g e de fg?

F.98 Determinar o polindmio f do segundo grau tal gue fi0) =1, f{1)=4 e f(-1} = 0.
Solugdo

2

Seja f = ax” + bx + ¢, Temos:

fl0)=a-02+b0+c=1 = c=1 (1)
fll=a<12+h1+c-4 = a+h+c=4 (1)
=) =al-1)2+b{~1}+c =0 =—s a-b+c=0 (nn

Subtraindo (11!} de (11}, vem 2b=4=>p -2

Em (H):a+2+1=4——:>a:1
Resposta: = x2+2x + 1

F.100 xDeEte;:minar uma funcdo polinomial f(x) de grau 2 tal que f{x)} = f(-x} para todo
Solugdo
Seja f(x) =ax? + bx +¢c. Ternos:
fix) = fl-x}== axZ+bx +c = al-x)? + b{-x). + ¢
isto é;
ax2+bx+tcxaxl-bx+c ¥xEC
entdo:

b=-b == 2b-0 = p_g
Resposta: fix) =ax2+¢, com asz£0.

F.107 Seja f{x) uma fungdo polinomial do 2% grau. Determinar fix) sabendo que f(1)= 0
e flx) = flx - 1), ¥x.

F.102 (MACK-71)
a} Determine os polindmios P do terceiro grau tais que, para todo nGmero real x

se tenha P(x} - P{x - 1) = x2.
b) Usando o resultado da parte a, calcule, em funcdo de n:

n

S= Z i2=12+224+324+ 42
i=1

57. Definigdo

Dados dois polindmios f (dividendo) e g # 0 (divisor}, dividir f por g é
determinar dois outros polindmios q (quociente}) e r (resto) de modo que se
verifiquem as duas condigOes seguintes:

Ng-g+tr=f»
) ar< dg (our =0, caso em que a divisdo é chamada exata)

58. Exemplos

19) Quando dividimos f = 3x* - 2x® + 7x + 2 por g=33-2x*+4x -1,
obtemos g =x e r =-4x>+ 8x + 2 que satisfazem as duas condigOes:

) ag+r=x(3x"-2x2 +4x - 1)+ (-4x> +Bx +2) =3x* - 2> + Ix + 2 = f
) 6r=2 e 9d9g=3=— dr< ag
29)Quando dividimos f = 5x° + x* - 10x - 24 por g = x - 2, obtemos q =
=5x>+ 11x+ 12 e r = 0 que satisfazem as duas condicdes:
Dag+r=(6x>+11x+12) (x=2) + 0 =5x> + x* - 10x - 24 =
)y r=0
Neste caso a divisdo é exata; dizemos, entdo, que f é divisivel por g ou g

€ divisor de f.

59. Divisées imediatas

Examinemos o polindmio qg + 1, onde g % 0 e dr<C dg {ou r = 0):
) Seq=0er=0,entdiogg+r=0g+0=0.
I} Seq=0er+#0, entdo qg+r=0g+r=r, portanto, d{ag +r) = or < dg.
1) Se q+ 0, entdo d(qg) = dq + 8g = dg, portanto, d(qg + r} = dg pois a
parcela r tem grau menor que g ou é nula.
Hé dois casos em que a divisdo de f por g é imediata.
19 caso: =0
Temos qg + r = 0 e, como acabamos de ver, isto ocorre somente se g = 0 e
r=10,

fto =>q=0 e r=0

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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29 caso: 3f < dg

Temos: qg+r=1f == d{qg+r) = 3f — dlgg + r) < dg
e, conforme vimos, isto ocorre somente se g=0¢e r=0. E imediato que:

q=0

f;&()} ==0-g+r=f ==r=f (portanto r#0)

Exempios

19) Dividir f=0 por g=x?+3x+v 2
Resposta q=0 e r=0

20) Dividir f=mx+v'3 porg=x®+4x? +x +v/2
Resposta =0 e r=nx+v3

60. Deste ponto em diante admitiremos sempre of 2 dg, isto &, excluiremos da
teoria os dois casos em que a divisio é trivial. Para responder a pergunta:

como obter g e r?

no caso de dof > dg explicaremos dois métodos: método de Descartes e método
da chave. Neste Gitimo provaremos a existéncia e a unicidade do quociente e
do resto.

61. Método de Descartes

Este método, também conhecido com o nome de método dos coeficientes
a determinar, baseia-se nos fatos seguintes:

{1} 0g=20f-23g, o que & conseqléncia da definicio pois:
g + r = f== o0{gg + r) = 3f entdo dq + 9g = of.

(1) ar<<adg (ou r = Q)
O método de Deseartes é aplicado da seguinte forma:

19) calculam-se dq e ar
29) constroem-se os polindémios q e r deixando incdgnitos seus coeficientes

3% determinam-se os coeficientes impondo a igualdade ag+r=f

62. Aplicagdes

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

13) Dividir f=3x*-2x>+7x+2 por g=3x*-2x2+4x- 1.
Temos:
0g0=4-3=1 ==qg=ax+b

na pior das
ar< 3 Lo por g, Ir=2=—= r=cx’ +dx+e
hipdteses

Gq+r=f== (ax+b)(3x3—2x2+4x—1)+(cx2+dx+e)= 3 -2} + 7x + 2

Desenvolvendo, temos para todo x:

3ax* + (3b-2a)x*+ (da-2b+c)x* + (db-a+dix+(e-b) = 3x¥ -3+ 7x+2
entdo resulta;

3a=3=— a=1

3b-2a=-2== 3b=-24+2(1)=0== b =0
da-2b+c=0== c=-2b-43 == c=-4
db-a+d=7 == d=a-4b+7 == d=8
e-b=2== e=b+2=—r=2

Resposta: g=x e r=-4x>+8x+2

{compare com 10 exemplo do item 58)

29) Dividir f=56x" + x* - 10x - 24 por g=x-2.
Temaes:
90=3-1=2 — g-=ax+bx+c
or<<1 == Q0r=0 =—=r=d
ag+r=f —= (ax’+bx+c)(x-2)+d=5x>+x?-10x - 24
Desenvolvendo, temos para todo x:
ax® +{b-2a)x> + (c - 2b)x + (d - 2¢) = 5x* + x* - 10x - 24
entdo resulta:
a=>5
b-2a=1 = b-2a+1 = b=11

c-2b=-10 = c=2b-10 === ¢c=12
d-2c=-24 = d=2c-24 = d=0

Resposta: q=5x>+11x+12 e r=0
(compre com 20 exemplo do item 58).

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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63. Teorema

Para mais, acesse: http://fu

Dados os polindmios

_ m -1 -
f=amx" +ag.1x™ +am_2xm2+...+a,x+a0 (am # 0)
- -1 -
g=bnx" +bn_1x" 4+ by ox" 2+ +b,x+by {by, # 0)

existem um (nico polindmio q e um unico polindmio r tais que qg+r="fe
or<<dg f{ou r=0).

Demonstracéo
Existéncia

10 a

e construir o polindmio "

ro=f-{qex™")g (1
chamado 19 resto parcial.
Notemos que:

am

o= (amx™ +agx™ 1+, g T
bn

« XM (bpx" + by x4 L)

© que prova o cancelamento de apn,x™ (pelo menos), portanto, 9dr; = a<m.

Para maior comodidade, facamos:

o o - -
ry=ceX +cg.1x 1+Ca_zxaz+,,_+c|x+c0

o . ¢

29 grupo de operacBes: vamos formar o mondmio b_a «x®n o g &

n
e construir o polindmio
o -
ra=ry - {q;x" Mg (2}

chamado 29 resto parcial,

Notemos que

o -1 Ca & -n n n-1
ra = (cgX” + Cg 1 X +...0- . X s bnx" +bpgx" +. )

bn
0 que prova o cancelamento de caxa (peto menos), portanto, 3r; =< a.
Para maior comodidade, fagamos:

ry = dﬁxﬁ+ d|3_1xﬁ'1 + dﬁ_gxﬁ'2 +...+dix+dg

vestibular.com.bry,

grupo de operacBes: vamos formar o mondmio b—m < xMN g gex™N

39 grupo de operagdes: vamos formar o mondmio B
construir o polinémio
r =tz - (@ xP")g (3)
chamado 39 resto parcial.
Notemos que
ry = (d.(3>(6+d,3_1x'6'1 +.o.0.)- Bd—f oxPn (bpx" + by x™ .

0 que prova o cancelamento de deB {pelo menos), portanto, dry =y < f.
Para maior comodidade, fagamos:

rs =e-yx7+e7_1x'7'1 +e7_2x7‘2 +...+texteg

49 grupo em diante: analogamente

Notando que, em cada grupo de operagdes, o grau do resto parcial diminui
de ao menos uma unidade, concluimos que, apds um certo nimero p de operagoes
resulta um resto parcial rp, de grau inferior ao de g {ou entdo rp = Qe

rp = fp-1 - (Gp_1x° Mg (p)
Vamos adicionar membro a membro as iguaidades de (1) a (p):

M) rp=f=lgex™ Mg
(20 rp=r -{ax®")g
(3) r3=ry-{a:x""lg
(p) rp=rp.1 - (ap.1x" Mg
o = f - (aox™ ™ +qux® M+ a4+ qpx€ g
—— \ ~ -/

r q

e entdo f=qg+r com dr< 8g (ou r=0).

Unicidade

Admitamos a existéncia de dois quocientes q; e g, e dois restos ry e
r, na divisdo de f por g, isto é:

tle e tle

r o rz Qz

e provemos que q; =qQ; € ) =ra.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Pela definicdo de divisdo temos:

mgtr =f

ng+r2=f} = Qidtr=0gtrp=1(q;-qalg=ry-r,

Se g; # Qy ou ry % r; provemos que a igualdade {g, - g;)g =r; - r, ndo
se verifica:

altar - az)g] = dla, - az) + 89 > 3g
vdlry - ry) < méx {3y, an < ag [ Ollar-algl# 3l - n)

entdo, para evitar a contradicdo, devemos ter: q; = Q; e ry=ry

64. Método da chave

A prova da existéncia de q e r vista no item 63 nos ensina como construir
esses dois polindmios a partir de f e g. Vejamos por exemplo como proceder se
F=3x-Bx* +13x3-9x* +11x-1 e g=x’-2x+3.

19 grupo de operacdes

. . 3X
Formamos o primeiro termo de q pela operagdo T 3x3 e construimos

o primeiro resto parcial r; = f - (3x3)g = 4x® - 9x* + 11x - 1 que tem grau maior
que dg.

29 grupo de operacdes
LA ]
Formamos o segundo termo de q pela operacédo T 4x e construimos

o segundo resto parcial r; =r; - (4x)g = -x? - x - 1 que tem grau igual a dg.

39 grupo de operagdes

Formamos o terceiro termo de g pela operagao z -1 e construimos o
terceiro resto parcial r3 =r; - (-1)g=-3x +2 que tem grau menor que dg, por-
tanto, estd encerrada a divisdo.

resposta: g =3x2 +4x - 1 e r=-3x+2

» Supusemos ry # 0 e rp # 0; & imediato, por exemplo, que

r1=0 == 0lra-ry) =dr, < 0g

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

A disposicdo pratica das operacdes indicadas acima ¢ a seguinte:

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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f— 35 -6x*+ 13 -0+ 11x -1 xX2-2x+3« g
-3x% + 6x* - 9x° B+ -1+ q
rp - 4x3 - 9x?+ 1ix - 1
-4x3 + Bx? - 12x
ry — —X2 - x -1
x2 - 2x+ 3
“3x+ 2«
gue pode ser simplificada assim:
3 -6 13 -9 1 -1 1 -2 3
-3 6 -9 304 -1
4 -9 11 -1
-4 8 ~12
-1 -1 -1
1 -2
-3 2
65. Aplicagdes
13) Dividir f=2x5-3x*+4x3-6x+7 por g=x®-x*+x-1.
2 -3 4 0 -6 7 1 -1 1 -1
-2 2 -2 2 2 -1 1
-1 2 2 -6 7
1 -1 1 -1
1 3 -7 7
-1 1 -1 1
4 -8 8
Resposta: q=2x2~x+1 e r=4x*-8x+8
67-F



28) Dividir f=x*-16 por g=x+1.

1 0 0 0 -16 1 -1
-1 -1 1 -1 1 -1
-1 (VI 0 -16
-1 1
1 0 -16
-1 -1
-1 -16
1
-15

Resposta: gq=x>-x*+x-1 e r=-15

EXERCICIOS

F.103 Dividindo o polindmio f por x2 - 3x + 5 obtemos quociente x2+ 1 e resto 3x - 5.
Determinar f.

Solugdo:
Por defini¢do de divisdo, temos: f=qgg+r entio

f=(x2+1)(x7-3x+5)+(3x-5)=(x“-3x3+6x2—3x+5)+(3x—5);x4—3x3 + 6x2

Resposta: f = x% -3x3 + gx2

F.104 Numa divisdo de polindmios em yue o divisor tem grau 4, o quociente tem grau 2 e o
resto tem grau 1, quat é o grau do dividendo? E se 0 yrau do resto fosse 2?

F.105 (EPUSP-57) Numa divisdo de polindmios em que o dividendo ¢é de grau p e o
quociente de grau g, qual € o grau maximo gue o resto pode ter?

F.106€ Dividir f por g aplicando o método de Descartes:

a) f=3x5-x¥+2x3+4x-3 e g=x3-2x+1
bl f=x¥-2x+13 & g=x2+x+1
c) F=2x5-3x+12 ¢ g=x2+1

F.107 Efetuar a divisdo de f = x3 +ax + b por g=2x2 + 2x - 6. Qual é a condi¢do para que
divisio seja exata? '

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

Solugido

Aplicands ¢ método da chave, temos:

1 0 a b 2 2 -6
-1 -1 3 11
2 2
-1 a+3 b
1 1 -3
at4 b-3

e o resto é nulo para a=-4 e b= 3.

Resposta : q=1§x--;— e r={atdix+{b-3)

para divisdo exata: a=-~4 g b=3
F.108 Sem efetuar a divisdo, determinar a e b de modo que o polinémio
f=(x+2P3+(x-1)3+3ax+b

seja divisivel por g = (x - 2)2,

Solugdo
Desenvolvendo as poténcias, obtemos:

f=2x3+3x2+ {156+ 3a)x + {7+ b)
g=x2-4x+ 4

Fazendo q=cx +d (pois Jg=0f - 8g=1) e lembrando que f=qg (pois f é divisivel
por g, resulta para todo x que:

2x3+3x2 + (15 + 3alx + (7 + bl ={cx +d) (x2 - 4x +4) = cx3 + (d - 4c)x? + {4c~ 4d)x + 4d
portanto:

2=c¢

3=d-4¢=— d=4¢+3=8+3=11

16+3a=4c-4d=— 15+3a=8-44 —= 33=-51 —= a=-17
T+b=4d= T+b=44—= b =37

Resposta: a=-17 e b=37

F.108 Determinar os reais a e b de modo que o polindmio

f=x4%-3ax3+(2a-b)x?+2bx + {a+3b)  seja divisivel por g = x2 - 3x + 4.

£.110 (EPUSP-50) Determinar p €IR e g € IR de modo que x4 + 1 seja divisivel por x2 + px + q.

F.111 {ITA-62) Se x3+px+q é divisivel por x2+ax+b e x2+rx+s, demnonstrar gue
b =-rla +r}.

F.112 Dados os polindbmios f = ax3 + 3bx2 +3cx +d e g=ax? + 2bx +c, pede-se:

a) provar que f é divisivel por g;
b) determinar a condicdo para gue f seja um cubo perfeito.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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F.113 Aplicando o método da chave determinar quociente e resto da divisio de qur”%:‘s Scosse:

a) f=x2+5x+1, g=2x2+4x-3

B f=x+2x3+x2+4x-2, g=x2+72
c) f=5x+1, g=x3+5

dl f=3x3+6x2+9, g=3x2+1

el f=x3+x2+x+1, g=2x2+3

F.114 Demonstrar que se f e g sdo polindmios divisiveis por h, entdo o resto r da divisio
de f por g também é divisivel por h.
Solugao
Seja q; 0 quociente de f por h: f=q;h
Seja q; o quociente de g por h: g = qgzh
Sejam q o quociente e r o resto da divisao de f porg: f=qg+r
Temos, entdo: r=%-aqg=qh-qah = (g -qgy)h portanto r é divisivel por h.

F.115 Mostrar que se f e g sdo potindmios divisiveis pelo polindmio h, entdo 0 mesmo ocorre
comf+g, f-g e fg

Vi. DIVISAO POR BINOMIOS DO 19 GRAU

66. Trataremos neste topico das divisSes em que o dividendo é um polindmio f,
com df = 1, e o divisor é um polindmio g, com dg = 1.
Observemos o que ocorre quando dividimos f=2x® - 7x2 + 4x - 1 por

g=x-4.
2x3 - Ix? + 4x - 1 x - 4
-2 + 8x? . 2 +x+8
X2+ 4x - 1
-x* + 4x
8x - 1
~-8x + 32
31

Como jd sabemos, neste tipo de divisdo r é um polindmio constante pois:
0g=1 == 93r=0 ou r=0
Vemos que o valor numérico der nio depende do nimero a substituido no
tugarde x, istoé, rla) = r, ¥ a € C.
Notemos, finalmente que
f4)=2-4-7.42+4.4-1-128-112+16-1=31=r

http://fuvestibular.c&dbr/ Teorema do resto

O resto da divisdo de um polinémio f por x -a é igual ao valor numérico

de f em a.

Demonstracéo
De acordo com a definigdo de divisdo
q-(x-a)+r=f

onde q e r sdo, respectivamente, o quociente e o resto. Como x ~a tem grau 1,
o resto r ou é nulo ou tem grau zero, portanto, r é um polindmio constante.

Calcuiemos os valores dos polindmios da igualdade acima em a:

gla) - (a - a) +&a_))=f(a)
0

r
entdo: r=f{a).
68. Exemplos

19) O resto da divisdo de f=5x*+3x2+11 por g=x-3 ¢é:
f(3)=5-3*+3.32+11=405+27 + 11 = 443

20)0 resto da divisfo de f=(x+3)7 +{x-2)® por g=%+3 &
f(-3)=(-3+3)7+(-3-2)2 =07 +(-5)* =25

69. Teorema de D’Alembert

Um polindmio f é divisivel por x - a se, e somente se, a é raiz de f.

Demonstracao

De acordo com o teorema do resto, temos r = f(a), entdo
r=0 <= fla)=0
{divisdo exata) (a é raiz de f)

Aplicagdes

13} Verificar que f = x° - 4x* - 3x2 + 7x - 1 & divisivel por g=x ~ 1.

f(1N=1"-4.1*-3.1%+7.1-1=1-4-3+7-1=0, entdo

f é divisfvel por g.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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2%) Determinar a de modo que f=x3-2ax2+ {a~ 1)x + 15 sejaradivisivebse: http://fuvestibular.com.br/

por x -5,
Vamos impor a condicdo r=f(5) = O:

f(5)=6%-2a-5*+(a-1)5+3=125-50a+5a-5+ 15 =
=135-45a=0 =—— 3 = 135

45

70. Dispositivo pratico de Briot-Ruffini

Dados os polindmios

f=aox" +a;x""" +a,x" 2+ tag_gx+ay,
g=x-a

{ag # 0)

vamos deteminar o quociente g e o resto r da diviséo de f por g.
Fagamos:

-1 ~ -
q=aox"N + g x" 2+ gx" 3+ .+ g,y

} ’
|
Aox” + i x" T+ ayx" 2+ qpaox® +anrx 4 P31

- - 2
-agox""! ~aq x"? - .. .- aga.3x® - agn_ox - aqn.q

qox"™ + (q; - age)x" 1 + (qy - aq ) x"" 2 + .+ (apq - aqn-2}x - agn_1

e apliguemos o método dos coeficientes a determinar:

9ox" T +a X"+ g x™ 3 4L+ gpoax + gno

X —d

Impondo a condigdo q - {x -a) +r = f, resultam as igualdades:
A
Go = 29 1{/ il SN
dy-agp =a; == q; =aqgy +4a, 4
Q2 -aQp =8y == (y =aq; +a, /Y
[; €

An-1 - @Qp-2 = an-1 == Qp_1 = aqp-2 t a9
r-aQn_1 =8, == r=agn.1+an

d9 a1 7} an-1 an a
ag agg +a ag; t a; aqn-2 *an-1 l aqn-1 tap
U — -
o q: q2 An-1

|

71. Exemplos

19) f=2*-7x* + 3x-1 e g=x-3.
2 0 -7 3 -1 ] 3
: , |
2 2.3+40 6.3-7 11.-3+3 36-3-1
11 36 107 ‘

portanto: q = 2x*> + 6x* + 11x + 36  r = 107

Os célculos indicados acima para obter q e r tornam-se mais rapidos com a

aplicacdo do seguinte dispositivo prdtico de Briot-Ruffini.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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20} f = 625x*-81 e g=x-g
3
625 0 0 0 -81 5
/ 3 3 3 3
625 625-¢ 375.-  225-¢ 135 . = - 81
oM —— e
375 225 135 0
4.3 portanto: q = 626x> + 375x*> + 225x + 135 r = 0
; 30) f=9x>+5x*+x-11 e g=x + 2
9 5 1 -11 | -2
+ .
9 9(-2) +5 -13) (=2} + 1 27{(-2) - 11
(-2) (-13){
-13 27 -65
portanto: q = 8x° - 13x + 27 r = -65
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EXERCICIOS

F.116 {MAPOFEI-70) Dado um polindmio Pix), de grau n > 1.

a) Demonstrar que Pla) = 0, entdo P(x) é divisivel por x - a;
b} Demonstrar unicidade do resto da divisdo de Pix) por x - a;
¢} Em termos de Pla}, qual o resto dessa divisdo?

F.117 Determinar o resto e o quociente da divisGode f = x" -alporg= x - a.

Solugdo
r=fla)=a"-a"=0

Aplicando 8Briot-Ruffini, temos:

n-1 zeros

>
r A
1 0 0 0 . 0 -gh | a
1 a a? ad - ah-1 l 0

Resposta: r=0 e q=xN"1 + ax""2 + a2x"=3 + . +an-1

F.118 Determinar o resto @ o quociente da divisSode f=x" +ah por g = x - a,

Solugdo
r=f{a) =ah +ah = 2an

Aplicando Briot-Ruffini, temos:

n- 1 zeros
A
4 Al
1 0 0 0 e 0 an | a
1 a al a? - ah-1 2an

r
Resposta: r=2a" e g=x""1+axN-24a2xN-3 4+, +an-l

F.119 Determinar o resto e o quociente da divisdo de f = x" -a" por g=x +a.

Solugdo
19 caso: népar r=f{-a) = (-a)N-aN=an-anh =0
n -1 zeros
A
4 N\
1 0 0 0 e 0 -ah [ -a
1 -a a? -ald ... -an-1 0
—
T
q =xN"1oaxP-2 4 g2xn-3 4 -ah-1
74-F

Para mais, acesse: http://fuvestibular com.br/2¢ caso: n é fmpar = fl-a) = (~a)" -aN = -aN - aM = -2a"

n -1 zeros
A

r— A
1 0 0 0 - 0 -an I -a
1 -a a? -al . ah-1 I -2an

q = xN=1.gxN=24,324N-34 4 5n-1

F.120 Determinar o resto e o quociente da divisdo de f = xN + al por g = x + a.

Solugdo
19 caso: népar r = f(-a)=(-a)"+al =ah+an = 2an
n -1 zeros
e
f 3\
1 0 0 0 . 0 an | -3
1 -a a? -a3 o -an-1 [ 2a"
-
r
q = xN1-axN-2432xN-3_  _gn-1
29 caso: néimpar r=f(-a)={(-a"+alN=-a"+ah=0
n -1 zeras
A
4 B
1 0 0 0 0 an | -a
1 -a a? -a3 ce. ah-1 | 0 |
q = xN1-axN=2 4 32xN=3 . +an-1

F.121 Determinar os restos e os quocientes das divisdes de f por g nos seguintes casos:

a) f=x%-81 eg=x+3 e}l f=x6-1eg=x-1
b) f=x*+81 e g=x-3 fl f=x6+1 e g=x+1
c) f=x5+32 e g=x-2 gl f=x5+4243 e g=x-3
d) f=x5-32eg=x+2 h) f=x5+243 e g=x+3

F.122 (CESCEM-68) O quociente de um polindmiode graun + 1 por x-a &um polind-
mio de grau

F.123 (ITA-64) Determinar o resto de x2 + x + 1 dividido por x + 1,

n
F.124 Qual é o resto da diviso de f = Z aix"- por g = x-a?

i=0

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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F.125 Determinar a, a € R, de modo que o polindmio

f=ax3 + (2a-1)x2 + (3a-2)x + 4a

Para mais, acesse:

seja divisivel por g = x - 1 8, em seguida, obter o quociente da diviséo.

Solugao
f é divisivel por x - 1 se, @ somente sa, f{1) = 0, entdo:

f(1)=a13 + (2a-1)12 + (3a~2}1 + 4a = 10a-3 = 0 portanto a =

alw

Aplicando o dispositivo prético de Briot-Ruffini vamos dividir o polindmio

3 4 1 12 3

= e X = e X2 o _— = = -
f 5 % Tike 55" 3 (para a 10) por x-1.

3 4 o mo1z (o

10 10 10 10

2or o |

10 10 10

L. . 3 _ i 2 1 12

Resposta: a = 0 e g = 10x 10x_ﬁ

F.126 Determinar peqreaisde modoque f = x2 + (p-qlx + 2p e g = x3 + (p+q)
sejam ambaos divisiveis por 2 »~ x.

Solugdo

Pelo teorema de D'Alembert, f e g sdo divisiveis por 2 - x = - (x - 2) se, e sbse, f(2) =0
e g{2) = 0, entdo:

f2)=22 + (p-q)2 + 2p=0==4p-2g = -4 (1)
9(2)=23 + (p+q) =0=p + g = -8 @
Resolvendo o sistema formado pelas equac;&e@ e @, vem:

Resposta: p = -%) e q = _1_34_

F.127 Determinar » de modo que a divisdo de f = x% - 2ax3 + (a + 2)x2 + 3a + 1 por g=x-2
apresente resto igual a 7.

F.128 Determinar p de modo que o polindmio f = 2x3 + px2 - (2p + 1)x + {p + 3} seja divisivel
porg=x+4,

F.129 Determinar p e g de modo que o polindmio x3 - 2px2 + (p + 3}x + (2p + g) seja divisivel
por x e x-=-2.

F.130 (FEIUC-58) Determinar a e b de modo que o polindmio f= x3+2x2 + ax + b apresente
as seguintes propriedades: f + 1 é divisivel porx +1 e f~1 & divisivel por x - 1.

Para mais, acesse:

76-F

http:/fuvestibular F,131 Determinar o polindmio f do segundo grau que, dividido por x, x -~ 1 e x - 2, apresenta
restos 4, 9 e 18, respectivamente,

Solugio

Seja f = ax? + bx + c. Temos:

fl0) =a+02 + b0 +c=4d4==>c = 4 {n
fl1) =a+<12 + b+1 +¢c=9=>a+b+c=9 (H1}]
fi2) =a+22 +b+2+c=18=4da+2b+c=18 (1)

Substituindo {}) em (11) e {111} resulta o sistema:

atb==5
4a + 2b = 14

que resolvido por adicdo, dd a = 2 e b = 3,
Resposta: f = 2x2 + 3x + 4
F.132 Obter um polindmio unitario f do segundo grau tal que:

1} f & divisivel por x - 1
11} os restos das divisSes de f por x - 2 e x - 3 sdo iguais.

F.133 (MAPOFEI-75) Determinar ¢ polinomio do 39 grau que se anula para x = 1 e que, divi-
didoporx +1, x-2 e x+2, darestos iguais a 6.

F.134 Mastrar que se a sama dos coeficientes de um polindmio f & nula, entdo f é divisivel por
x - 1.

Solugio

Seja f = ag + agx + 2a;x2 +...+a,x" talque ag+ay +agt+...+ a3, =0
Provemos que f é divisivel por x - 1 ou, o0 que é equivalente, f(1) = 0:

f1) = ag + ap*1 + 8312 +, . .+ a,*1" =

=ag+a +a +,..+ap =0

Assim, por exemplo, sdo divisiveis por x ~ 1 os polindmios:

0)
0)

x4 - Bx + 2 (pois 3 + {(-5) + 2
7xD - 8xN-3 + 1 {pois 7 + (-8) + 1

F.135 {{ITA-61) Qual & a condiglo necessaria e suficiente que devem satisfazer p e g de modo
que xP + 2a9xP-q + 5P seja divisivel porx +alp,q E N e p > ql.

F.136 (EPUSP-58) Qual deve ser o valor do coeficiente ¢ para que os restos das divisGes de
x10 4+ ax4 +bx2+cx+d por x+12 e x-12 sejam iguais?

http://fuvestibular.com.br/
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72. Generalizagéio

Para obtermos rapidamente o quociente q e o resto r da divisdo de um poli-

nomio f, com of > 1, porg = bx - a onde b # 0, notemos que:

(bx-ajg + r =1 entio (x-%)(bq)+r:f
—

q
do que decorre a seguinte regra pratica;

19} divide-se f por x - % empregando o dispositivo de Briot-Ruffini;

29) divide-se o quociente encantrado (g') pelo nimero b, obtendo q.

Exemplos

19)  Dividir f= 3x*- 2x3+x?-7x + 1 por g=3x—5=3(x-—-g-)‘

5
3 -2 1 - 2
7 1 ' >

3 3 & 36|
q=3>+3x*+6x+3= q =%= x3+x*+2x+1 e r=86

3
20) Dividirf=4x3+5x+25 por g=2x +3=2(x + = ).

2
3
4 0 5 25 l "5
4 -6 14 | 4 ’
f A2 _Q'_ 2
q—4x-6x+14=»q—-§-2x -3x+7er =4

39) Dividir f=8x*+6x*+4x3+3x? - 4x - 3porg=4x + 3= 4(x+3).

8 0 4 0 —4IOI

q'=8x* +4x? - 4=— q =%oq'=2x4+x2—1 er=0

Para mais, acesse: http:/fuvestibular.c@@,br/ Teorema

Se um polindmio f é divisivel separadamente por x-a e x - b, com a # b,
entdo f é divisivel pelo produte (x - a){x - b).

Demonstracdo
Sejam g o quociente e r = ¢x + d o resto da divisdo de f por (x - a){x - b};
entdo:
qlx-a){x-b) + (cx + d} = f

Calculando os valores numéricos desses polinomios em a, temos:

[ala)](a-a){a-b) + (ca+d) = f(a) (1)
0 0 (pois f & divisivel por x - a)

Calculando os valores numéricos em b, temos:

b}l {b-a){b-Db}) + (cb + d) = f{b 2
[atbl] (b - a){ ) + {c ) {b) {2)
0 0 (pois f & divisivel por x - b)
Resulta entdo o sistema: cat+d=0
cb+d=20

dondevemc = 0 e d = 0, portanto r = 0.

EXERCICIOS

F.137 Aplicando o dispositivo pratico de Briot-Ruffini, determinar quociente e resto da divisdo
de f por g:

2
a) f=b6x*-12x3+x2-13, g=x+3 b]f=81x5+32,g=x—§
c) f=2x3+4x2+8x+16 e g= 2x+1 d) f=4x%-2x2+1 e g=(x-1)(x+2)

F.138 Qual é o resto da divis3o de f=xB+1 por g=2x-4?

F.139 Mostrar que f=2x?+9x?+ 7x -6 é divisivel por g= x? + 5x + B,

Solugdo
Podemos resolver este problema sem efetuar a divisdo, notando que
g = (x + 2){x + 3.

Se f for divisivel por x + 2 e x + 3, de acordo com a teorema do item 73, f sera divisivei
por g. Provemos, portanto, que fi-2) = 0 e #{-3) = 0O:

f{-3} = 2(-3® + 9(-3)2 + 7(-3) - 6 = -54 +81-21-6 =0
(-2} = 2(<2)3 + 9(-2)2+ 7(-2) -6 = -16 + 36-14-6 = 0

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

78-F

79-F



F.140
F.14%

F.142

F.143

F.1a4

F.145

F.148

F.147

80-F

(MAPOFEI-74) Mostrar que f(x) = x4 + 2x3 - x - 2 & divisivel por g{x) = x2 PadxtaR: acesse: hitp://fuvestibu

Provar que [x - 2)2" + (x -~ 1)" - 1 & divisivel por x2 - 3x + 2.

Determinar a e bem R de modo que o polindmio

f=x3+2x2+{2a-b)x+(a+b)

seja divisivel porg = x2 - x.

Solugiio

g=x2-x = xix-1) = (x-0){x=-1)

entdo f é divisivel por g desde que f seja divisivel por x - 0 & x - 1, isto é,se f{0) = 0O
e f{1) = 0. Assim, temos:

0 =a+b =20

0 = 33+3=0

flO) =0 =034+2:02+(2a-b)-0+{atbh)
(1)

0 =13+2+12+(2a~-b)+1+(a+b)

I
[}

Resolvendo o sistema formado por estas duas equagdes, vem:

Resposta: a = -1 e b = 1

{E. E. Mau4-67) Determinar p e q de modo que o polindmioc x3 + px + q seja divisivel
por {x - 2){x + 1}.

Determinar a, b, ¢ de modo que ax2" + bx2'-1 + c seja divisivet por x(x + 1){x - 1).
n €N/

Mostrar queif = x3 + x2 - 10x + 8 é divisivel por x - 1 mas ndo & divisivel por (x - 1)2.

Solugio

Vamos aplicar duas vezes o algoritmo de Briot-Ruffini:

f-—r 1 1 -10 8 l 1
g— 1 2 - 8 ! 0 |
t
51
q— 1 2 -8 | 1
1 3] -5 |

Verificamos que f é divisivel por x - 1 pois obtivermos g = x2 + 2x -8 e r; = 0, porém,
f ndo & divisivel por {x - 1)2 uma vez que q nfo é divisivel por x - 1.

Provar que 5x6 - 6x5 + 1 & divisfvel por {x - 1) e determinar o quociente.

Provar que nxA*1-{n+ 1)xN+1 ¢ divisivel por {x -~ 1)2.

F.148 Determinar a e b em fungdo de n de modo que a"*l+bxN+ 1 sejadivisivel por {(x -1 )2.

F.149 (EPUSP-62) Determinar os n(meros reais a e b e 6 maior inteiro m de tal modo que o

polindmio x5 - ax? + bx3 - bx? + 2x - 1 seja divisivel por {x - 1),

F.150 Se &, f} e 7 sdo ralzes do polindmio f, qual & o grau de f?

Solugdo

Se f admite ot J e Y como raizes, entdo f & divisivel por x - &, x - fex -7, portanto,
f & divisivel pelo produto (x - &) (x - BYix ~ 9, isto &, existe um polindmio q tal que:

f=q:ix-aix-fix ~-)
Existem duas possibilidades:

1) g=0==f=0 Zo
ou
23 g #0 =>af=ag+a[(x-a)(x-[3)(x—'y)] =0g+3>23

Resposta: f = 0 ou Of > 3

F.151 Se as divisdes de um polindmio f por x - 1, x - 2 e x ~ 3 sdio exatas, que se pode dizer do

grau de f?

F.182 Aplicando Briot-Ruffini, determinar o quociente g e o resto r da divisio de f = x3 - x2 +

+ x=1 por g = (x - 2)}{x - 3),

Solugio

Sejam q; o quociente e T 0 resto da divisgo de f por x - 2:

f=qx~2) +r {}]

Sejam q3 o quociente & ry o resto da divisdo de q, por x - 3:

qQ; = dai{x -3} + rpy )

Substituindo {I1) em (1), vem:

t = [ga(x-3) + ra]{x-2) + ry = qalx-2Mx=-3} + [raix-2) + ]

Assim, q; é o quociente procurado e ry{x—2) + ry & o resto procurado. Apliquemos
Briot-Ruffini duas vezes:

f>1 ENE ap = 1 1 3| 3
a - 1 1 3 ]\.E_}I @1 4 Iiiz[
5} ra

q=Qq =x + 4
r=rx-2)+r = 16{x-2) + 5 = 15x - 25

Resposta: g = x + 4 e r = 15x - 25

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

81-F



F.153 Determinar o qucciente e o resto da divisio de
f=x3-5x2 + 8x-4 por g=Ix-1){2x~4).
Solugido

Vamos dividir f sucessivamente por x - 1 e 2x -4 = 2{x - 2) e aplicar o mesmo racio-
cinio feito em F,152:

f -1 -5 8 -4 l 1 qy —> 1 -4 4 l 2
q; > 1 -4 4 l R?—J l 2q; - 1 -2 J d_} ‘
f1 "2

1
q = qp :—2-(x—2) = %x~1

r = I‘2tx-'|)+r1 = 0()(—1) + 0 =0

Resposta: g = =x-1er =0

N =

F.154 Sendo 5 e -2 os restos da divisdo de um polindmio f porx - 1 e x + 3, respectivamente,
pede-se determinar o resto da divisdo de f pelo produto (x - 1){x + 3).

Solugao
Pelo teorema do resto, temos:
fl1) =5 e fl-3) = -2

Sejam g e r = ax + b, respectivamente, 0 quociente e o resto da divisio de f por
{x - 1}{x + 3). Temos

f=qg+lx=-1)x+3} + lax+b)

Tomemos os valores numéricos desses polindbmios em 1 e -3:

1 =all)e (1 - 1)1+3) + (@a~1+b)==5=a+b
——
0
f-3)=ql-3) » (-3-11{-3+3) + (-Ba+b)—=+ -2 = -3a+b
0

Resolvendo o sistema formado por a+b=5¢e -3a + b = -2, resulta a =% eb= 14—3 .

-
(2]

x +

FNEN

Resposta: 1 =

»|

F.155 {E, E, Mau4-64) Sendo 8 e 6 os restos respectivos da divisdo de um polindmio P(x) por
(x - 5) e {x ~ 3), pede-se determiinar o resto da divisio de P{x) pelo produto {x - 5){x - 3).

Para mais, acesse: http://fuvestibular Fok88-AE. E. Lins-66) Calcular o resto R(x) de um polindmio inteiro em x pelo produto

{x + 1){x - 2}, sabendo-se que o resto da divisdo por {x + 1} no ponto -1 & o resto da
divisdo por (x - 2) no ponto 2 s3o ambos iguais a 3.

F.157 (MAPOFEI|-72)
a) Enunciar o teorema da existéncia @ unicidade do quociente e do resto da divisio de
dois polindmios de uma varidvel A{z) e B{z).
b} Determinar o resto da divisio de um polindmio Alz) por B{z) = zZ + 1, conhecen-
do-se Ali) e A{~i), onde i & a unidade imaginéria.

F.158 Um polindmio f, dividido por x + 2 e x2 + 4 d4 restos O e x + 1, respectivamente. Quai é
0 resto da divisdo de f por (x + 2)(x2 + 4)?

F.189 {(MAPOFEI-76) Um polindmio P(x) é divisivel por x + 1, e, dividido por x2 + 1, d4 qua-
ciente x2 - 4 e resto R(x). Se R(2} = 9, escrever P{x).

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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ReCém'naSCido abandonado nos degraus de igﬁej@(esse: http://fuvestibular.com.br/

Jean Le Rond D’Alembert abandonado gquando pequeno nos degraus da
igreja de St. Jean Baptista de Rond, perto de Notre-Dame, em Paris, foi adotado
por um humilde casal. Mais tarde descobriu-se que seu pai era o general da arti-
Iharia Chevalier Destouches e sua mie a aristocratica escritora Madame de Tencin
mas D’Alembert, quando se tornou famoso matematico, preferiu ser reconhecido
como filho de seus pais adotivos.

Teve ampla instrucdo em Direito, Medicina, Ciéncias e Matematica, cola:
borando com Diderot nos 28 volumes da “Enciclopédia”.

Em 1754 tornou-se secretdrio perpétuo da “‘Academia das Ciéncias’’ e j4
era o0 mais influente cientista francés.

D’'Alembert mantinha correspondéncia com Euler cujos interesses eram
muito parecidos quanto aos logaritmos de nimeros negativos, mas achava discu-
tivel o uso de séries infinitas de Euler e também fazia objecSes sobre seu conceito
de diferenciais.

Achando fundamental a idéia de limite no Cilcuio, chegou a definir esse
conceito em um de seus escritos, porém, sua definigdo ndo foi tdo clara como as
de Leibniz e Euler. D'Alembert negava a idéia que temos hoje sobre infinito pois
pensava em grandezas geométricas e ndo em teoria dos conjuntos.

Uma de suas preocupagdes bdsicas era a prova de que toda operac§o algébrica
efetuada sobre nimeros complexos resultaria em nimero complexo mostrando que
0 sistema formado por eles é algebricamente fechado, admitindo que um célculo
de varidveis complexas seguiria o mesmo esquema do célculo para combinagdes
algébricas de varidveis reais.

Em *Teoria das Probabilidades”, as-
sim como Euler, escreveu sobre problemas
de expectativa de vida, valor de uma uni-
dade, 'Ioterias, opondo-se muitas vezes as
idéias da época como na probabilidade de
obter cara em dois lancamentos de uma
moeda que para ele seria 2/3 e nido 3/4
como € usual,

D’Alembert, em seu “Tratado de
Dindmica’” enunciou seu célebre principio:
“as acOes e rea¢Oes internas de um sistema
de corpos rigidos em movimento estio
em equilibrio”’.

Em conseqliéncia de suas atividades
e sendo amigo de Voltaire e outros filoso-

CAPITULO 111

EQUACOES POLINOMIAIS

I. INTRODUCAQ

74. Neste capitulo trabalharemos com funcGes polinomiais
P(x) = 8 + ajx + apx* +. ..+ apx"

onde os coeficientes ay, a;, a;, . .., a, s3o nimeros complexos e a variavel x tam-
bém & complexa, isto é, x pode ser substituido por um namero complexo qualquer.

Ha algumas propriedades que exigem restricdo para os coeficientes {por exem-
plo, os coeficientes devem ser reais); quando surgirem, faremos a restricio.

75. Recomendamos ao estudante fazer, neste instante, uma revisdo de alguns
assuntos basicos vistos no capitulo anterior, tais como:

a} valor numérico de P(x) para x = a (item 37);

b} funcdo polinomial identicamente nula e teorema correspondente
{itens 38 ¢ 39);

c) funcdes polinomiais idénticas e teorema correspondente (itens 40 e 41);

d) adicdo, multiplicacdo e divisio de polindmios (itens 42 a 58);

e) divisdo por bindbmios do 19 grau, especialmente o teorema de D’Alembert
{item 68).

il. DEFINICOES

76. Dadas duas fungdes polinomiais y = f(x) e ¥ = g{x}, chama-se equacio po-
linomial ou equagdo algébrica a sentenca aberta f(x) = g(x)

) . . Assim, ex | = x3 4+ x®-x- = 3x%-
fos, foi um dos que abriram caminho para 3 p‘;’ emplo, sezf(x) , x X )f ! eAg(x)' 3x" - 3, a sentenca
. aberta x” + x"-x-1 = 3x*-3 &uma equacio polinomial.
a2 Revolugdo Francesa, mas morreu antes
Jean Le R. D'Alernbert da queda da Bastitha, no mesmad N8 queesse: http://fuvestibular.com.br/
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Recordemos que uma sentenca em x, aberta, pode ser verdadeiEa ou f.:-n,lds(gS

ara mails,
confarme o valor atribuido a2 x. No nosso exemplo, temos:

para x = 0, 0°+0%-0-1=3.0%-3 (falsa)
—
f(0) g{0)
para x = 1, 1°+12.1-1=3.12_3 (verdadeira)
(1) al1)

77. Dada uma equacdo polinomial f(x) = g(x), chama-se raiz da equacio todo
nimero que, substituido em lugar de x, torna a sentenca verdadeira. Assim, o ng-
mero r é raiz de f(x) = gix) se, e s& se f(r) = alr) é sentenca verdadeira.

Retomando o nosso exemplo, na equacio x> + x® - x -1 = 3x?- 3 asraizes
sdo 1, 2 e -1 pois:

parax=1, 1°+12-1-1 = 3.12.3=—=0 = 0 (verdadeira)

parax=2, 2°+22-2-1=3.22_.3==2 9 - g (verdadeira)

para x ==1,(-1)3+ (-1)2 - (1) = 1=3(-1)2-3==0 = 0 {verdadeira)

enquanto que 3 ndo é raiz pois:
para x=3, 3*+32-3-1=3.32 .3 33 = 24 (falsa)
78. Chama-se conjunto-solugdo ou conjunto-verdade em C da equagdo f{x) = g(x)
o conjunto S cujos elementos sdo as raizes complexas da equacéo.
Por exemplo, o conjunto-solucio da equacdo x3 + x? - x -1 =3x2-3 &
S=1{1,2-1}.

79. Resolver uma equacdo polinomial é obter o seu conjunto-solugdo.

Dada a equagdo polinomial f(x) = g(x), resolvé-la significa desenvolver um
raciocinio logico e concluir quais s5o as raizes, sem ter de “adivinhar’” nenhuma e
sem “esquecer” nenhuma. Aprender a resolver equacdes polinomiais  a meta deste
capitulo.

Vimos que a equacio x* + x* - x - 1 = 3x® - 3 apresenta as raizes 1, 2
e -1, porém, ndo esclarecemos duas questdes:

18) como obtivemos as raizes?
23) sdo sb essas as raizes da equacgdo?

A teoria seguinte responde a essas perguntas.

80. Duas equagdes polinomiais sdo equivalentes quando apresentam o mesmo

se: hittp://fuvestibu %éﬁiﬂ?\r{o-solucﬁo, isto é, toda raiz de uma equacdo é também raiz da outra e

reciprocamente. Assim, por exemplo, as equagdes
M xP+x-x-1=3*-3 e (2 x*-2&%=-x+2=0

s3o equivalentes pois S; = {1,2,-1} e S, = {1,2,-1}.

81 Ha duas operacdes que nio alteram o conjunto-solugdo de uma equacdo
polinomial, isto é, had duas maneiras de transformar uma equagdo polinomial em

outra, equivalente a primeira:

18) somar aos dois membros a mesma funcao polinomiat

1x) = glx) e flx) +

Exemplo

Seja a equagao

3 -4x + 11 = P+ x+5 @
N ~ ) L - J
f(x) gix)

adicionemos h{x) = -g(x} = -2x*> - x - 5 aos dois membros:

2
£3x2—4x+11l+ \(—2x2—x—5/) = (2x2+x+5L+ {(-2x* - x - 5)

(x) hix) alx) h{x)
fagamos as simplificacbes: x?-5x + 6 = 0 2)

decorre que @ equivalente a @ , portanto: §, = S, = {2, 3}

Na pratica, aplicamos esta propriedade com o seguinte enunciado: ‘em toda
equagdo polinomial, transpor um termo de um membro para outro, trocando o
0 ~ . -~ .,
sinal do seu coeficiente, ndo altera o conjunto-solugao’”:

fix) = g{x) = f(x) - g{x) = 0

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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23) multiplicar os dois membros pelo mesmo niimero complexo

fix) = glx) <=k flx) = k. glx)

Exemplo
x? 1 2 < . . N
2+ 8" 0 e 6x* - 1 = 0 sdo equivalentes pois a 22 foi obtida da 12

através de uma multiplicagdo por 8.

82. Na resolugdo de uma equacdo polinomial procuramos sempre transforma-la
em outra, equivalente e mais ‘“simples’, em gue o conjunto-solugdo possa ser
obtido com maior facilidade. Assim, empregando os artificios descritos no item
anterior, é possive! transformar qualquer equagdo f(x) = gi{x} numa equagdo equi-
valente P(x) = f(x) - g{x) = 0, isto é toda equagdo polinomial é redutivel a
forma:

X" + B x" 4 B X" b Lt ax tap= 0

83. Quando transformamos uma equacgdo polinomial para a forma P{x) = 0,
podem ocorrer dois casos notaveis:

19 caso: P{x) é identicamente nula
isto &, estamos diante da equagio

0-x"+0:.x"1+0-x"24+ . . . +0-x+0=0

que é uma sentenca verdadeira para todo nimero complexo gue seja colocado no
lugar de x, portanto:

§=¢

20 caso: Pix) é constante e ndo nula
isto &, estamos diante da equacao

0-x"+0:x"1+0.-x"%2+,,,+0-x+k=20

gque é uma sentenca falsa para todo nimero complexo que seja colocado no lugar
de x, portanto:

s- @

Plérgjkmﬁ, Q(Lsse: http://fuvestibular.com

_brﬁxemplos

19} Resolver (x - 1MH{x2+ 1) +x* = x®+x -1
Temos: x3—x1+x—1+)({= x3+x-1
istoé: (xXP+x-1)-Hbi+x-1 =0

portanto:0x3+0x*+0x+0 = 0= S = C

29) Resolver x{x - 1){x - 2) = x3-3x*+2x - 7
Temos: x>-3x*+2x = x®-3x*+2x -7
istoé: (x*-3+2x)-(x*-3*+2x-7) =0
portanto:0x* + Ox* + Ox + 7 = 0—=> S = {J

Daqui por diante excluiremos esses dois casos imediatos, portanto, sO con-
sideraremos as equagdes polinomiais P{x} = 0 em que o grau de P é maior que zero.

1. NUMERO DE RAIZES

84. Como toda equacido polinomial pode ser colocada na forma

P(x) = apX"™ +a,_ X"+ ap_yx"2+ ... +ax+ay =0,

é evidente que as seguintes proposicoes sdo equivalentes:

(1) r é raiz da equagdo P(x) = 0
(2) r é raiz da fungdo polinomial P(x)
(3) réraiz do polindmio P

e as trés proposicses sdo sintetizadas por P(r) = 0.

Diremos também que a equagdo P(x) = 0 éde grau n se, e 56 se, P(x) e P sdo
de grau n.

85. Teorema

Todo polindmio P de grau n 2 1 admite ao menos uma raiz complexa,

Admitiremos a validade deste teorema, chamado teorema fundamental da
Algebra (T.F.A.), sem demonstragio.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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86. Teorema da decomposi¢io

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com

Todo polinomio P degrau n (n = 1)
P=ax"+ap x" M +a,x"2+. . +ax+a, la, # 0)
pode ser decomposto em n fatores do primeiro grau, isto é:
P = aplx-rnix-rx-ra)...(x-ry)

onde ry, 12,03, ..., 530 as raizes de P.

A menos da ordem dos fatores tal decomposic¢do é Unica.

Demonstracao
13 parte: existéncia

a) Sendo P um polindmio de grau n = 1, podemos aplicar o T.F.A. e P tem
a0 menos uma raiz ry, Assim, P(r;) = 0 e, de acordo com o teorema de D'Alembert,

P é divisivel por x - ry:
P={(x-r).Q 4)]

onde Q, é polindmio de grau n - 1 e coeficiente dominante a,. Se n = 1, entdo
n-1=0¢eQ, épolinémio constante, portanto, Q; = a, e P = ay(x - r,), ficando
demonstrado nosso teorema.

b} Sen = 2 entdion-1 2 1e o T.F.A é aplicavel ao polinomio Q,, isto
é, Q; tem ao menos uma raiz ry. Assim, Q,(r;) = 0 e Q, é divisivel por x - r,:
Q= (x-r3):Q, (1)
Substituindo (1') em (1) resufta: P={x-r;}{x-13} - Qy {2)

onde Q, é polindmio de grau n - 2 e coeficiente dominante a,. Se n = 2, isto &,
n-2 = 0,entdo Q, = a, e P = a,{x-r }x - r,), ficando demonstrado nesso teo-
rema.

c) Assim por diante, apbs n aplicagOes sucessivas do T.F.A. chegamos na
igualdade:

P=(x=rdx-ry{x=r)...x-rp)Qp {n)

onde Q, temgrau n-n=0 e coeficiente dominante a,, portanto, Q, =a, e

P o= aglx~rdbc-r)x - :,% o e=rs)

22 parte: unicidade

Vamos supor que P admita duas decomposigdes:
P
P

Supondo reduzidos e ordenados os dois segundos membros, temos.

an(x-rx-ra{x-r3) ... (x-ry)

1]

al Ax—rix-ryx-ry) .. (x-rp)

anx" - anSy - X"+ L= anx™ - apSy e x™ L

e, pela definigao de igualdade de polindmios, temos necessariamente:

Ficamos com a igualdade:
(x-rMx-rx-ra) . oo dx =)= I -rpx -yl -ry) oo x= ) (D)
Atribuindo a x o valor de ry, temos:
0= {ry-riry -5 ey =r3) .. {ry=rp)

e se 0 produto é nulo, um dos fatores ry - rj é nulo; com uma conveniente mu-

danca na ordem dos fatores, podemos colocar

A igualdade (l) se transforma em:
X=rHx=rad{x-ra) . {x-rpd = (x-rx -rpdx -} ... (x = rp)
e em seguida em:
(x=r){x-ry) ... {x-ra) = (x=rx=r3).. . (x-rp)

Atribuindo a x o valor r,, temos:
0= (rp=-ryMra~-r3) ... (rp=rpl

€, analogamente, um dos fatores r, - ri é nulo; com uma conveniente mudanca na

ordem dos fatores, podemos colocar

Assim por diante, concluiriamos rj=r{ paratodoi € {1,2,3,....n}.

As igualdades m = n,am = ap, ry = My = T, 3 = T3, ...,y = rpsdoa
prova da unicidade da decomposicéo.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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87. Corolario

Toda equagdo polinomial de grau n (n = 1) admite n, e somente n, raizes
complexas.

Demonstragao

Seja a equagdo polinomial
Pix) = anxn + an..lxn_l + an_zx"‘z +...ta;x +ay= 0

Vimos na demonstragido da existéncia da decomposicdo que P admite as
raizes (distintas ou ndo) ry, fz, I3, .. ., Fp. Provamos que sdo so essas as ra izes de P
ao provar a unicidade da decomposigao.

88. Exemplos

19) Fatorar o polindmio P = 5x° - 6x* - 80x + 80 sabendo que suas raizes
sdo 1, -2, 2, -2i, 2i.
P = B{x - 1){x + 2}x - 2Hx + 2i){x - 2i)

20)Qual & o conjunto-solugdo da equacdo 7{x - 1P2(x - 2)%x - 3} = 0?
De que grau é essa equagdo?

Temos:

P = 7(x - 1hx - 1{x = 1){x = 2){x - 2){x = 2){x = 2)(x - 3}(x - 3}

as raizes de Psio 1,1, 1,2, 2,2, 2, 3e 3 portanto a equacdo é do 99 grau eseu
conjunto-verdade S = {1, 2, 3}.

89. Observagdes

13} Tendo em vista o teorema da decomposicdo, todo polindmio P de grau
n {n 2 1) pode ser encarado como o desenvolvimento de um produto de n fatores
do 19 grau e um fator constante a, Que é o coeficiente dominante em P.

P = aglx - rix - rad{x = r3) ... [x—14)

23) Nada impede que a decomposicdo de P apresente fatores iguais. Asso-
ciando os fatores idénticos da decomposicdo de P, obtemos:

P = an(x - r)™x - r2)™2(x - r3) ™3, {x = rp)™P

Para mais, acesse: http://fuvestibular g%m/

m; + my + m3+...+rnp =N
fi, 02,73, ...,fp $30 dois a dois distintos

s

Neste caso, P & divisivel separadamente pelos pelindmios (x -ry}™,
(x - r2)™2,. ., {x = rp)™P

EXERCICIOS

F.160 Deda a equagdo polinomial: (x - 1}{x3 - 4x + a) = (x2 - 1)2,

Pede-se:

a) colocé-la naformaPix} = O;

b} obter a para que 2 seja umna das raizes da equagdo.

Solugdo

a} Desenvolvemos os dois membros:
x(x3 - 4x + a) - (x3 - 4x +a) = (x2 - 1}{x2 - 1}
x3-x3-4x2+{4+a)x-a = x4 -2x2 41

e transpomos:
)A-xs—4x2+(4+a)x-a-,{“+2x2-1 =0
x3-2x2+(4+alx-{a+1) =0

xL3+2x2-(4+:()x+(a+1L=0

P(x)

b) 2 & raiz se, e s6 se, P(2) = O, entéo:
P2) =22 +20202-(4+a2+la+ ) =8+F-F-2a+a+1-=
=9-a=0 =2a=9

Resposta: x3 + 2x2 - (4 +a)x + (a+1) =0 e a =9
F.161 Determinar m de modo que - 2 seja raiz da equagdio x3 + (m+2)x2 + (1 + m)x -2 = 0.

F.162 Resolver as seguintes equacdes polinomiais:
a) x+1Hx2-x+1) = (x=-1)3

b) O+ 2Mx+ 3) + {x-2)(1 - x) = 401 + 2x}
cl (x2+ 1Hx* - 1) - (x2 -1} {x¥+1) = 2(x4-x2-1)+ 3

F.163 Determinar o grau e o conjunto-solucdo das equacdes:
a)l 5{x -1Hx -7} = O
b) 3(x + 4)2(2x -5)3 = 0
cl 11(x2-2)5 =0

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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F.164 Resolver a equacdo x% ~ 5x2 - 10x - 6 = 0, sabendo que duas raizes séo -1e3

Solugio
Vamos dividir P{x) = x% - 5x2 - 10x - 8 por {x+ 1){x-3):

-1 1 0 -5 -10 -6
3 1 -1 -4 -6 0
1 2 2 | o
Temos que Plx) = {x + 1}(x - 3}{x2 + 2x + 2), portanto, as demais raizes vem de
x? +2x +2 =0, isto & x = -1 %}

Resposta: S = {-1, 3,-1 +1i,-1- i}
F.165 Resolver a equagdo 6x3 + 7x2 - 14x - 15 = 0, sabendo que uma das rafzes é -1.

F.166 (FEIUC-67) O palindmio P{x) = x5 - x%-13x3 + 13x2 + 36x - 36 & tal que P(1) = O,
Quais os outros valores de x que o anulam?

F.167 (MAPOFEI-71)

a) Calcular as raizes quadradas do niimere complexo 2i.
b) Determinar as ralzes da equacdo 22 - (3+5ilz-4+7i = 0.

F.168 (MAPOFEI-74) Determinar o polindmic P(x) do 39 grau cujas raizes sdo 0, 1 e 2

1 3
sabendo-se que P(—=) = - —
endo-se qu (2) 2

F.169 {MACK-72) Decampor o polindmio -x3 + 4x2 + 7x - 10 em um produto de fatores
do primeiro grau. .

IV. MULTIPLICIDADE DE UMA RAIZ

90. Exemplo preliminar

. ~ . . 3 _
Consideremos a equagdo polinomial {x - 3}{x - 1)2(x - 4)° =0 que apresenta
seis raizes sendo: uma raiz igual a 3, duas raizes iguais “_1 e trés raizes iguais a 4.

Dizemos que 3 é raiz simples, 1 é raiz dupla e 4 é raiz tripla da equagdo dada.

91 _brpeflnu;ao

3 mais, acesse: http:/fuvestibular.Corm

Dizemos que r é raiz de multiplicidade m, m 2 1, da equagédo P{x) = Ose, e
somente se,

P={x-N".QeQl +0

isto &, r é raiz de multiplicidade m de P(x) = 0 quando o polinomio P é divisivel por
: o s s 1 e
{x - r)™ e ndo é divisivel por (x - r'™*! ou melhor, a decomposicdo de P apresenta
exatamente m fatores iguais a x - r.
Quando m = 1, dizemos que r é raiz simples; quando m = 2, dizemos que
r é raiz dupla; quando m = 3, dizemos que r é raiz tripla, etc.

Exemplos

19)A equacdo x*(x + §)7 = 0 admite as raizes 0 com multiplicidade 4 e -5
com multiplicidade 7, portanto, embora seja equagdo do 119 grau, seu conjunto-so-
lucdo tem sé dois elementos: S = {0, -5}.

29)A equagio (x - a)" = 0 admite s6 a raiz a com multiplicidade n, isto é,
seu conjunto-solucdo é S = {a}.

EXERCICIOS

£.170 Determinar todas as raizes e respectivas multiplicidades nas equagdes:

a) 3(x+4){x2+1) =0

b} 7(2x - 3)2x + 1)3(x -5) = 0

¢l 4lx - 10)5(2x - 3} = 4{x - 10)5({x - 1)
d) (x2+ x+1)3(7x - 14i)5 = 0

F.171 Qual é o grau de uma equagido polinomial P{x) = 0 cujas rafzes sdo 3, 2, -1 com mul-
tiplicidades 7, 6 e 10, respectivamente?

Solugio
Pix) = kix-3)T(x-2)6(x +1)10 onde (k € C e k ¥ O)

Resposta: grau 23

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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F.172 Formar a equacdo cujasrafzessdo 2,-3,1 + i e 1 -1

Solugdo

Aequacdo 8 k =+ [x-rd{x -r)lx ~r3kix -ry) = O, ist08,
kelx=2Mx + Mx-1-il{x-1+i}) =0

e desenvolvendo temos:

ko(x3-x3-6x2+14x-12) = Ocom k #F @

F.173 Formar uma equacgdo polinomial cujas raizes s30 -2, -1, 1 e 4 com multiplicidade 1.

Para mais, acesse: http:/fuvestibular F.177,(ITA-62) Resciver a equagio x4 -4x3+8x2 - 16x + 16 = 0 sabendo-se que 2 & raiz

dupla da mesma.

F.178 (MAPOFEI-76) Se, na equag@io x3 - 75x + 250 = O, méraizduplaen = -2m é a outra

raiz, achar m e n.

Solugio
A equagdo dada é redutfvel & forma
{x - m?tx +2m) =0

isto é, desenvolvendo:

F.174 Construir uma equagdo algébrica cujas raizes s3o 2, 3, V'3 e - /3 com multiplicidade 1. x>-3mix+2m’=0

F.175 Construir uma equagiio algébrica cujas raizes sdo 1, i e -i com multiplicidade 1, 2 e 2,

respectivamente.

portanto, devemos ter:
3m? =75 e 2m° = 250

e isto acarreta m =5 e n = -10

F.176 Qual é a multiplicidade da raiz r na equagio polinomial P(x) = 0, nos seguintes casos?

19) Pix) = x7-5x6 + 6x5 ¢ r =10

20) Pix) = x5 -2x% + x3-x2 + 2x-1 e r = 1
Solugdo
19) P(x) = x5(x2-5x+6) = {x-0)° (x2-5x +6)

Qix)

Como Q{0) # 0, resulta que 0 é raiz com multiplicidade 5.

20) Vamos dividir P{x} sucessivas vezes por x - 1:

Temos Plx) = (x - 113(x2 + x + 1)

Qix}
1 1 2 1 - 2 -
1 1 40 A 1 0
1 1 o o -1 0
1 1 1 1 0
1 2 | 3#0

Como Q{1} = 3 # 0, resulta que 1 é raiz tripla.

Resposta: 5e 3.

Resposta: m =5 e n=-10.

V. RELACOES ENTRE COEFICIENTES E RAIZES

92, Consideremos a equagdo do 29 grau:
Halt+bx+c=0 (a#0)
cujas raizes s8o ry e ry.
Vimos que essa equagdo pode ser escrita sob a forma:
(2) alx - ry}{x -ry) =0
Temos a identidade:
ax’* + bx + ¢ = alx-r)x=-r), ¥ x

isto é:
A2k + S )y 4 ordx o, ¥ X
a a
portanto:
b c
rl+r2=-—a~ e r,r;z-a—

sdo as relagDes entre raizes e coeficientes da equag&o.
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

97-F



93. Consideremos a equacao do 39 grau:

. Scesce: i an-1
) Para mais, acesse: http:/fuvestibular gom.br/si = trtrtotrg =- En_
(M axd+bx®+ex+d=0 {a=#0)
. . ~ dn-2
cujas raizes sdo r;, ry e r3. S, =z tnrtnnt. trgn = a"
n
Vimos que essa equagdo pode ser escrita sob a forma: a
n-3
=T falf3 Y qrarg ...t rqoafpoyfpn = -
(2) a{x = ry){x - radx - r3) = 0 S; =rfary tnrarg n-2"n-1Tn ”
Temos aidentidade: e
aC +bx?+cex +d = alx - rx - rydx - r3), ¥x S = soma de todos 0s Cn n produtos) = (-1)h @n-h
b c d de h raizes da equagao an
x3+-a—x2 +;x +; = X3 {r bt H{r Tt raratrar)x - Frara, XX
n do
portanto: Sp = fifafy .. fp = (=1} P
n
b c d . i .. - .
rptrptry = —grnin + rary + r3ry = g &Nl = - sio as relacBes entre raizes e coeficientes da equagdo P(x) = O, também chamadas
relacoes de Girard.
sdo as relacdes entre raizes e coeficientes da equagao.
95. Aplicagoes
94, Vamos agora deduzir as relagdes entre coeficientes e raizes de uma equacdo , -
) ) 9 ¢ quag 13}  Calcular a soma e o produto das raizes da equagao
polinomial de grau n (n = 1).
5 2x* +3x® +4x* + Bx + 6= 0.
Dada a equacao
aj 3 4 4o 6
Px) = anx" + an x" +a,0x" 2+ L +tax+a =0 (a, #0) f1+fz+f3+r4—-;;-“2- fp«rgergerg = (-1} —4=§=3
cujas raizes sao ry, ry, ry, ..., Iy temos a identidade:
238}  Se {r;, 1, ra} € 0 conjunto-solugdo da equagdo
P(x) = ap{x-ri{x-rad{x-r3} ... {x-ry) = ) 2 2 2
n n-1 2x3 + 5x? + Bx + 11 = 0, caleular r] +r; +r3.
= apX —aplrp +ry +r3 4. +rp)x +
~ - Temos:
Sy
ntn+tr= a2 __>
+oapint +rr o g orx"T? - 1t t=-—==-3
n{nif *nn n-1n} a3 2
5, 8
2 a
ryry + [SRE} +rary = +'a—l =—2‘: 4
- 3
- aplrmary Frnrg + ot rhafparp)X™ 2 +
. - A . dag 11
thifyg =~ — =- &
S3 djz 2
+ (-1)hanth"'h +o.t 1 ap(r e L re), WX

2, 2, .2
portanto: ry +ry try=1(r +ry + r3)2 = 2(rry +rir; +rary) =

_. 5. 2B g1
2w =2 -1

Sn
portanto, aplicando a condi¢do de identidade:
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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39 Resolver a equagdo x? - 6x? +3x + 10 = 0, sabendo querarsoma desse http:/fuvestibu mE&ﬁ.Bﬁ’fc'c‘s
duas raizes é 1.

Temos: F.179 Calcular a soma e o produto das raizes das seguintes equacgdes:
a a g) x3-2x2 +3x-5=0
(M) n+rn+ry=-—==86 (3) ryrary =--=2=-10 bl x4 +7x3 -5x2 +11x+1=0
2 3 e} 2x2 +4x2 + 7x +10i=0
a
(2) ryry+rirgtrarg=—L=3 (4) r trys 1

2 F.180 Calcular a soma dos quadrados @ a soma dos cubos das raizes da equag¢do

(4) em{l)===1+r3=6==sr3=5 x3 -px2 +gx-r=10.

10
(3) ryry =-— g =-2 Solugdio
resolvendo 1 2 Petas relagGes de Girard, temos:
= n=-1emn=2 portanto § = {-1, 2, 5} [ trabraeD, Tra b rrs rars = G fifafy = F
(4) rp+rp =1 {ou vice-versa) s 2 s 3 s
Fagamos X =ry +ry +r3 8 Y =1y +ry + r3.
Temos: X = {ry + 3 +13)2 = 2{ryry +ryry + o3t = p2-2q
- 1,22
96. Observagao X = {rp +rp +ra)ley +ry +r3)=

2 2,2 2,2 2
Y 4rirg tryrg +rirg driry drgry 4rary =

As n relagOes de Girard para uma equagdo polinomial de grau n ndo sdo sufi-
cientes para obter ry, ra, ra, ..., I'n. Se tentarmos o calculo de ry, por exemplo, apos
vérias substituigOes, obteremos a equagdo

Y + ryralry + ra) + riraley +r3) + raralrg + ra3) =

Y +rralp-r3) +rirglp-ry) +rarglp-nl=

1t

n n-1 n-2 _ Y+ p(l’lfz +nry+ r2r3) —3rlr2r3 = Y +pq- 3r
anny + apry  +anpar;  + .ot air + 3g, = 0

YP(rl) portanto Y = p(p? - 2q) - pq + 3r= p3 - 3pg + 3r

que equivale 2 equagdo dada. Resposta: X=p2-2q e Y =p> - 3pg + 3r

Exemplo F.181 Calcular a soma dos quadrados das raizes da equagdo x4 +Bx3 -~ 11x2 +4x - 7=0.
Resolver P{x) = x3 - 6x*> + 3x + 10 = 0.

F.182 Se o conjunto-solugdo da equagdo x* - ax3 + fBx2 -yx+6=0 ¢ S-= fa b, ¢ d},

N nt+ry+ry =6 (2} rnratnrp+tnn=3 firary = =10
) ! 2 : 2) 12 s T (3 nnn calcular, em fungiio de &, §, Y e 6, o nimero
-1
Temos: {2) riry + r3) +ryr3 = 3=—=o> r1(6—r1)+—-—q=3==> 1,1,1,1
gr}_J Y=e v 't a"
de {1) de (3)
Solugio
= r{(6-r;) - 10 = 3y=—==byr] - 6r] +3r,+10=0 (2?) Pelas relacdes de Girard, temos: abcd = & e abc + abd + acd + bed = 7.
P
() Assim, temos: Y=bcd+ac:b-;:bd+abc=%’_

Quando é dada uma condigdo para as raizes (por exemplo, soma de duas
raizes é 1) entdo é possivel obter o conjunto-solugdo como vimos no item 95 — 32, Resposta: ¥ = %—

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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F.183 Caicular a soma dos inversos das raizes da equacdo x3 - 7x2 + 4x - 1 = 0.
Para mais, acesse: http//fuvestibular.com.brg = v/ plp - rnHp - ra)ip - r3)
F.184 Sendo {a, b, c} a solugdo da equagdo 2x3 - 3x2 + Bx + 1 = 0, calcular o valor da ex-

pressdo a?b? + a2c? + b2¢?, portanto

S = \/;)lp:i - {ry + 1 +13}p2 + {ryrg + ryrg + ror3lp - r1r2r3]=

Solugao
. 4 2
Aplicando as reiagdes de Girard, temos: {1} a+b+¢=.22 E_.’_B_ ,\/2 i}_ _ f &L _\/:E.+__a ,B_Ol_’)’
a3 2 VAL 1o R o R VAR R o
(1) ab+ac+bc=ﬂ=§—
a3 3 Solugdo 2
() abe = - 22 = -1 Temos P{x) = x3 +ax? + fx + 7= (x ~ ry}{x = rp)ix - r3}
aj 2

portanto: entio § = Vplp - nip - raHp - ra) = Vp - Plp) =
a2p? + a2¢2 + H2c? = (ab + be + ca)? - 2{(ab)ibc) + (be)ica) + (ab)ica)] = _ \/a ‘- o’ + o (_!_.B +v]

= (ab+ bc +cal? - 2abclb +c +a) = - 2 8 4 2

5.2 1 3 25 6 N
S22 fem) (2) =220 20 ot a2 «a
2 2 2 4 4 4 Resposta: S = - —t —'B it
31 16 4 2
Resposta: ~Z
’ F.187 Resolver a equagdo x3 - 6x2 + 11x - 6 = 0 sabendo que as raizes estao em P.A.
= 3 _ _ . ~
F.185 Resolver a equac¢do x 9x2 + 23x - 16 = O, sabendo que suas raizes estio em P.A. F.188 Resolver a equacdo x3 - 9x2 + 20x - 12 = 0, sabendo que uma raiz & igual ac dobro da

Solugido soma das outras duas.
Pelas relacdes de Girard, temos: m rntry+rys=- :—2 =8 F.189 Resolver a equacio x3 - 4x2 + x + B = 0, sabendo que uma raiz é igual 3 soma das

outras duas.

“|) rlr2+rlr3+r2r3=a_l.=23 )
a3 F.190 Resolver a equacdo 64x3 - 56x2 + 14x - 1 = 0 sabendo que suas raizes estdo em P.G.

() ryrarg = —? =15 Solugdo
3
a 7

Pelas relagdes de Girard, temos: {1) rg try try=- 2. g
e pela condigao do problema temos: (V) rp +r3 =2ry %
Substituindo {1V) em (1) resulta: 3ry = 9===>r, = 3 () rry +rirg +rarg = =2 = %

a
Temos, entdo: ?
ap 1

Mr+r3=6 e () r ~r3=25 o r1r2r3=—;3-=6—4
portantory e ry sdo raizes da equagdo y2 - By +5=0,istoé,r; =1 e r3 = 5 . 2

e pela condi¢do do problema, temos:  (IV} notr3=r,

Resposta: S = {1, 3,5} Substituindo (1V) em (I1), temos:

2 7
F.186 Calcular a area do triangulo cujos lados s3o as raizes da equacao f1ry +1ry $7r3 = 117y +ry ey = ralry +ry +r3) = 33

x3 +ax? +fx+ =0, onde os reais ¢, f, 7y sdo dados.

eNtdo sy ¢ L= b =y, = L
. T 32 173
Solugdo 1
Pela formula de Hierdo, um tridngulo de 1ados y, r, r3 & semi-perimetro p = ntry+ry Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini, vamos dividir

2

1
apresenta area: 64x3 - 56x2 + 14x -1 por x - 7

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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F.1:n

F.192

F.193

104-F

1
64  -56 14 -1 4
64 -40 4 o |

e recaimos na equacio 64x2 - 40x + 4 = 0 cujas raizes sdo

Resposta: § = {;—, 1?, %}

n

" =

Para mais, acesse: http://fuvestibular @184/ Resolver a equagdo x4 - 2x3 + 4x2 + 6x - 21 = 0, sabendo que duas raizes séo simétricas.

£.195 Determinar a condigio para que & equagdo x3 - ax? + Px - ¥ = 0 tenha duas raizessi-
maétricas,

1
e r N ] e . .
’°3 F.196 Resolver a aquacdo x3 - 3x? - 4x + 12 = 0, sabendo que duas raizes sgo simétricas.

F.197 {FEiUC-63) — Calcular as rafzes da equagio x3 + 4x% - 11x + k = 0, sabendo que a
soma das duas raizes vale -7,

Resolver a equagdo x3 + 5x2 - 12x - 36 = 0, sabendo que uma raiz & igual ac produto

das outras duas,

F.198 Resolver a equagdo x4 + 4x3 - 2x2 -~ 12x + 9 = 0, sabendo que tem raizes iguais duas
a duas.

(E.E.MAUA-64) — Determinar as raizes da equagio 3x3 - 16x2 + 23x - 6 = 0 sabendo-se

que o produto de duas delas & igual a unidade,

Resolver a equagdo x4 - 4x3 - x2 + 16x - 12 = 0 sabendo que existem duas raizes

simdtricas.
Solugio
Temos
a3
I} rtrp+ry+trg=-—==4
{ 1t 4r3 trg 2
a2
(1) riry +ryry +ryrg +l’2l’3+f2l’4‘0’|’3l’4ﬂa—=—1
4

2
(1) ryrarg +rprarg +rirarg + rararg = —a—l =-16
4

(IV)  ryrararg =30 12
24
(V) r;+r3 =0 (condigio do problema)

Comparando (1} e {V), resulta:
(rp+r)try+rg=4 == 13+r4=4 vl

Substituindo (V) em (I11), resulta:

)

F.199 Resolver a equacdo x3 - 10x2 + 31x - 30 = 0, sabendo que uma raiz & igual a diferenga
das outras duas.

F.200 Resoiver a equacdo %3 - x2 - 8x + 12 = 0, sabendo que admite uma raiz com multiplici-
dade 2.

Solugdo

Temos:

a
(1) rptrg trg=-—2a1
a3
a
(1) ryrg +rqry +r3ray = a._.g
a3
a
(1) rrary = -=2=-12

{tlV}) r; =ry {condigdo do problema)
De {IV) em (1) resulta 2r; + r3 = 1 {)
2 .
De (1V) em (11} resulta r] + 2ryr3 = -8 {I¥')
Eliminando r3 por substitui¢ao de (1) em {II'}, temos:

4
2421 -2n)=-8 =3} -2 +8-0 portanton =20ur =-7.

() r3=1-2r =-3

r + + +ra}==16 =—>rirq = -4 Vi .
lr;(rg r4) r3r4(r1 2) 172 ( ) sery = 2 entio
4 ° i r=-22a o
Substituindo este Gltimo resuitado em {1V}, vem: fy
“1"2’"3"4 =-12 === -4r3rg = -12 === r3ry =3 (VIII) () f3=1-2n= 131
De (VI} e (VIII) resuita que ry e ry sd0 as rafzes de equagio y2 - 4y + 3 = (, istoé, 4
rg=1erg =4 se g = -5 entdo ?
De (V} e (V1) resuita que r; e ry sdio as raizes da equacdo y2 -4 =0, istoé r; = 2 e n ry = - 2 . 2—47
2
f = -2. st

Resposta: S = {2, -2, 1, 4}

Resposta: S = {2, -3}
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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F.201 Resolver a equagdo 8x3 - 28x3 + 18x2 + 27x - 27 = 0, sabendo que uma das rafzestem. ..

multiplicidade 3.
F.202 Resolver a equagdo x3 + 7x2 - 6x - 72 = 0, sabendo que a razfio entre duas raizes é % .

F.203 (MAPOFEI-74) Resolver a equagdo: x3 - 5x2 + 2x + 8 = 0, sabendo-se que uma das
raizes é o quddruplo da soma das outras duas.

F.204 {ITAJUBA-55) — Resolver a equacdo 5x3 - 37x2 +90x - 72 = 0, sabendo que uma raiz
é média harmonica das outras duas.

F.205 (E.N.E.~-51} — Determinar m de modo que a equacdo x3 + mx - 2 = 0, tenha uma raiz
dupla.

F.206 Resolver a equagdo 2x% - x3 - 14x2? + 19x - 6 = O sabendo que existemn duas raizes

reciprocas.
Solugdo
Temos:
{1) f‘l+l‘2+l’3+l’4=—1‘
2
(”) r1r2+r1r3+r1r4+r2r3+r2r4+r3r4=-7
19
(11ty  rorarg +ryrarg +ryrarg + rararg = - 3
{1V} fyrar3rg = -3
1 .
Vi n = o (condicao do problema)
2
De (V) em (1V} resulta rarg = -3 (1V')
19
De (V) em (1H) resulta ryralry +rgq) +rarglry + a2} = - Py
) 1 19 ,
|stoé,1-(r3+r4)-3(§—r3—r4)=-?,oumelhor: ry +rg=-2 (e
Resolvendo o sistema {111}, {IV') resultary = 1 e rq = -3 (ou vice-versa}.
Entdo temos o sistema
5
| rptry =z 1 .
W ! 172 que fornece ry = 2 e ry = 5 {ou vice-versa).

(V) rrp =1
Resposta: S = {2, 15, 1, -3}

F.207 Resolver a equagdo 5x4 - 26x3 - 18x2 + 32x - 8 = 0, sabendo que o produto de duas
rajzes é 2.

http://fuvestibular. 208/ A soma de duas raizes da equagdo x4 + 2x3 + px2 +qx + 2 = 0 & -1 e o produto das

outras duas raizes é 1. Calcular p e q e resolver a equagdo.

F.209 Determinar a condi¢do para que as rafzes da equacdo x* + px2 +qx+r=0 formem
uma P.G.

Solugao
Temos:

{)  ry+ry+r3=-p
(1) ryrg +ryrg +rar3 =g
() rrory = -r

V) rry = r: (condigdo do problema)

De {1V} em (111} resulta r3 = =r (1I')

De {IV) em (Hl) resulta riry + rg +ryr3 =g,

portanto, ra{ry +ry + r3) = g, ou melhor, rpl-p) =g  {I¥).
Substituindo (I1F) em (II'}, vem: \3/——r = {-p) =q, isto 8, -r + {-p)3 = g3
Resposta: g3 = rp3

F.210 Determinar m para que a equacdo x3 - 7x + m = 0, tenha uma raiz igual ao dobro de
uma outra e, em seguida, resolver a equacdo.

F.211 Achar a condi¢do para que a equagio x3 + px + g = 0, tenha uma das raizes igual 3
soma dos inversos das cutras duas.

F.212 Dada a equacdo x% + px3 + qx2 + rx + 5 = 0, provar que:

1) se as raizes estio em P.G., entdo p2s = r?
11} se as raizes estdo em P.A., entdo p? - 4pq + 8r=0

F.213 (MACK-63) — Numa equagdo do terceiro grau, o primeiro coeficiente é 1, o segundo é
igual a 2, o terceiro desconhecido e o Gltimo & 8. Sabendo gue essa equacdo tem as trés
raizes em P.G,, pede-se determinar as raizes e escrever a equacao.

F.:214 (EPUSP-43) — Determinar p e g de modo que a equagdo x? + px3 + 2x2 - x + q = 0,
apresente duas raizes reciprocas entre si e as outras duas raizes com soma iguat a 1.

F.215 (EFE-55) — Determinar m e k de modo que a cada raiz & da equagdoc mx4 + 8x3 +

. 1 , ~
+ 13x2 + kx + 1 = 0, corresponda ao niimero - o também raiz da mesma equagio

F.216 (EPUSP-60) — Sendo 3, b, ¢ raizes da equacdo x3 - 3x + 54 = 0, calcular

log (= + =+
gl tal

F.217 (MACK-88) — Provar que se a e b 530 raizes da equacgdo x? - px + B™ = 0, teremos:

b

logpad + logpbP + logga® + loggb® = mp
B B B B

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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VI. RAIZES COMPLEXAS

87. Vamos expor aqui algumas propriedades que relacionam entre si as raizes
complexas e ndo reais de uma equac¢do polinomial de coeficientes reais e ajudam
a determinar as raizes da equacio.

98. Teorema

Se uma equagao polinomial de coeficientes reais admite como raiz 0 nimero
complexo z = a + i {§ # 0), entdo também admite como raiz o nimero Z = a - i,
conjugado de z.

Demonstracdo

2

Seja a equacdo P(X) = agx" + aq X" +apax" T+ tax+a,=0

de coeficientes reais que admite a raiz z, isto é, P(z} = 0.
Provemos que Z também ¢€ raiz, isto 4, P(Z) = O:

P(Z) = an(2™ + an (D™ 4 ap (22 +. + 3,2 + g =

zT!

= anz" ¥ ap. 2"} + ap.s +..+ a2+ a8

= 2" + A2 N 4 a2 L+ BT+ T

anZ" + an 2" tapazt t v v EHI+ A =

i}

|
=
N
i
=]
i
o

anz" + an 2™+ an 2™+t az + ay =

99. Teorema

Se uma equacdo polinomial de coeficientes reais admite a raiz z = a + fi
B # 0) com multiplicidade p, entdo também admite a raiz Z = a - 8i com multiplici-
dade p.

Demonstracéo

Suponhamos que a equagdo P(x) = 0 com coeficientes todos reais admita a
raiz z = a + i ({§ # 0) com multiplicidade p e a raiz Z = & - §i com multipiicidade
p’ {p’ # p). Provemos que isso leva a uma contradi¢io.

Seja m o menor dos nimeros p e p’. Como o polindmio P & divisivel por
(x-2)P e {x - DIP, P & divisivel por (x - 2)™ e (x - Z)™. Sendo z # 2, resulta que P é
divisivel por {x - 2)™ + (x - 2}™ entdo:

Para mais, acesse: http://fuvestibular com.brP
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101.

mo grau 5.

=[x-2 « {(x-2"] . Q= [(x-2){x-2)]™ . Q =

=[x* - z+Ax+ 23" - Q= [x? -2ax + (@® +83™ - Q

Como P e [x? - 2ax + (a® + B?)]™ tém coeficientes reais, seque-se que Q
tem todos os coeficientes reais. Sdo possiveis dois casos:

19 caso: m=p <p'

Portanto Q n3o é divisivel por x - z e & divisivel por x - 7, isto &, Q(z) #0 e

Q(z) = 0. Isto é absurdo por contrariar o teorema anterior.

2% caso: m=p <p

Portanto Q ndo é divisivel por x - Z e é divisivel por x - z, isto 6, Q(Z) #0e
Q(z) = 0. Isto também & absurdo por contrariar o teorema anterior.

Para evitar contradicdo, temos necessariamente p=p’

Observagdes

19)

29)

3%

Os dois teoremas anteriores s se aplicam a equacdes polinomiais de
coeficientes reais. Por exemplo a equacdo x* - ix = 0 tem como raizes 0
e i, entretanto ndo admite a raiz -i, conjugada de i.

Como a toda raiz complexa z = a + i (8 # 0) de uma equacdo com coe-
ficientes reais P(x) = 0 corresponde uma outta raiz 7 = ¢ - Bi, com igual
multiplicidade, segue-se que o nimero de raizes complexas n3o reais de
P{x}) = O & necessariamente par.

Se uma equacdo polinomial de coeficientes reais tem grau impar, entio
ela admite um ndmero impar de raizes reais. Assim, por exemplo, toda
equacdo ax® + bx? + cx + d = 0 (com a, b, ¢, d reais) tem uma ou trés
raizes reais pois o nimero de raizes complexas e nio reais é par,

Aplicagoes

19)

Determinar o menor grau que pode ter uma equacdo polinomial de coe-

ficientes reais para admitir 1, i e 1 + i como raizes.

Tal equagdo tera no minimo Sraizes: 1,1i, i, 1 +i, 1 - i portanto tera no mini-

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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23)
admita O como raiz simples, 1 como raiz dupla e 2 - 3i como raiz tripla.
Tal equagdo terd também 2 + 3i como raiz tripla, portanto a solucdo é:

Kx = 0)fx - 1)2fx -2+ 3)(x-2-30) =0 onde k€ Rek #0.

39 Resolver a equacdo x*

raizes é iV 3.

+x3 + 2x? + 3x - 3= 0, sabendo que uma das

Temos, entdo que -i V'3 também é raiz, portanto o 19 membro é divisivel
por (x - ivV3)ix +iv3) = x? + 3. Dividindo, recaimos em

x! +3)x? +x-1 =0

e obtemos as duas raizes restantes:

x2 +x-1=0 x=—1t 1+4=—1i\/_5
’ 2 2

EXERCICIOS

F.218 Obter a equagdo de menor grau que tem como raizes i, 2i e 3i e apresenta coeficientes
reais.

Solugéo

Toda eguagdo polinomial com coeficientes reais que admite a raiz compiexa z também
admite a raiz Z, portanto, as ralzes da equagdo procurada $30: i, -, 21, -2i, 3ie -3i,

A equagdo é:
kix - il x + idx = 2i}{x + 2i)(x - 3i)x + 3i) = O
kix2 +1)}(x2 +4}{x2 +9) =0

Resposta: k(x6 + 14x% + 49x2 +36) =0 com k 0

F.219 Formar uma equacdo algébrica de coeficientes reais, com grau minimo, de modo que 0,
1+i e isejam raizes simples.

F.220 {FEIUC-63) — Se um numero complexo z ¢ raiz da equagdo
aox" + alx”'1 tootay= 0 (ag *0)

com coeficientes reais, o conjugado de z também o sera?

F.221 Construir uma equag¢do pelinomial do 62 grau e de coeficientes reais que admita 1, 2ei
como raizes simples € O como raiz dupla,

Formar uma equagéo polinomial de grau minimo e COEfiCienﬁgﬁarﬁgw'@, QUe. hitp:/fuvestibularERRRResolver 3 equagdo x4 + 3x% +2=0.

F.223 Resolver a equagdo x* -~ 2x3 + 6x2 + 22x + 13 = 0, sabendo que uma das raizes & 2 + 3i.

F.224 Resolver a equacdo x4 - 4x? + 8x + 35 = 0, sabendo que uma das raizes ¢ 2 + | \/5
Solugdo

Como a equagdo tem todos os coeficientes reais, resulta que outra raiz é 2 - i\/?i
(conjugada de 2 + i\/g). Assim, o polindmio dado € divisivel por

x-2-iV3lix-2+iV3),

isto &, por x2 -4x + 7:

x% + Ox3 - 4x2 + B8x + 35 x2 - 4x + 7

-x4 + 4x3 - 7x2 x2 + 4x + 5

4x3 - 11x2 + 8x + 35
- 4x3 + 16x2 - 28Bx

Bx2 - 20x + 35
- Bx? + 20x - 35

4]
A equagdo dada se escreve: (x2 -4x + 7){x2 +4x +5)=0

e as raizes de x2 + 4x + 5 = 0 sdo as que faltam, portanto

-4+ - -4 *2i
x . T4TVI6 - 20 4_2'=-2ii

2 2

Resposta: § = {2 + i\/g, 2—i\/5, -2+, —2-i}

F.225 Determinar a e b (reais) de modo que a equagdo 2x3 - 6x2 + ax + b = 0 admita a raiz
2+

F.226 Resolvera equagdo x7 - x6 + 3x5 - 3x4 +3x3 - 3x2 +x - 1 = 0, sabendo que i & uma das
raizes da equacao e tem multiplicidade 3.

F.227 [E.E.MAUA-65) — E dado o polindmio P{x) = x% + Cx2 + Dx + E com C, D, E ndmeros
reais. Sabe-se que o nimero complexo {0, 1) & raiz de P(x} = 0 e que dividindo-se
P(x) por Qix) obtém-se quociente Q(x) = x3 + 2x2 + 4x + B e por resto 15. Pede-sa
determinar P(x) e as ralzes de P(x) = 0.

F.228 Resolver a equagdo x* — 4x2 + Bx + 35 = 0, sabendo que uma das rafzes 6 2 + iV 3.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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VIl. RAIZES REAIS

102. Dada uma equacdo polinomial P(x) = O com coeficientes reais, vamos desen-
volver uma teoria que permite determinar o namero de raizes reais que a equagio
admite num certo intervalo dado Ja; b[.

103. Seja P{x) = 0 uma equacdo polinomial com coeficientes todos reais. Indique-
Mos por ry, ra, fy, ..., Ip suas raizes reais e porzy, Z,, z;, Z,, ..., 2q, Zq suas raizes
complexas e ndo reais.

Pelo teorema da decomposigio, temos:

(1) P=ani{x-ri{x-ra) ... (x-rg) « [{x -2} (x -7} {x~2,)(x-Z,} ... (x-2q)(x-2Zg)]

Vamos efetuar o produto correspondente a duas raizes complexas conjugadas
zy =a+fie? =a-fi, por exemplo:
X -z )% - 2y) = x? = (z, +Z)x + 2,7, = x* - 2ax +a? + B2 =
=x-a +f2 >0, ¥ xER
Verificamos gue o produto é positivo para todo valor real dado a x. Como o

polindmio:

Q= lx-z){x-2;) {x-23){x ~F) ... (x-2 Hx - Zg)
. I\ g q 1

€ o produto de q fatores do tipo que acabamos de analisar, concluimos que Q
assume valor numérico positivo para todo x real e a expressdo (1) fica;

P=ap Q- b~ Mx=-rhx-ry) . bx-rg)

2
@ com Qlx) > 0, ¥x € R,

104. Teorema de Bolzano

Sejam P{x} = 0 uma equagdo polinomial com coeficientes reais e Ja; b um in-
tervalo real aberto.

19)  se Pla) e P(b) tém mesmao sinal, entdo existe um ndmero par de raizes
feais ou ndo existem raizes reais da equacgdo em Ja; b .

Para mais, acesse: http:/fuvestibular.combr/ 20} se P(a) e P{b) tém sinais contrérios, entdo existe um ndmero impar de

raizes reais da equagdo em la; bf.
Demonstracéo

Notemos que se r; ¢ interna ao intervalo Ja; b[, entdo a < ri <b, isto é:

a-n>0

== {a-rllb-r) <0
b-r <0

Notemos também que se r, é externa ao intervalo a; b, por exemplo, se
a < b <rg, resulta:

a-r,<0
== (a - re){b-re} >0
b-re <0

Calculemos agora o produto Pla) + P{b):
P(a)-P(b)=[an-Q(a)-(a—rl)(a—rz)...(a—rp)][an-O(b).(b—rl)(b-rz)4..(b—rp)]=
=ap + [Qla)-Q(b)] - [fa-r ) b-r)]i(a-r3) (b-ry)]... [la-rp) (b-rp) ] (3}

Verificamos que P(a) - P{b) é um produto de p + 2 fatores numéricos, a
saber:

um fator é a2 > 0
um fator é Q(a) - Q(b) > 0 pois Q(x} >0, ¥ x € R
p fatores do tipo {a - rm) (b - rm) onde rm é raiz real da eguagio

Assim, os Gnicos fatores negativos do segundo membro da relagdo (3) sdo os
fatores correspondentes as raizes de P(x) = 0 internas ao intervalo ]a; b[, o que per-
mite concluir a existéncia de duas possibilidades.

12) quando P(a) e P{b} tém mesmo sinal, isto é, P{a) - P(b) > 0, existe
um nOmero par de fatores negativos do tipo (a - r;}(b - r;} e, portanto, existe um
nimero par de raizes reais da equacdo P(x) = O que sdo internas ao intervalo Ja; b .

ou

22) quando P(a) e Pib) tém sinais contrarios, isto &, P{a) - P(b) <0, existe
um ndmero (mpar de fatores negativos do tipo {a - r;}(b - r;} e, portanto, existe um
nGmero fmpar de raizes reais da equagdo P{x) = 0 que sdo internas ao intervalo
Ja; bl.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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105. AplicagGes
14)  Quantas raizes reais a equacio x° + 5x? - 3x + 4 = 0 pode apresentar no
intervalo J0, 1[ ?

Temos P{x) = x> + 5x? - 3x + 4, entdo:

P(0) =0 +5(0)2-3(0)+4=4>0
P(1) =13 +5(1)* -3(1)+4=7>0

Como P(0) e P(1) sdo positivos, a equacdo pode ter duas ou nenhuma raiz
real no intervalo dado,

29} Quantas raizes reais a equacdo x> - 3x% + 7x + 1 pode apresentar no
intervalo }-1, 1[ ?

Temos Pix) = x* - 3x® + 7x + 1, entdo:

Pl-1) = (-1)* - 3(-1)2 + 7(-1) + 1 =-10<0
P1) =1 -3(1)* +7(1) +1=6>0

Como P{-1} e P(1) tém sinais contrarios, a equagdo pode ter uma ou trés
raizes reais no intervalo dado.

39) Determinar m de modo que a equacao:
x¥ ~2x* +3x? -5x2 +x+(m-3)=0

tenha ac menos uma raiz real compreendida entre O e 2.

A condicdo para isso é que P{0) e P(2) tenham sinais opostos. Temos:
PO)=m-3 e P@)=m+3

portanto:

PIO) - P2} <0 == im-3)im+ 3) <0 === -3<m<«<3

106. Interpretacao geométrica

Se y = P(x)} é uma fungdo polinomial de coeficientes reais e variavel x real, po-
demos a cada par (x, y) da fungdo associar um ponto do plano cartesiano e, assim,
obter o seu grafico.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.c3@Fs/ Exemplos

19) Gréficodey = 2x - 1, x € IR.

Considerando que dois pontos distintos determinam uma reta, vamos atri-
buir a x dois vafores distintos e calcular os correspondentes

y=2x -1 Iy

X y = 2x - 1 +———P2{1.1)

0 -1

: 1 /
P, (0, —7

Obtemos P, (0, -1} e P,(1, 1) e tragamos a reta P, P, que & precisamente o
grafico da fun¢do dada.

¢—— -

XV

29) Grificode y = x* - 6x + B, x € R.

Q grafico desta fungdo é uma parabola com a concavidade voltada para cima,
eixo de simetria vertical, vértice no ponto V tal que

b A
XVZ—Z=3 e yV=‘4_a='1
e corta o eixo dos x nos pontos que tém I\
como abscissas as rafzes da equagdo y = 0,
isto é, nos pontos (2, 0) e (4, 0).
Fazemos a tabela: !
|
|
x y ponto '
A ; G
0 8 A !
[
1 3 B |
|
2 0 o 5
I
|
3 | -1 | p=v B ! F
|
4 0 E |
1
5 3 F | -
C\ ! /E X
5 8| ¢ o=

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Exemplos

30) Graficode y = x} x € R Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
sinal de P{a} # sinal de P(b)
Vamos inicialmente construir & tabela
vi vA
Pib)
Pa) |-——
, 'Y
x X ponto
-2 -8 A X B
_3 .2 B H
2 8 P{a)
-1 -1 c P(b)
1 1 b ., . B
-3 -8 namero impar de raizes
G
0 0 E E
L sinal de P(a) = sinal de P(b)
1 1 F E X
2 8
1 1 G (¢ YA v
3 27 L P(a) P{b}
2 8
2 8 | P(b) P(a)
5 125 B —
z 8 !
3 27 K
vi
P{b)

Nestas condigdes, pesquisar as raizes reais de uma equacdo polinomial P(x) =
= 0 é localizar (onde? quantos?) os pontos em que o grafico cartesiano da funcdo

y = P(x} intercepta o eixo das abscissas (y = 0). Pla)

Assim, o teorema de Bolzano comporta uma interpretagdo geomeétrica baseada,
ern resumo, no seguinte:

sinal de P(a) = sinal de P{b) === nUmero par de raizes
sinal de P(a) # sinal de P(b) == nUmero impar de raizes ndmero par de raizes

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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EXERCICIOS

F.229 {EPUSP-63) Mostre que s equacdo 1000x5 + 20x2 - 1 =-0 admite uma raiz positiva

inferior a l
5"

Solugdo

Fagamos P{x) = 1000x% + 20x2 - 1 e calculemos P{0) e P( —;- ):

P(0} = 1000{0)5 + 20(0)2 -1 = -1 <0

LI s e
Plg ) =1000{ £)° +20(£)° - 1=

1000 + 2500 - 3125 375 >0
5

3125 T 312

4
Como PO} - P( E) <0, resulta que P apresenta um namero (mpar de raizes reais no

intervalo ]0,- 15- [ (teorema de Bolzano).

F:230 Quantas sdo as raizes reais da equagdo x3 - 10x2 + 6x - 1 = 0, no intervalo ]0; 3[?

F.231 Dada a fungdo polinomial f{x) = x3 + 2x, pede-se construir seu grafico cartesiano e, a
partir daf, estabelecer o niimero de rafzes reais da equagdo f(x) = 0.

F.232 Determinar ¢ de modo que a equagdo x3 + x2 + 5x + @, tenha a0 menos uma raiz real no
intervalo ]—2;0[.

F.233 (EPUSP-64) — Mostre que a equagdo f{x) = x3 - 2x2 +3x +a=0, (2 >0) 86 tem urma
raiz real. Diga qual € o sinal da raiz.

F.234 (EPUSP-68) — Considere a equagdo, na incégnita x, 3x3 - 2x2 + 3x +12 -2t -1 = 0.

a} Mostre que, para cada t real, ela admite uma raiz Gnica real r(t).
b} Determine o valorde t para o qual araiz r{t} é mdxima.
c} Determine essa raiz méxima.

F.235 (EPUSP-61} — Demonstre que: “Toda equagdo do tipo x" +aZx + b = 0, sendo n (mpar
e a, b nameros reais ndo nulos, admite uma raiz real de sinal contrério ao de b e ndo
admite duas raizes reais distintas."

F.236 Um polindmio P de 59 grau com coeficientes reais tem duas raizes imagindrias. Sabendo
que Pi-2) = =1, P(-1) =2, P(0) = -4, P{1) =-7 e P{2) >0, dizer quantas sio
as raizes reais de P e em que intervalo estdo.

I
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

RAIZES RACIONAIS

108. Vamos desenvolver aqui um raciocinio que permite estabelecer se uma equa-
¢ao polinomial de coeficientes inteiros admite raizes racionais e, em caso positivo,
vamos obter tais raizes.

109. Teorema

Se uma equacao polinomial

Pix) = anx™ + ang X' + an,x"? + 4+ ax +ay =0, (a, #0),
de coeficientes inteiros, admite uma raiz racional % fonde pEZ, gEZ epeq
sdo primos entre si), entdo p é divisor de a, e q é divisor de a,.

Demonstracéo

Seg € uma raiz de P{x) = 0, temos:

n n-1 n-2

an + — t ag, -
q"
Multiplicando tudo por q", temos:
aP" + an1p"7'g + apap"?a +.. 4 apg"! + apq" = 0

Isotando a,p" e, depois, agq", temos:

n -1 n-2 n- n-
) app" = -glan-p"" + anap"? + ..+ ape"? + apq" ']
_1 _2 -
(I aq" = -plagp"™™" + an_1p" ™ + ...+ a;q"7]
Como ag, ay, as, ..., an, P € q sd0 todos inteiros, decorre que:
a = [an1p"™! + anap™? + .+ 3,q™ '] € inteiro e
B =lapp" ™! + anp.p"% + ...+ a,q""t] & inteiro

Assim, retomando (I} e (I1), vem:

n n
(1 b _ _se7 e (1) @:'_:-36/2
g

Isto significa que:

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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{I} anp" é divisivel por q e, como p" e q sdo primaos entre si, an @ divisivel

por q. Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br

(11} aog" ¢ divisivel por pe, comoq" e p sdo primos entre si, ag é divisivel
por p.

110. Aplicagdes

19)  Quais sdo as raizes racionais da equag3o

2x® - 6x5 + 4x® - Bx? - 10x? + 30x - 12 = 0?

As possiveis raizes racionais dessa equacdo tém a forma gonde p é divisor
de -12 e q ¢ divisor positivo de 2, isto &: )

pe{-1,1-22-33-44,-66-12,12} e q€{1, 2}

Assim, se a equacio tiver raizes racionais, essas raizes estio no conjunto:

1 1 3 3

r-11 1r _21 2: _31 3: -4: 41 -6: = A =y - "
1 6 12' 12' 2 r 2 L 2 + 2 }
que foi obtido da tabela:
p
q -1j1(-2|2|-3|3|-4|a]|-6{6]-12] 12
1 1|11 )-272 -3|3|-4|4{-6|6]-12] 12
111 33
2 5|7 -1 1 7|3 -212-3]|3 -8 6

Fazendo a verificagdo para os 16 elementos do conjunto, teriamos que as

. . S s 1 .
unicas raizes racionais s3o 2 e 7 Pois:

P(2) = 2(2)% - 5(2)° + 4(2)* - 5(2) - 10(2)? + 30(2) - 12 =
=128 - 160 + 64 - 40 - 40 + 60 - 12 = 0
1 1 1 1 1 1 1
Pl=] = 2(Ly6 _ 5rtys LY IR YRLRY LY Ly -
()= 25 - 5(31° + 4(3)* - 6(3)° - 10(3) +30(3) - 12 =
_ 1.5 ,1.5_5 1-5+8-20-80+06
B PRTag g a2 32 =0

e para os demais elementos P{x) ¥ 0.

, 23} Quais sdo as raizes inteiras da equagdo x3 +3x2-3x-9=0?

Temos:
p€&l-1,1,-3 3 -9 9} e qg=1
entdo %e {-1,1, -3, 3, -9, 9}
Fazendo as verificagles:
P(-1) = -4, P(1) = -8, P(-3) = 0, P(3) = 36, P(-9) = -468 e P(9) = -522,

portanto, a raiz procurada é -3,

111. ObservagGes

19) O teorema anterior sO se aplica a equacdes polinomiais de coeficientes
inteiros (todos). Ndo é suficiente que o coeficiente dominante {a,) e 0 termo inde-
pendente {ag) sejam inteiros.

. " 5 , L
Assim, por exemplo, a equacdo x? - 5 x + 1 =0 apresenta as raizes racionais

1 . . .
2 e 7 enquanto que O teorema anterior {aplicado erradamente) preveria apenas

como possiveis raizes 1 e -1.

22)  Se a equacdo P(x) = 0,com coeficientes inteiros e a, # 0, admite uma

L r N .
raiz inteirar :T, entio r ¢ divisor de a, {termo independente de P},

Assim, as possiveis raizes inteirasde 7x° + x* - x> - x> - x + 6 =0 sdo

-1, 1,-2,2,-3, 3, -6, 6.

33}  Se aequacdo P(x) = 0 com coeficientes inteiros e coeficiente dominante
unitario (a, = 1) admite uma raiz racional g, entdo essa raiz é necessariamente in-
teira pois q = 1.

Assim, por exempio, qualquer raiz racional da equagao

x4+ 11 - 7x? +4x -8=0

& necessariamente inteira pois estd no conjuntc {1, 1, -2, 2, -4, 4, -8, g},

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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. . s - 2 e
EXERCICIOS ) F.245 Pesquisar as ralzes inteiras da equagdo x3 - 9x? + 23x - 16 = 0.
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

F.237 (MAPOFEI-71) F.246 Resolver 3 equagio 2x% - 5x3 - 2x2 - 4x +3 = 0.
a) Provar: se o n(mero racional E P e g primos entre si, é raiz de uma equagéo Solugdo - P oo =
algébrica com coeficientes inteir%s Vamos inicialmente pesquisar raizes racionais da equacio. Se Cl entae
a0 + 2" 4.t s xtan -0 p&{1,-1,3 -3} e q€{1,2}

lag % 0), entdo p é divisor de an e g & divisor de a,. portanto Pe {1, -1, 3, -3, ‘12“ .-
q

}.

] '

[ SIEA

3
2

N =

b

Determinar as raizes da equacio x3+ x2-4x+6=0.
Fazendo P{x)=2x%-5x3-2x2 -4x + 3, temos:

_ - 0
F.238 a) Quais sdo os divisores de 127 PITY #£0, PL-1) 0, PI-3) #
b} Quais sdo os divisores positivos de 5?

1 o i _ _1.
) Quais sdo as possiveis raizes racionais da equagdo 5x7 + 4x5 + 2x3 + x + 12 = 0? mas P(3) =0 e P(E) =0, portanto P é divisivel por {x -3} {x 3 )
3 2 -5 -2 -4 3
F.239 (ITA-64) Quais as possiveis raizes inteiras da equacdo x3+4x2+2x -4 =07 1 ) ] : . o
2
F.240 (MACK-64) A equacdo xM ¢ ETI xML g ...+t am =0 admite raizes reais fracio- 2 2 2 ] 0

nérias? Por que? Eventualmente, quais sdo as rafzes reais inteiras?

F.241 Quais sdo as raizes inteiras da equagdo  x3 - 9x2 + 22x - 24 = 07 -2¥vV4-16 1, i V3
4 2 2
Solugdo {31 1+i\/§ _l_iﬁ}
Como o coeficiente de x3 & 1, as possiveis raizes inteiras da equagdo sao 0s divisores Resposta:  §=13, 2732 202 2
de -24, isto é:

1.-1.2-2,3 -3 4 -4, 6 -6 8 -8 12, -12, 24, -24. F.247 (EPUSP-58) Resolver a equagdo x3 - 2x2 - x + 2 = 0.

Calculande o valor de P nesses nameros, temos:

. 5 2 -6 =
P{1) %0, P(-1) 0, P(2) #0, P{-2) %0, F.248 (FAUM-67) Determine as raizes da equagio x5 - 8x3+ 6x2+ 7x - 6 = 0.
P(3) #£0, P(-3) #0, P(4} #0, P(-4) 3£ 0.
mas P(6) = 0. 1 -9 2 -24 [ 6 F.249 Resolver: 2x6+ x5 -13x% 4+ 13x2 - x-2=0.
Dividindo P por x - 6: 1 -3 4 r 0 l

. P 4 _Bx3 2 -4 =0.
s - . s N o F.250 Determinar as raizes da equagfo: x5+ 3x5 -6x%-6x3 +9x2+3x-4-0
recaimos na equagdo x2 -3x+4 =0 Cujas rafzes sdo complexas e hdo inteiras.

Resposta: 6 F.251 Resolver a equagdo x3 - 9x2 + 26x - 24 = 0, sabendo que as raizes sdo nimeros inteiros
e consecutivos.

F.242 Resolver a equacio 4( ; )~ B( ; ) =5 onde ( : ) indica o quociente nt

2 -
pl{n - pi! F.252 (EPUSP-59) As equagBes (x - al{x -b) =0 e x“-2=0

Ax+2,4 n! onde a, b sdo ndmeros racionais, podem ou ndo ter raizes comuns? {Justifioue).
F.243 Resolver a equagdo ——~_ - 70 ande An, p indica o quociente

AX—1A2 ’ n- p)' |

F.253 (EPUSP-66) Provar que se um namero irracional for zero de um trindmio do
3 © 2 ionais, entdo o trindmic sera Gnico.

F.244 Resolver a equagdo 5x3 - 37x2 +90x - 72 = 0, sabendo que admite raizes inteiras, 29 grau, x2 + ax + b, com a e b raciona

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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F.254 (MAPOFE|-89)

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

a) Qual a equagdo do terceiro grau, com coeficientes reais, que possui a raiz real Se a

raiz complexa ;—(‘I + \/5 i?

b

Determinar quatre inteiros consecutivos n - 2, n-1,n,n+1, tais que o cubo do
maior seja igual & soma dos cubos de cada um dos trés outros.

F.255 (EPUSP-40} Resolver & equagdo  2%% + 14 - 26X _ g6 . 24X _ gg@ - 22% 4 2048 = 0.

F.256 Provar que se uma equacdo polinomial de coeficientes inteiros admite como raiz o
numero irracional a + \/E , entdo a —\/E também é raiz.

F.267 Utilizando o problema anterior, formar uma equacdo de coeficientes inteiros e grau
minimo, tendo como raizes: 1,2e1- \/5 .

F.258 Resolver a equacdo 3x* - 5x3 - 7x2 + 3x + 2, sabendo que uma das rafzes & 1 + \/5 .

F.259 (MACK-70) Resolver no conjunto dos ntimeros complexos a equacdo (x ~2)3 =4 - x._

F.260 (EPUSP-68) Mostrar que é inteirg o numero

Vor 20 Vs o Vo 10 G

CAPITULO IV

TRANSFORMACOES

I. TRANSFORMACOES

112. Defini¢do

Transformacdo de uma equacdo algébrica P, (x) = 0 é toda operacdo com a
qual se obtém uma nova equacdo Py{y) = O cujas raizes estejam relacionadas com
as rafzes da equacdo inicial através de uma lei conhecida y = fix).

A equacdo P,(x) =0 é chamada equacdo primitiva; a equacéio P,ly) =0 ¢é
chamada equacdo transformada e a lei y = f(x) é chamada relacdo de transformacao.

113. Exemplos

19) Se P,(x) =3x*-7x?+5-0 ¢é a equacdo primitiva e y = x? ¢ a relacdo
de transformacgdo, entdc:
Paly) =3(vy - 7(Vy 12 +5=3y’ -7y +5=0
¢ a equacdo transformada.

Neste exemplo, as rafzes de P,{y) = 0 sdo iguais aos quadrados das raizes
de P {x) =0.

29) Se P,(x) = 2x3-5x* +7x-1=0 é a equacdo primitiva e y=x-1¢a
relacdo de transformacdo, entdo:

Pyl =2y + 102 = Bly + 11 + 7y + 1) - 1 =2y  +y? +3y +3-0

é a equacdo transformada.

Neste exemplo, as raizes de P {y) =0 sdo iguais as rafzes de P (x] =10
diminuidas de 1.

Passemos agora a um estudo das trés principais transformacdes que se
pode fazer com uma equacdo polinomial.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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II. TRANSFORMACAQO MULTIPLICATIVA

114. Defini¢do

Chama-se transformagio multiplicativa aquela em que a relacio de trans-

formacgdo é

y=k+x {k # 0)

Dada a equacio primitiva Pi(x} =0, substituindo x por % e fazendo as

simplificagBes, obtemos a transformada Pi{y) = 0, cujas raizes sdo precisamente
as rafzes de P,{x) =0 multiplicadas por k.

115. Aplicagdes

18) Dada a equagio x® - 2x% + x + 1 = 0, obter sua transformada pela rela-
¢do y = 2x.

Y Y.a Y2 Y
P = —={Iy L ~
1 (x) Pl(z) (2) 2(2)+(2)+1_0
portanto, eliminando os denominadores, vem:

Pady) =y> -8y* +4y+8-0

a R P
29) Obter a transformada que apresenta como raizes os simétricos dos
triplos das raizes de 5x* +x* - x+1=0

Neste caso, temos:
equagdo primitiva:  P,(x) =5x> +x% - x+1=0
relacdo de transformacio: y =-3x
entdo:

Pl(x):P.(-%)=5(—§)3+(-§)2-(—§)+1=o

portanto, eliminando os denominadores, vem:

Pyly) =-5y> +3y? + 9y + 27 = 0

lil. TRANSFORMAGAO ADITIVA

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

116. Definicdo

Chama-se transformagéo aditiva aquela em que a relagdo de transformagao é

y=Xx+a

Dada a equagdo primitiva Py(x) = 0, substituindo x por y -a e fazendo as
simplificagGes, obtemos a transformada P,ly) = 0, cujas raizes sdo precisamente
as raizes de P;(x} =0 acrescidas de a, sendo a um ndmero complexo qualquer.

117. Aplicagdes

19) Dada a equacdo x> - 2x? + x + 1 = 0, obter sua transformada pela relacdo
y =X+ 2.
Pulx}=Pily-2)={y-2)>-2(y-2)2+{y-2)+1=0
portanto, eliminando os parénteses, temos:
Poly) =y> -8y +21y-17=0

, - 2
22) Obter a transformada que apresenta como raizes as raizes de 5x° + x? -
-x+ 1= 0 diminuidas de 3.

Neste caso, temos:
equacio primitiva: Py(x) =5x? +x?-x+1=0
relacdo de transformagdo: y = x - 3
entdo:
Pix) =P ly +3) =By +31° +(y+3)* - (y +3) + 1 =0
portanto, eliminando os parénteses, temos:
Py (y) = by® + 46y* + 140y + 142 =0

Notemos que os dois resultados obtidos neste item também poderiam ser
indicados de outra forma:

19) Pl(x)=x3—2x2+x+1
T Pux+2) = (x+ 27 -8(x+2)2 +21(x +2) - 17

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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20) Piix)=5x3+x%-x+1
7 [ Palx - 3) = B(x - 3)° +46(x - 3) + 140(x - 3) + 142

onde P, (x) = P5{x + a) para todo valor complexo atribuido a x, pois, desenvolvendo
8 poténcias indicadas em P,{x +a), obtemos P,(x). Podemos dizer entao que

Pi{x) e Py(x + a) sdo funcdes polinomiais idénticas.

118. Teorema
Dada a equagdo primitiva
_ n n-1 -
Pi{x}) =anx" +a,_;x +an_2x"2+...+a,x+a0=0
a sua transformada aditiva é

Palx+a) =Rp « (x+a)" +R_y+ (x+a)""'+Rn 5. (x+a)" "2+ _+R, - (x+a) +Ry= 0

onde Ry, Ry, Ry, ..., Rn s80 os restos das divisdes P1. e sucessivos quocientes
por x + a.

.

Demonstracdo
Provemos que P, (x) e P,{x + a} sdo fungGes polinomiais idénticas:

18) quando dividimos P, por x + a, obtemos quociente Q, (de grau n- 1)
e resto Ry {constante) tais que

P, =Qq -+ (x+a) + R, @

2% quando dividimos Q, por x +a, obtemos quociente Q, (de grau n-2)
e resto R, tais que:

Qo=0Q, - (x+a) + R, @)
e substituindo @ em @, resulta:
Pr=Q,-(x+a?+R; . (x+a)+R, @

39) quando dividimos Q; por x +a, obtemos quociente Q, {de grau n - 3)
e resto R, tais que:

QIZQQ-(X+3)+R2 @

itui em @ resulta:
Para mais, acesse: http://fuvestibular w%wpstltume @ !

P =Qy- (x+a®+Ry-(x+a)?+Ry-(x+a)+Rg @

e assim por diante até:

43} gquando dividimos Q,_, por x+a, obtemos quociente Q. (de grau
0} e resto R, tais que:
O.n_2 = Qn-l . (X + a) + Rn-l @

e substituindo @ em resulta:

PL=Qu - (x+a)"+ Rpoy - (x+a)"™ +.. + Ry (x+a)+Ro
A divisio de Q,.; por x+a dd quociente 0 e resto R, portanto Q,.y =
= R,, resultando:

Py=R,+(x+a"+ Ry -{x+a)™ +...+R, - (x+al+ Ry

0 que prova a tese,

119. Dispositivo pritico de Horner-Ruffini

Do teorema anterior resulta que a transformada aditiva de Py(x) =0, de
grau n, é definida pelos n + 1 restos das divisdes do polindmio P,. e sucessivos

quocientes, por x + a. As sucessivas divisGes por x + a podem ser feitas rapidamente
com auxilio do dispositivo de Horner-Ruffini {semelhante ao de Briot-Ruffini):

-3 Py

Q, J Ro
Q, J R,

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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120. Exemplos EXERCICIOS

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

19) Dada a equacdo 3ot x+1= 0, obter sua transformada pela refacdo E.261 Qual € a equacgdo polinomial cujas raizes sdo iguais as raizes da equagao
y =x+2, Pllx)=x¥+2x3+3x2+4x+5=0
-2 1 -9 1 1 acrescidas de 50%?
1 -4 9 J _17 - RO Solucao

=R,

Resposta: (x+2)®-8{x+2)>+21(x+2)-17=0

QO . A .
29) Desenvolver o polindmio P; =56x3 +x% ~x +1 segundo as poténcias

de x-3.
3 5 1 -1 1
5 16 47 142 = Ry
5 31 140 = R,
5 46 = R;
5=Hj

Resposta: P, = 5(x - 3)° + 46(x - 3)2 + 140(x - 3} + 142
3%) Dada a equagdo x®-x* +3x* + 1 =0, obter uma equacdo cujas raizes
sejam as rafzes da equacdo dada acrescidas de 1.

Vamos determinar a transformada aditiva através da relagdo y = x + 1.

-1 1 0 -1 0 3 0 1
1 -1 0 0 3 _3J4
1 -2 2 -2 5 | -8
1 -3 5 -7 ] 12
1 -4 9 | -16
1 -5 | 14
1 -6
1

Resposta:  v® - 6y” + 14y* - 16y> +12y2 -8y +4 =0
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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A lei de transformacio é y = x +

ol 2

2y -
portanto x = =, entio:

N x

L SRR RVERPYE ) RTSPVE RUTHPTE AU o
Pl(x)_Pl(—é-)_(EJ +2{ 3) +31 3) +4( 3 J+5=0

Eliminando os denominadores, temos: Pqly) = 16y* + 48y3 + 108y2 + 216y + 405 =0

Resposta:  16y% + 48y3 + 108y2 + 216y + 406 =0

F.262 Determinar a relagio de transformagdo mediante a qual y3-12y +16=0 ¢é uma

transformada multiplicativa de x3 -3x +2=0.

Solugiéo
Temos: Piix)=x3-3x+2=0, Paly)=y?-12y +16 e y=kx.
Determinemos k (em R): P;(x) = P](%) = (%)3 - 3(%) +2=0
Eliminando os denominadores e identificando com Pzly}, temas:
y3-3Kky+2k3=y3-12y +16=0
portanto: -3k2 =-12 === k=12

2

2k3=15 = k=

Resposta: Y =2x

F.263 Obter uma equagdo cujas raizes sejam o quédruplo das raizes de x3-x2+2x-3=0.

F.264 Determinar a transformada aditiva de x3 +2x2 + 3x -5 =0 desprovida de termo do

segundo grau.

Solugdo

A transformada aditiva é: Rz (x+a)3+Ry+(x+al2+R;+(xtal+Rg=0

Aplicando Horner-Ruffini, vem:

-a 1 2 3 -5
1 2-a a2-2a+3 J -a3+2a2-3a-5=Ry

1 2-2a Ja?-4a+3 =R,
1 2-3a=R;

1=R,
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Para ndo ocorrer termo do segundo grau, devemos ter

IV. TRANSFORMAGCAO RECIPROCA

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

R::2—33=0$}3:%
2 2 15
Ra=1; Rs=0; Ry=3.(2)2-4.(2)43. 158
3 2 1=3 (3) 4 (3)+3 3
2 2 2 173
Ry=-{=134+2.(Z£)2_73.t£y_g__ _1°
0 (3) 2 (3) 3 (3) 5= 57

Resposta: 27y3 +45y -173 -0

F.265 Determinar a transformada de 2x3-x2+x~1=0 mediante a relacdo de transfor-
magdo y=x -2

F.266 (EPUSP-61) Dada uma equacdo algébrica em x e sendo y =x -h, para que valores
de h a equagdo transformada em y admite raiz nula? (Justifigue).

F.267 Determinar a relagio de transformacdo mediante a qual y3 + 9\/2 + 26y + 25= 0 4
uma transformada aditiva de x> - x + 1=0

Solugdo
Temos: Pylx)=x3-x+1=0, Poly) =y?+9y2+ 26y +26=0, y=x+a

Aplicando Horner-Ruffini, vem:

-a 1 0 -1 1

1 -a a? -1 ~ad+a+1=R,
1 -2a 3a2-1=R,
1 -3a =R,
1=Ra

portanto:

-a3+a+1=25

3a2-1=26 = 3--3

-3a= 9
Resposta: y=x-3

F.268 Dada a equagio x3 - 3x2 + 4x - 6 = 0, determinar a relagdo de transformacdo mediante a
gual se obtem sua transformada aditiva y3 +y -4 = 0.

F.269 (MACK-64) Na divisdo de um polindmio P{x) pelo binémio do 12 grau f{x) pelo
método de Ruffini-Horner achou-se:

A|3 0 -147 B C D E | -8
21 F 0 -1 -4 -12 | R

Determinar P(x), Q{x}, R{x) e f(x).

121. Definigdo

Chama-se transformacdo reciproca aquela em que a relagdo de transfor-
macdo é:

1
= — =0
Y X'x

1
Dada a equacdo primitiva Py{x) =0, substituindo x por M e fazendo as

simplificactes, obtemos a transformada P;{y) = 0, cujas raizes sdo precisamente os
inversos das raizes de Py(x) = 0.

122. Aplicacdes

12) Dada a equagdo x° - 2x% + x + 1 = 0, obter sua transformada pela relagdo

V:;-

PLx) = Py (L) = (1P -2 (L) 120 == Pyly) =1-2y +y? +y? =0
Y Y Y Y

28) Obter a transformada que apresenta como raizes o0s inversos das raizes
de 5x> +x%-x+1=0.

equacdo primitiva: P;(x} = Ex* +x?-x+1=0

- 1
relacdo de transformacéo: y = X

P](X)=Pl(l)=5(l)3+(—1-)2—(l)+‘|:O —_— P;(y):y3—y2+y+5=0
Y Y Y Y

123. Observemos que, para obter a transformada reciproca, basta inverter total-
mente a ordem dos coeficientes da equagdo primitiva e trocar x por y:

Po(x) = anx" + anx" ! +a,ox" P+ +axta =0

Prly) = agy"™ +ay" ' +ayy" P+ tagy ta, =0

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Assim, por exemplo, temos:

PiUx) =x5 +2x* +3x° + 4x2 +5x + 6= 0
Pyix) =6y +5y* +4y3 +3y? + 2y + 1 =0

EXERCICIOS

F.270 Dada a equagido x* + 3x2 + 5x + 1 = 0, determinar sua transformada reciproca.

Solugdo
Temos:

Piix) =x4+3xZ+5x+1=0 e yz%

portanto
)
Pix) = Py = 11 r 3 )25 4120
Y Y \4 Y

e, eliminando os denominadores, temos:
Paly) =1 +3y2 +5y3 +y4 -0

Resposta:  y3+5y3+3y2+1=0

F.271 Obter uma equagdo cujas rafzes sejam os inversos das raizes de:
Ex?-x3+7x2+3x-2=0.

F.272 Determinar a b, ¢ de modo gue a equagio
axS5+bx? +cx?+2x2+65x-1=0
seja equivalente 3 sua transformada rec(proca.
Solugio

19) Vamos obter a transformada reciproca:
1 1 1 1 1
al=15+b(=)* +el—=)3+2=)2+5(—) -1 =
Y Y Y Y (V) 1-0

istoé a+by+cy?+2y3+5y3_y5=0

2°) A condigdo para que sejam equivalentes é:

entdo temos: a2=1, b2=25 e ¢c2-4

Resposta: a=-1,b=5¢=2o0ua=1b=-5¢==<2

134-F

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com’br/

EQUACOES RECIPROCAS

124. Definigado

Uma equagdo polinomial P(x} =0 é chamada reciproca se, e somente se,

A 1
é equivalente a sua transformada reciproca P(;) = 0.

125. Teorema

Dada a equacdo reciproca P(x) =0, se « é uma raiz com multiplicidade m,

-~ 1 . L
entdo — também é raiz com a mesma multiplicidade.
a

Demonstragdo

Ja vimos que se & % 0 é uma raiz de P(x} = 0, entdo —;— é raiz da transfor-
mada reciproca P(lx) =0, tendo o e % a mesma multiplicidade. Se P(x) =0,
¢é equivalente a P(%) =0, entdo toda raiz da segunda também ¢é raiz da primeira,

1T,
portanto, 5 ¢z de P(x) =0.

126. O teorema anterior sugere um processo para construir equagdes reciprocas:
basta formar a equagdo tomando o cuidado de a cada raiz o fazer corresponder uma

o1 .
raiz 5 com a mesma multiplicidade de a.

Exemplos
inversa
1 " , .
19) P(x) = 4{x - 2} (x - 5) =0 é uma equacdo reciproca pois

P(x) =4x%> ~10x +4 =0
e

- +4x2
p(l)=4(l)2_10(1_)+4= 4-10x+4x7
X X x x

s3o equivalentes.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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inversas inversas

. -1 n-2 2 _
I ) Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/ P{x} = anxn + an_lx“ +ap2X +...tapx*taxta=0

2% P(x) =18+ (x - 3) (x - %) {x + %) (x + %) =0 ¢é uma equagdo reciproca

que também pode ser escrita assim:

18x* - 21x% - 94x? - 21x + 18 = 0.
inversas

1
3% P(x)=2-(x-1)3x- 5) (x-2)=0 é uma equacdo reciproca que tam-

bém pode ser escrita assim:
235 - 11x* +23x% - 23x* + 11x - 2= 0.

N o
Notemos neste exemplo que a raiz @ = 1 correspondente a raiz i 1.

4%) P(x) = (x-2)(x-3)=x*-5x+6=0 ndo é equacio reciproca por apre-
sentar raizes 2 e 3 ndo acompanhadas das respectivas inversas.

1
59 P(x) = (x-2)2{x - ?) ndo é equacdo reciproca pois as raizes 2 e

L -
5 ndo t8m a mesma multipticidade.

127. Jé aprendemos a reconhecer se uma equacdo colocada na forma fatorada é
ou ndo é reciproca. Ocorre, entretanto, que as equacdes polinomiais raramente
aparecem fatoradas. Para fazer o reconhecimento de equagdes reciprocas vem o
seguinte:

128. Teorema {do reconhecimento)
A condicdo necessdria ¢ suficiente para que uma equacdo Pix) =0 seja
reciproca € que os coeficientes equidistantes dos extremos sejam iguais ou

simétricos.

Demostragdo

1) Consideremos a equagdo polinomial de grau n:

equidistantes

eqlidistantes

extremos

Dizemos gue a, e a, sdo os coeficientes extremos, a,.; e a,; sdo equidis-
tantes dos extremos, a,., € a; também, etc. De uma maneira geral, ap_ €
ak {k < n) sdo eqlidistantes dos extremos.

2) Condicdo suficiente

. 1
Se an_, = ¥ ay, para todo inteiro k (0 < k< n), é evidente que P(;) =0

equivale a P{x} =0.

Basta multiplicar P(1—)=0, membro a membro, por 1 que obtemos
X

P(x) = 0.

3} Condi¢8o necesséria

Provemos que se

- - 2 _
P(x} = anx" +aq x" T +anpx"? .. taxP faxtag =0
1 n n-1 n-2 4+ + 2+ x+a.=0
e P(-X—) =agx tax"T +ayx cootagaxitan, n =
si0 equivalentes, entdo ap., = ta, para todo k=0, 1,2, ..., n

Devido a equivaléncia das equacdes, os coeficientes devemn ser proporcionais,
isto é:

an=k-a, {0) Tomando as igualdades (k) e (k}, temos:
an-1 =k d (1)

ank =k -ag e ag =k « ap-k
A2 =k« a, (2)

entdo

(2:1) an_k = k(k . an_k)

ay=k+ap1 (17 portanto
ag=k-a, (09 k= k=%1

e concluimos a tese: ap_ = T ay.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Exemplos

Sdo equagles reciprocas:

19) 4x2-10x+4 =0
L

29) 18x* - 21x%-94x2 - 21x + 18=0

| ]

39) 2% - 11x* +23x% - 23x2 + 11x-2=0
| —

49) 3x7+5x5 +5x2 +3=0

que pode ser escrita:

37 +0 x®+5x° +0x* +0x3 +5x2 +0x+3 =0

130. Propriedades

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

13) Toda equagdo Pix) =0, reciproca de 22 espécie, admite a raiz 1. A
divisdo de P por x - 1 conduz a uma equagdo reciproca de 12 espécie.

De fato, se P{x) =0 apresenta coeficientes equidistantes dos extremos
simétricos, entdo a soma dos coeficientes é nula, isto é:

P{1) =ay+ ap.i1tap2a ... tayta, +tag=0 ¢ 1 ¢ raiz.

Aplicande o dispositivo prético de Briot-Ruffini, obtemos:

an an-1 an-2 a, a3 ag | 1
dn (an + an_l) (an + an1 + an_;) v (an + an_l) an ! 0 |
L — v

O(x)

portanto P{x) =(x-1) - Q{x} =0 e Q(x) =0 é equagio reciproca de 1?2 espécie.

Exemplo

A equacio 4x* - 5% + Bx - 4 = 0 admite a raiz 1 e, dividindo o 12 membro

por x-1:
4 -5 0 -4 |1
120. Classificagdo 4 -1 4 | o |
Para facilitar a resolucdo classificaremos as equacBes reciprocas em: recaimos em {x-1)(4x® - x2-x+4) =0 sendo Q{x) de 12 espécie.
-
a) equacdes reciprocas de 13 espécie: aquelas em que os coeficientes equi- Qlx)

distantes dos extremos sdo iguais:

ap = ag, dn-1 =81, Aapn.z =382,

Exempios: 19) 3x® +4x* +4x +3 =0
29) 7x* - 11x3-5x2 - 11x+7=0

b} equagdes reciprocas de 22 espécie: aquelas em que os coeficientes eqi-

distantes dos extremos s3o simétricos:

8n =~80, 3p.1=-8;, aAn.2 =-q2, ...

Exemplos: 19) 7x> - 6x? +6x-7 =0
29)4x* -6x> +B6x -4 =0

138-F

23) Toda equagdo P(x) =0, reciproca de 19 espécie e grau impar, admite a
raiz -1. A divisdo de P por x + 1 conduz a uma equacgdo reciproca de 12 espécie
e grau par,

De fato, como P{x) = 0 apresenta nimero par de coeficientes iguais dois
a dois, temos:

P(-1)=-~ap *+ an-y ~@n2 +...Yas -2, +tap=0 g -1 ¢ raiz.

0

0

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Aplicando o dispositive pritico de Briot-Ruffini, obtemos:

an 4n-1 an.2 as EN ag | -1
an f{ap-1-an! (8p-2-3p-1 Tan) ... (a1-a) @ ol
v v J

Q(x)

portanto P(x) = {x + 1) - Q{x) e Qi(x) é equacdo reciproca de 12 espécie
e grau par.

Exemplo

A equacdo 3x> +4x* + 4x + 3 = O admite a raiz -1 e, dividindo o 12 membro
por x + 1:

recaimos em {x+ 1) (3x* +x+3) =0 sendo Q(x) de 12 espécie e grau par.
-
Q(x)

131. Equagdes de 12 espécie e grau par

Vamos resolver a equagdo P(x) =0 onde anx=ax (0< k< nlen=2p
(n é par). Temos:

aoxP + ax®P 7 + ax*Pr 4+ aF,_zx':Hz +ag X! +apxP +

-1 -2
+ ap-1XPT tapaxPT 4 rapd tax+a® =0

dividindo ambos os membros por xP, temos:
P 4a xPt +a,xP? 2 !
agx apx azx +.. . tay e ta, X tag tag — +
p-2 p-1 p " dp-175

1 1
+ap-2;5 t.oootap — ta —

associando os pares de termos equidistantes dos extremos, temos:

Para mais, acesse: http:/fuvestibular.com.br/ag {xP + A ) + a, (xP~1 + A )+ an(xP? 4+
p -1

1
— )+ ...+
X xP Xp_2

1 1
tag o (xP+ ) +ag(x+ —)+ag. =
p-2 Xz) pl( X) ap 0

P . 1
adotando a incognita auxilar y = x + — , temos:
X

1 2 3 1 3 4
+—= =y* -2 x+—5 =y’ -3y, x'+
X2 X2 Y ' X3 Y Y

x
e a equagdo fica:
n
ap+ap_,y+ap_2(y2—2)+ap_3(y3-3y)+...=0 (de grau p=?)
132. Exemplos
19) Resolver a equagdo 6x* - 35x +62x% —36x + 6 = 0.
Temos:
2 1 1 2, | a1 -
Bx*-35x+62-35.- —+6. 5 =0 == B(x*+—5 )-3b(x+—-}1+62=0
X X X X
2 2 5 10
Bly*-2)-35ly)+62=0= 6y’ -35 y+50=0— V=5 oU Y=
1 5 " N 1
se X+ —=—,entdo 2x*-6x+2=0 e x=2 ou x =%
x 2 2
1
se x+l.= 1_(.) entdo 3x2-10x+3=0 e x=3 ou x= &
X 3 3
tanto S={2 1 3 l}
portanto $=12, =5, 3, 3

29) Resoiver a equagdo 6x° - 13x° - 6x* +26x7 - 6x* - 13x + 6 = 0.
Temos:

1 1 1
Bx>-13x* -6x+26-6-—=-13.— +6+ — =0
X X X

B(x* + = ) - 13(x* + = ) - B{x + ~) +26 =0
X X X

6y>-3y)-13ly2-2) -6y +26=0 = 6y>-13y? -24y+52=0

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Pesquisando raizes racionais dessa equagdo obtemos que asparraarn%zde‘ss aggg:e: http://fuvestibular combry 2%) Aplicando a férmula da equacdo do 22 grau, temos:
-9 ) 13 x_13i\/169-144_1315 oxe 3 ou x2 2
y=ecouy=-200y=< B 12 Y =2 =3
1
se x +—=2, decorre x =1 (raiz dupla) 2 3
X Resposta: S=11, =, =
posta . 3.5}
1
e X+ —=- =~ i
X 2, decorre x 1 (raiz dupla) F.274 Resolver a equagdo reciproca: 2x3-4x3 +4x-2-=0.
1 13 2 ]
se X+7:—6~, decorre x == ou x:—g— Solugdo
19} Trata-se de equagdo de 22 espécie com grau par portante admite as rafzes 1 e
2 3 -1. Apliquemnos Briot:
portanto S=1{1, -1, T -2—}
1 2 -4 o 4 -2
-1 2 -2 -2 2 0
133. Resumo 2 -4 2 0

19) Se é dada uma equacdo reciproca de 23 espécie e grau mpar, sabemos Recaimos em 2x? -4x + 2= 0.

’ r . . - _ - -~ a
que’ uma das raizes é 1 e, dividindo por x -1, recaimos numa equacio de 19 i . ' 4+ /1-6- _ 16
especie e grau par. 29) Aplicando a formula da equagdo do 2° grau, temos: X = —————— =1

29) Se é dada uma equacdo reciproca de 22 espécie e grau par, sabemos que Resposta: S = {1, -1}
uma das raizes € 1 e, dividindo por x - 1, recaimos numa equacdo de 12 espécie
e grau fmpar. Nesta, uma das raizes é -1 e, dividindo por x + 1, recaimos numa
equacdo de 12 espécie e grau par. Solugdo

19) 22 gspécie=—=> 1 & raiz

F.275 Resolver a equagdo reciproca: x5 -6x%+9x3 -9x2+56x-1=0.

39) Se é dada uma equacido reciproca de 12 espécie e grau 'mpar, sabhemos
qQue uma das raizes é -1 e, dividindo por x + 1, recaimos numa equacgdo de 12 Briot 1 l
espécie e grau par. ™ _4 5 -4 1 T o

1 -5 9 -9 5 -1

29} Recaimos em x* -4x3+5x2 -4x+1=0 que é de 12 espécie e grau par. Apli-

Assim, todas as equagGes reciprocas acabam recaindo em equacdo de 13
quemos a técnica usual:

espécie e grau par.

x7—4x+5-4(l)+1 (%-):0 = (x2+-1—)_4(x+ 1—)+5:0=>
x x x2 X

EXERCICIOS

R == (y2-2}-4y+5=0 —= ¥2-4y+3=0 =—=—=vy=1 ou y=3

F.273 Resolver a equacdo reciproca: Bx3-19x2+19x-5-. 0. n iy
|)x+l=1=>x2-x+1:0 —_— x:1 21_4:1 |\/5

Solugao X 2

19) Trata-se de uma e io de 29 espécie, portanto, 1 é raiz. Apliquemos Briot: + _4 +
) Trata quagee P P ' pha Il)x+%:3 === 7 _3x+1=0 == x=3 29 :32\/3

1 I 6 -19 19 -6

-13 6 0
| 6 Resposta: S ={1 1+iV3 1-i\/5 3+\/E 3_\/E}
Recaimos na equacdo 6x2- 13x +6 = 0. : _ ' : ' A , . ' :

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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F.276 (ITA-62) Resolver a equagdo 4x5 - 21x4 + 21)(2 -4 =0.
F.277 Resolver a equagdo: ax5-bx*+ (3b-5a)x3-{3b-5a)x2+bx-a=0

F.278 Dada a equagdio: x5+ 8ax5+(b-2)x%+ (da+b+c)x3+2ax2+(b-2alx-1=0

determinar a, b, c de modo que seja reciproca e resolver.
F.279 Resolver a equagdo x5-5x%+9x3 -9x2+6x-1=0.

F.280 Resolver a equagio reciproca: 8x%-54x3 +101x2-564x+8=0.

Solugdo
Trata-se de equacdo de 12 espécie e grau par, Fagamos a divisdo por x2 e apliquemos
a mudanga de varidvel: x+l=y e x2+-1— =y2-2

X x2

Temos: 8x2 - B4x + 101 -54(1-) +8(1—2)=0 == 8(x2+ 1—2)-54(x+1)+101 =0
X X X x

Bly?-2)-54y +101 =0 —= B8y2-54y+865=0

Resolvendo esta Gltima, obtemos y = —g— oy y=—.

+ - +
= 2x?-Bx+2-0 = x- 2-¥25-16 _5%3

4 4

[S1R4)]

i 1
19 possibilidade: x + <=

= x =2 ou x=l
2
+ -
28 possibilidade:x+—l~=—g1m 4x2 - 17x+4=0 =— x:lw -
17 £15 1
= —— =% x=4 ou X=-—
8 4
Resposta: S—{Z 1— 4 —1-}
A - L 2' ’ 4

F.281 Resolver 2 equagdo 2x3-3x2-3x+2=0.
F.282 (FEIUC-65) Resolver a equagdo: x3+ x2+x+1 =0.
F.283 (FEIUC-64) Resolver a equagic: 6x%+ 35x3+62x2+ 35x + 6 = 0,

F.284 {E.E.LINS-66) Resolver a equagdo 2*+z3+ 22 +2+1=0 no campo complexo e
mostrar que, numa certa ordem, as rafzes estdo em progressdo geométrica.

F.285 Resolver a equacdo: y5-4y3+y3+y2-4y+1=0,

F.286 Resolver a equadio: s -
' quagge: T8 T 2

F.287 {MACK-53} A soma dos 5 termos de uma P.G. de nimeros reais ¢ 484 e a soma
dos termos de ordem par é 120. Escrever a P.G.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

CAPITULO V

RAIZES MULTIPLAS
E RAIZES COMUNS

1. DERIVADA DE UMA FUNGCAO POLINOMIAL

134, Definicdo

19)  Dada a funcido polinomial f: C— C definida por:
fix) = anx™ + ap. X" + apx"P 4L+ agx + ag,

onde a, ¥ 0 e n > 0, chama-se funcdo polinomial derivada de f(x) a funcéo
#. € - C definida por:

fix) = napx"! + {n - Dapgx™ 2 4+ n-apx" ++a, +0

29} Se f{x} = k, ¥ x € € entdo a fungio polinomial derivada é definida por
f'{x) =0.

135. Exemplos

19)f{x) =2x +3 =— fix}=1-2.x+0=2

2-5-x+1-3-x2+0-=
10x + 3

29f(x) = Bx® + 3x + 4 == f'(x)

il

7x* +6x3 +5x2 +4x +3 —=
4.7-x243-6-x2+2-5-x+1-4.x"+0=
= 28x° +18x% + 10x + 4

39) f{x)

== ¥(x)

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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136. Observemos atentamente o que ocorre com cada termo de f(x)pna passagem.
para f'(x}: ’

axP —_— axP -1
Ty p
em f(x) em £ (x)

é como se o expoente p de x (em f) passasse a multiplicar o coeficiente a e fosse
substituido por p - 1 (uma unidade inferior a pl.

137. Teorema
Se f(x) = glx) + h{x), entdo #'(x) = g’'(x) + h'(x}

Demonstracéo

Sejam as fungdes polinomiais:

glx) = apx™ + an ;x4 A x4 L+ ayx + ag

hix) = bax" + bn.1x"™" + ba_;x™2 + .+ byx + by

fx) = gix) + h{x) =

= lan +ba)x" + (ap.y + by )x™! + (ap.g + bpg)x™? + .+
+ {a; +by)x + {ag + bg)

Vamos calcular as funcdes derivadas dessas funcdes:

g'{x) = papx™ + (0 - Nanx"? + {n-2a, %" + .+ g
h'(x) = abpx"™" + (n= Nby_ x"™2 + (n - 2)bp,x" + .. + by

f{x}

nlan + bp)x"™ + (n - N{ag_; + by Ix"? +

+{n-2ang +baa)x"? + L+ (3 + by)

E evidente que f'(x) = g'{x) + h'(x).

138. Teorema

Sejam as fungdes polinomiais a = axP e § = bx9. Se ¥ = af entdo
T = of + af’.

Demonstracdo

y=af =abxPtt —= g = (p+ glabxPTI! entdo

1 = pabxP 'x9 + qabxPx?! = (paxP~Y)(bx9) + {axP){gbx?!}) = a’B + af’

\ttp://fuvestibular 139, Teorema

Sejam as fung¢des polinomiais
glx) = apx™ + an. x" + anax™T + .+t ax+a, e B = bxd.

Se fix) = g{x)f entdo f'(x) =g x)f + gix)B".

Demonstracdo

Fazendo a; = ajx', temos: g(x) = an * an; + g2 *. .t 0oy + @

portanto:
flx) =gx) - f=(an +apy tany tot @ T )=
oanf + aq B+ anaf .t @+ af
entdo, aplicando os dois teoremas anteriores, temos:
flx) = apf + anf’) + (aph.iB + @n.yB) + (@ 2B + apaB) + .. +
+ (apf + wof’) = lap + apy +any too+ ap)f +

tlan + @noyp t0ne ot o) = g'i{x)f + glx)f’

i

140. Teorema

Sejam as fung¢des polinomiais
gix) = anx" + ap X"+ apx™? L+ agx +oag
hix} = mem + bm_lxm-] + bm_1xm'2 +..+ blx + bo

Se f{x) = g{x) + hix) entdo f{x) = g'(x) + hi{x) + g{x) + h'(x).

Demonstragdo

Fazendo f; = bix', temos: h(x) = Bm + Bm-1 + Bm-2 +..+ B1 + Bo

portanto:
flx) = g(x) « hix) = gix)Bm + gix)Bm-1 + 9(x)Bm-2 +... + gix)Bo

entdo, aplicando o teorema anterior, temos:

f'ix) = lg'()Bm + gtx)Bml + [g'{x)Bm-1 + gbx}Bm- 1]+ + lg'(x)Bo + gix) B3]

= g'{x) Bm + Bm-1 * Bm-z +...+ Bo) + gxHBm * Bm-1 +Bmo2 + ...+ Bo)

= g'(x) hi{x) + g{x) h'(x)

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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141. Teorema

Se fix) = [g(x)]", com n > 0, entdo fi{x) = n « [gx)]""" - g'{x).

Demonstragio
19) Prova-se por indugdo finita que se

fix) = gy {x} = ga(x) « gaix) « ... + gnix}

entdo
f'{x) = 919293 ... 9n * 910293 ... Gn * .. + 910293 ... On
2°) Supondog; =gy =g3 = ..=y. - g, temos como conseqliéncia do an-
terior que se
fix) = glx) « glx) « gix) « ... - gix) = |gtx)]"
C — ]
n

entao

f'(x) = g'gg...9 +g9’g...g + ggg’ ...g +...+ ggg...g' =
n n n n
= niggg ...g) + 9" = nlglx)]" g’ (x)
N

n-1
142. Aplicagoes

¥ Hx)=(x- 1 = Fix)=4-(x-1)7 -1 =4ax-1)>
ey — -t
glx} a’(x)

22) fix) = (x?7+x+1)° —= fix)=5-(x2+x+10* - (2x+ 1)
;Y__)

gix) g’ (x}

3 fx) = (x*+3x+ 13 +4x2 +5x +3) ——
._/L_——V__J

glx) hi{x}

—= f{x) = (2x +3)(x> + 4x? +5x +3) + (x* + 3x + 1)(3x? + 8x + b)
(SR LY J . ~ AN v

g'{x) Thix gix} B (x)

143, Derivagdes sucessivas

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.

Vimos no item 134 que, dada a fungao polihomial f(x), podemos definir a
func¢do polinomial derivada representada por f'{x) ou 1 (x):

1 x) = nagx™ + (0 - Nag1 X" + (1 - 2)aq-ax""3 + ..+ ayx +a,

Como f'{x) também € uma fun¢do polinomial é possivel determinar a sua
fungdo polinomial derivada (f'(x)})’, obtendo a chamada fung¢&do derivada-segunda de
f(x), que sera denotada por ' (x} ou 2/ (x).

Notemos que

#2(x) =m0 - Tanx™2 + (n~1)(n - Qan. X" .. +3 - 2 - a3x + 2,

A derivada da fun¢do polinomial fm(x) é chamada fung¢do derivada-terceira de
f(x) e sera denotada por " (x} ou fm(x). Notemos que:

#34x) = n(n- 1(n - 2)apx"" + (n-1){n=- 2}n-ay.x"2 +.. +

+3'2'1'33

E, assim por diante, a derivada da fun¢do polinomial #-1)(x) é chamada
funcdo derivada-erreézima de f(x) e serd denotada por 0 (x).

0 = (F-U)

Exemplo

Calcular as derivadas sucessivas da fungdo polinomial
f(x) = x* + 2x3 + 3x? + 4x + 5.

#1(x) = 4x3 + 6x2 + 6x + 4

f12(x) = 12x* + 12x + 6

f3)x) = 24x + 12

f4(x) = 24

) = #9) = ix) = . =0

Observemos que a cada derivagdo o grau da fungdo polinomial diminui de

uma unidade; assim, se f{x) tern grau n entdo todas as derivadas de ordem superior a
n sdo identicamente nulas.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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EXERCICIOS AIZES MULTIPLAS

Para mais, acesse: http://fuvestibular Urm.ﬁ

F.288 Determinar a derivada-primeira das seguintes funcées polincmiais: 144. Vimos no item 81 que r & raiz da equacdo polinomial f(x) = 0, com multipli
. =Uu, ipli-

a) fix} = 4x3 -%x’ +11x + 3 cidade m, se:
3 9 ’ fix) = (x - ™ - qlx) e alrh #0
b)f(x)=zx4+—x3+—-x2+x+2 . - . ,
3 2 Vamos ver agora dois teoremas que facilitam a pesquisa das raizes multiplas

de uma equacdo polinomial.

fix} = (2x - 7){3x + 4)
d) flx) = (x2-3x + 4)(3x2 + Bx - 1)

c

e) fix) = (x+1){x+2)(2x + 3}

f) fix) = (3x2 - 7x + 4)5 145. Teorema

S Se r é raiz de multiplicidade m da equacao f(x) = 0, entdo r é raiz de multi-
) = (3 - 208 plicidade m - 1 da equacdo f'(x) = 0, onde f'(x) & a derivada-primeira de f{x).
ioflx) = {x2 +2x + 1)(x - 1)

DE) = v 208 G 1) Demonstracdo

k} fix) = (x2 ~3x +4)3 (2x - 1)2
X = S A7 (- fix) = (x - 1™ . glx) == FixI=mx-r""gx +x-r"qgx)

v — -1 '
F.289 Calcular a derivada-terceira da fungdo polinomial fix)} = x7, = f(x)=m- (x-r)" cglx)+ (x-0™ .« gx)

portanto, temos:

Solugéo
) = (x - 0™ m + gix) + (x - 1)« g'ix)]

flx) = x7 =>fm(x) = 7x8 ————>fm(x) = 42x5 =>f(3)(x) = 210x%
e,comom - qir)+ (r-r) - g'(r) =m - qlr) # 0, temos que r é raiz de multiplicidade

m-1 de £ {x) = 0.

Respusta:fu)(x) = 210x4

F.290 Calcular a derivada de ordem p da fungdo fix) = x"{p < n).

Solugdo 146, Corolario 1
tixh = x0 == tWx) o ™ e (2D = nn - 15" —
, fta)(x) = nin-1){n - 21" Se r é raiz de multiplicidade m da equagdo f{x) = 0, entdo r é raiz de
== P ) = ntn-1n-2) . (h-p+1x"P =0, 2 =0,fp)=0, .., fMx) =0
Hesposta:f(p)(x) =nln-1Hn-2) .. (n-p+1)x"P - Anp - x"P com multiplicidades m - 1, m - 2, m - 3, ..., 1, respectivamente, e r n3o é raiz de
M x) = 0.

F.291 Determinar as derivadas sucessivas da fungdo f(x) = 7x3 -~ 11x2? + Bx - 3.
F.292 Determinar a derivada-oitava da fungdo fix) = ax5 + bx% + cx3 +dx2 +ex + f, 147. Corolirio 2

F.293 (FAUUSP-84) Sendo P{x) = 5x3 + ax2 + bx + ¢, pede-se:
Se r é raiz das equacdes

1©) Obter k para que se tenha identicamente P(x) + k(x - 1} P'(x) + (x2 = 1} P (x) =0. (1) (2) ( )
= 1 = 2 - m-1 _
2%} Calcular os cosficientas a, b e c. fxh = 0, £77(x) = 0, F74x) = 0, ..., f (x} =0

3%) Mostrar que P(x} é da forma {x - 1) Qix) e calcular este palinamio Q(x}. e r ndo & raiz da equacio f™{x) = 0, entlio a multiplicidade de r em f(x) = 0 é m.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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148. Resumo F.296 Verificar se a equagdo x3 - 3x + B = O tem raizes iguais.
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

F.297 {EPUSP-42) Pesquisar rajzes miltipias na equagdo x5 - 2x* + 3x3 - 7x2 + 8x - 3 =0,

“A condicio necessdria e suficiente para gue um nimero r seja raiz com
multiplicidade m de uma equag¢do polinomial f(x) = 0 é que r seja raiz das fungdes F.298

f(X),fm(X).fm(X), -...f(m'“(x) e ndo seja raiz de M) ().

EXERCICI0S

F.294 Verificar se a equagao 2x3 - 9x2 + 12x + 6 = 0 tem alguma raiz dupla.

Resolver a equa¢do x3 - 5x2 + 8x - 4 = 0, sabendo que existem raizes miltiplas.

F.299 Obter as raizes multiplas das equagdes:
a) x% - 12x3 + 52x2 - 96x + 64 =10

b) x5 +x%* -5x3 -x? +8Bx-4=0

F.300 Resolver a equacao x4 - x3 - 3x2 + 5x - 2 = 0, sabendo gue admite uma raiz de multi-
Solugido plicidade 3.
Toda eventual raiz dupla da equacdo dada f{x) = O também & raiz da derivada-primeira F.301 Determinar p e q de modo que a equagdo x3 + x2 4 gx + p = O admita uma raiz com

f“)(x) = 6x2 - 18x + 12, portanto, temos: multiplicidade 3.

6x2 - 18x + 12 =0 ==>x2 -3x+2=0 —=x=1 ou x=2

Os ‘‘candidatos’ a raiz dupla sdo o 1 e 0 2, fagamos a verificagdo:

Solugao
Fazendo f(x) = x3 + x2 + gx + p, temos:

£1) = 2(1)3 = 9(1)2 + 12(1) + 6 = 11 #0 7 ) - ax2 +2x + q

£(2)

2(2)3 - 9{2)2 + 12(2) + 6 = 10 #0
Resposta: ndo ha raiz dupla, .

F.295 Resolver a equacdo 4x3 - 20x? + 33x - 1B = 0, sabendo que admite uma raiz dupla.

Solugao
Fazendo (fix = 4x3 - 20x2 + 33x - 18, temos:

#2 ) - 6x + 2

Bl =650
A condi¢gdo do problema estard satisfeita se existir um ndmero r tal que f(r) = 0,

f(l)(r) =0 e fm(r) = 0. Temos:

2).y _ - L
f(”(x)=12x2-40x+33. 9% %) =0 ===26x+2=20 .=>x_—3
) ) . {1}
A raiz dupla ¢ necessariamente raiz de f'~'{x), portanto: 1
g et gl eacliva-0 —q-1
3 3 3 3 3
[ 1rna 2
40 £A/ 1600 - 1584 404 LN BN B _ _ 1
12x2 - 40x + 33 =0 X = = - = "’ f(3)—(3)+(3)+3(3)+p 0 ==p=o

" , .
Pesquisando em f{x) temos: f(%) =0 e f(?) # 0 assim, a raiz dupla de f(x}

é i apliquemos Briot:

2’ F.302
3

= 4 - 33 -18

> 20

3

= 4 -14 12 0

2

4 -8 l 0

e recaimos em 4x - B = 0 portanto a outra raiz é 2.

Resposta: S = {%. 2}

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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1
Resposta: P =5z & G= 3

Determinar a e b de modo que a equagdo x4 - 6x2 + ax + b= 0 admita uma raiz tripla.

Solugio

Fazendo f(x) = x4 - 6x? +ax +b, temos:

3
() axd —12x +a,  FPxh = 12x2 - 12, £3)(x) = 24x.
A condigdo do problema estara satisfeita se existir um numero r tal gue

ter = (00 = 2 0 e M #o. Temos:

f(Z)(X)=0 = 12%2 - 12 =0 — y = 11

153-F



18 possibilidade: x = 1

fi1) =0 ===>14-6+12+a+1+b=0=—=a+b=>5
1) -0 —=4.13-12:1+2=0 ==2a=8

portanto a=8 e b=-3

28 paossibilidade: x = -1

fl-1) =0 == (1) -6+ (1) +al-1)+b=0=b-23=5
) m 0 ==4(-13-12(1) +a=0 —>a= -8
portanto a = -8 e b=-3.

Resposta: (a = 8 e b =-3) ou {a= -8B eb=-3L

F.303 Determinar a, b, ¢ de modo que 1 seja raiz dupla da equacdo

x3 - 3ax? + bx +¢c=0.

Solugédo
A condigdo do problema estard satisfeita se f{1) = fm(1) =0e fh}(ﬂ #0,

Fazendo fix) = x3 - 3ax? + bx + c, temos:

f(l)(x) =3x2 -Bax +b e f(z)(x) = 6x - Ba.
Impondo as condigdes, temos:

f1}=0==>13-3a+12 +b-1+¢c=0 —=b +c-3a=-1

fm(1)=0 =3-12-6a*1+b=0 —=b~6a=-3

Donde vem: b =8a-~3 e c=2- 3a

Como fmh) # 0, devemos ter a = 1.
Resposta: b=6a-3,c=2-3aea F1
F.304 (MAPOFE|-72) E dada a equagdo x3 -~ 3x2 - 9x + A = 0,

a) Quais os valores de A para os quais a equagdo admite uma raiz dupla?

b) Para que valores de A a equagdo tem trés raizes reais distintas duas a duas?
F.305 Provar que a equacdo x4 + px? + g = O ndo pode ter trés raizes iguais.
F.306 Determinar a condigdo para que a equagdo x> + px + q = O tenha raizes multiplas.
F.307 Determinar a condi¢do para que a equagdo x3 - px ~ q = 0 tenha uma raiz dupia.

F.308 Determinar m de modo que a equagdo x3 — 2x2 +x + m - 1 = 0 tenha uma raiz dupla.

) ! F.
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com

30% Determinar .a condigdo para que a equagdo x4 - px - g = O tenha uma raiz dupla.
' réalcular assa raiz,

F.310 (ENE-54) Determinar m de modo que a equagao x4 + mx2 + 8x = 0 admita uma raiz
tripia e, em seguida, resolver a equacdo,

F.311 (ENE-51} Calcular m de modo que a equagao X3 + mx - 2 = 0 admita uma raiz dupla
e resolver a eguagdo.

F.312 Provar gue as equagdes bindmias ax" +b = 0, com a ¥ 0e b 70, ndo tém raizes malti-
plas.

F.313 (ITA-60} Demonstrar que se a equagado x3 4+ ax + b = 0 {ab ¥ 0, reais) tiver uma raiz
dupla, entdo a sera sempre positivo.

F.314 (EPUSP-58} Determinar k de modo que a equagdo 3x# - Bx3 - 6x2 + 24x + k = 0 admita
uma raiz dupla negativa e, em seguida, resolver a equagéo.

F.315 (MAPOFEI-70)
a) Definir raiz maltipla de um polindmio.
b} Para que valores de Ga equagdo 2x3 - 3sen ax? + cos3® = O tem raizes miltiplas?

¢} Mostrar que a equagdo do item b possui uma raiz simples qualquer que seja QL

F.316 (MAPOFEI-73) Parte A: Determine o nGmero comptexo z = x + iy 1al que os nimeros

1

z, 7 e 1 -2z tenham o mesmo médulo.

Parte B: Um polindmio P{x) = x3 + ax? +bx +c & divisivel pelo seu polindmio derivado
P'(x) e este & divisivel por x - 1. Determine os coeficientesa,b e c.

i11. MAXIMO DIVISOR COMUM

149. Defini¢do

Dados dois polindbmios ndo nulos f e g, dizemos que o polindmio h é o maxi-
mo divisor comum de f e g se, e somente se, verificar as seguintes condigdes:

D1} h é unitario;

D2) h é divisor de f e de g;

D3) se qualquer outro polinémio h, também é divisor de fedeg, entdo h,

é divisor de h.
Indicaremos o maximo divisor comum de dois polindmios com a notagdo:

h = mdc (f, g)

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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150. Exemplos

1562. Método das divisdes sucessivas

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

19) Se f=(x - 1x - 2)%{x - 3) e g= (x - 2){x - 3}ix- 4}, entdo
h = {x - 2}{x - 3) satisfaz as condicdes D1, D2, D3, portanto, h = mdec {f, g}.

29) Se f=x%-1 e g=x4—3x3+3x2—3x+2, entio h=x? - x® +x -1

satisfaz as condigtes D1, D2 e D3, portanto, h = mdc if, g).

Para resolver o problema ‘como obter h = mdc (f, g}?"" vamos ao seguinte:

151. Teorema

Se f e g sdo polindbmios ndo nulos e r & o resto da divisdo de f por g, entdo
mdc (f, g) = mdc (g, r}.
Demonstracao

Seja h = mdc (f, g). Temos por definigdo que h é divisor de f e de g, portanto:

D t=a-h e (2g=q - h

Por outro lado, se r é o resto da divisdo de f por g, entdo:
®r=t-as
Substituindo@ e @ em @ resulta:

r=a+h-qg-q -h=1{q-a-a)-h
isto 8, h é divisor de r.

Seja h; = mdc {g, r}). Como h é divisor de g e de r, resulta que h é divisor de
h,. Provemos que h = h;, mostrando que h; também é divisor de h.

Temos por definicdo que h,; & divisor de g e de r, portanto:
g=dqz +h, e r=a4-h

portanto:
f=qgg+r=q-q3+h +tashy = (g-qs +dalhy

isto &, h, é divisor de f e, como j3 era divisor de g, h; é divisor de h.

Conclusdo: h é divisor de h, e h, é divisor de h, portanto, h = h;:

me f, o) = mde 5, )

Como principal aplicagdo do teorema anterior, temos o método das divisdes
sucessivas para obter ¢ mdc (f, g}, que se baseia na seguinte observagdo:

a) dados dois polindmios ndo nulos f e g, com of > 0dg, sejary o resto da di-
visdo de f por g,entdo  mde (f, g) = mdc (g, 1, }

b) se r; = 0 entdo g = mdc [f, g) e o problema é imediato; se r; #0,sejary 0
resto da divisio de g por r,, entdo mdc (g, ry) = mde (ry, r3)

c) ser, =0entdo r, = mdc (f,g); se r, # 0, seja ry o resto dadivisdo der, por
r,, entdo mdc {r, ry} = mde (ra, r3}

e, assim por diante, notemos que, apds um certo nimero finito k de divisOes sucessi-
vas, atingimos necessariamente uma divisdo exata {pois os graus dos restos diminuem
de ao menos uma unidade por vez até gque atingimos um resto ri constante e a

divisdo de r,_, por ri € exata)
{ g g r r r2 Mk-1 Mk
M dy 2 a2 3 Qs 0 O + 1
O polindmio ry {devidamente muitiplicado pelo inverso do seu coeficiente
dominante, para ser polindmio unitério) é o mdc (f, g).

Exemplo
Obter o mdc dos polindmios
Fox® -3 +3x2-3x+2 e g=x*-4x+3

10) dividindo f por g obtemos q; = x* + x + 4 e r, = 10x - 10.

1 3 ]
29) dividindo g por r; obtemos g; = ﬁx ~ 10 e ry = 0, portanto:
1
mde {f, g) = T r=x-1
Dispositivo pratico
g
a1 : 3 @
f x +x + 4 0% 70~
g
x* - 3x3 +3x? - 3x + 10 x? - 4x + 3 10x—10\/’1
10x - 10 0
fn f2

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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153. Se mdc {f, g} = 1, entdo os polindmios f e g sio chamados polindmios PrMOS. ../ yestiby !yﬁ_bBAfZES COMUNS

entre si.

Assim, por exemplo, T=x> +x e g=x* - 1530 primos entre si:

X %x -2x
x? + x x? -1 2x -1
2x -1 0
mdc (f, g) = -1 "= 1
EXERCICIOS

F.317 Determinar o mdc dos polindmios:
fax?+4x3 +3x2-4x-4 e g=x3-2x2-5x+6.
F.318 Determinar o mdc dos polindmios:

f=xb+2x5+x3 +3x2 +3x+2 e g=x%+4x¥ +4x?-x-2

154. Vamos desenvolver uma teoria que permite estabelecer as raizes comuns a dois
polindmios f e g, isto é, as raizes comuns a duas equacdes polinomiais f(x) = O

e gix}=0

185. Teorema

Se « é uma raiz dos polindmios f e g, entdo & é uma raiz de r {resto da divisdo

de f por g).

Demonstracdo
f=q+gt+tr =»r=f-q-g = rla) = fla) - gle} - gla) —_

== r{a) = 0-qla) -0=0

156. Reciptoco

Se a & uma raiz dos polindmios g ¢ r, entdo a é uma raiz de f.

Demonstragéo

F.319 (EPUSP-58) Determinar 0 mdc {f, g} se f={x2-1)2(x+1)3 e g={x3 +1)(x-1),

f=q-g+r = fla} = qla) - gla) + rl@) =qla) -0+ 0=0

F.320 Provar que se f e g sao polindmios divisiveis por (x - a)P, entdo o resto da divisio de f por

g também ¢ divisivel por (x -a)P,

F.321 Determinar o mdc dos polindmios:

f=B{x-2)2{x-4)2(x-3)% e g=4(x-2{x-4}%(x+1)

F.322 Determinar o mdc dos polindmios f= (x2-1)3(x +1)2 & g=i{x-1)4x+1)}%.

158-F

157. Teorema

Se @ é uma raiz dos polindmios f e g, entdo a ¢ uma raiz do mdc (f, g).

Demonstragdo
Suponhamos aplicado o método das divisOes sucessivas:

f g g ry ry 2 Mot ‘ rg
s 3 0

r ay ra I q Ak +1

Se ¢ é raiz de fe g, entdo a é raizde ry;se a é raizde ge ry, entdo o é raiz de
ry;se a & raiz de r; e ry, entdo o é raiz de ry; assim por diante, o é raiz de ry=
= mde {f, g).
Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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188. Reciproco

Para mais, acesse: http://fuvestibu

Se o € uma raiz do mde {f, @), entdo « é uma raiz de f e de g

Demonstracgo analoga a anterior

1569. Aplicagoes

18)  Determinar as raizes comuns aos polindmios

fex?-2x* -2x-3 e g=x*-x- 6.

Temos:
x} - 2x? - 2w - 3 x? -x-86 x2 - x -6 [3x-9
-x3 + x* + Bx x -1 -x? + 3x 1 2
5 =X + —x
- x*+4x -3 2x -6 3
x>~ x-6 ~2x +6

3x -9 0

entdo mde (f, g) = x - 3, portanto a Gnica raiz comum a fegé 3

23)  Obter as raizes comuns as equacgdes polinomiais
3

x> = 6x* +5x +12=0 e x-5x!-2x+24=0.
x? - 6x? + Bx + 12 x} - Bx? - 2x + 24
-x? +5x2 + 2x - 24 1

- X2+ 7x- 12

x* - Bx?2 - 2x + 24 -x? + 7x - 12
-x* + 7x? - 12x -x -2
2x* - 14x + 24
- 2x? + 14x - 24
0

entdo mdc (f, g) = x% - 7x + 12, portanto as raizes comuns a f e g 580 as raizes da
equacdo x* - 7x + 12= 0, isto &, 3 e 4.

ar Jo%br/Teomm.

Se f e g sdo polindmios divisiveis por (x - @)™, entdo r {resto da divis3o def
por g) também é divisivel por (x - a)™.

Demonstracdo

Por hipotese, temos:

f=x-a)" -q;, g=(x-a™-.q, e f=qg+r
Do que ocorre:

r=f-qeg=(x-a)"-q-q-{x-&" -p=x-a™ (g, -q-0q,).

161. Teorema

Se f e g sdo polindmios divisiveis por (x ~ &)™, entdo o mdc (f, g) também é
divisivel por (x - )™,

Demonstragdo

Suponhamos aplicado o método das divisBes sucessivas:

f g g ‘ r ry ry i~y rx

" 1 2 qz 3 G3 0 Qk +1

Se f e g sdo divisiveis por (x - &)™, entdo r, & divisivel por (x ~a)™:sege ry
sdo divisiveis por (x - @)™, entdo 0 mesmo ocorre com r, ; se r; er, sdodivisiveis
por (x - a}™, entdo 0 mesmo ocorre com ry,; assim por diante, r, = mdc (f, g) é
divisivel por {x - o)™,

162.- Corolério

Se a é raiz de f e de g, com multiplicidades m, e m,, respectivamente entio
& ¢ raiz do mdc {f, g) com multiplicidade igual ao mencr dos nimeros m; ou m,.

163. Suponhamos dados dois polindmios f e g, ndo nulos, ja decompostos em fa-

tores: f = anlx-a)"(x-B)"2{x-7)™,

g=bmix-a)™{x - M2{x - )™

onde as bases das poténcias (x - a, x - f§, x - 7, ...) s30 duas a duas distintas.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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Decorre do corolario anterior que o mde {f, g) & 0 polindmio unitarip produto. |
dos fatores comuns a f e g, tomado cada fator com o menor dos expoentes com que

apareceem f e g.
Exemplo

- 3(x- 13 (x - 2)3(x - 5} (x + 3)°
2(x - 113 (x - 2)%(x - B)*{x + 4)7

w -~
non

entao
mde {f, g) = (x - 1) {x - 2)*(x - 5)*

Notemos que os fatores ndo comuns: (x + 3) que aparece s0 em fe (x + 4} que
aparece s6 em g, n3o sdo fatores do mdc (f, g).

EXERCICIOS

F.323 Determinar a e b de modo que os polindmios

f=x3+x2+ax+bh e g=x2-x tenham duas rafzes comuns,

Solugiio
Ternos g = x{x - 1), portanto, as rafzes comuns afegsio G e 1.
Vamos impor f(0} =0 e f(i)=0:

flo)=0 ==03+02+a-0+bs=
f1}) =0 ==13+12+a-1+b

n f]
co
o
oo
ft
U
[S]

assim, temos b = 0 ea = -2,
Resposta:a = -2 e b =0

F.324 Determinar as rafzes comuns e as ndo comuns as equagdes:

x¥ +4x3 +3x2 -4x-4=0 e x3 -2x2 -5x +6=0

F.325 Calcular as raizes comuns aos polindmios

f=x3-ax2-pb2x+ab? e g=x3+bx2-3a2x-alb.

F.326 Calcular as rafzes comuns aos polindmios

f=x%-1, g=x3+x e h=x¥-x¥+x2-x

F.327 Determinar a de modo que as equacdes x3 ~ 3x2 - 4x +a= 0e x? ~ 3x + 2 = 0 admitam
uma raiz comum,

MINIMO MULTIPLO COMUM

\ttp://fuvestibular com.br/

164. Definigdo

Dados dois polindmios ndo nulos f e g, dizemos que h é o minimo mltiplo
comum de f e g se, e somente se, verificar as seguintes condicdes:

M1) hé unitdrio
M2) h é divisivel por f e por g;
M3} se qualquer cutro polindmio h,; também é divisivel por f e por g, entdo

hy é divisivel por h,

Indicaremos o minimo mualtiplo comum de dois polindmios com a notagao:

h = mmc (f, g).

165. Exemplos

19 Se f=(x-1x=-2x-3 e g=1{x-2)x-3)(x-4}, entdo
h= (x - Vx - 2)2(x - 3){x - 4) satisfaz as condiches M1, M2 e M3, portanto,

h = mme {f, g).
20) Se f=x*-1 e g=x>-1,entioommec(f,glé h=x*+x3 -x-1

por satisfazer as condigbes M1, M2 e M3,

Para resolver o problema ““como obter h = mmc {{, g)?” prova-se o seguinte:

166. Teorema

Se f ou g sdo polindmios divisiveis por (x - @™, entdo o mmc {f, g) também é
divisivel por (x - a)™.

Como conseqliéncia desse teorema, concluimos que se & é raiz de f e de g, com
multiplicidades m; e m,, respectivamente, entdo « & raiz do mmc (f, g} com multi-
plicidade igual ao maior dos nimeros m, ou m,.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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167. Suponhamos dados dois polindmios f e g, nao nulos, ja decompoggp;rTgm gar
tores: o
f=anlx - a)™(x - fI"2(x - Y™ .

9= bmix - )™ (x - HM2{x - a)™3 .,

onde as bases das poténcias (x - @, x - B, x - 7 ...) sdc duas a duas distintas.

Decorre do teorema anterior gue o mmc (f, g) & o polindmio unitario produto
dos fatores comuns e ndo comuns a f e g, temado cada fator com o maior dos ex-
poentes com que aparece em fe g.

Exemplo

f=3(x-1%x-23%x-5"{x+3)°
g=2(x - 1)3(x - 2)2(x - 5)*{x + 4}’

entdo

mmec (f, g) = {x = 1) (x - 2)(x - 5)"(x + 3)°(x + 4)7

EXERCICIOS

F.328 (EPUSP-64) Determine o mmc e mdc dos polindmios

xi4 - 2x13 4 x12 ¢ x2 - 7.

F.329 Determinar 0 mmc e o mdc dos pelinomios

f=x2-1, g=1(x-12 e h=x3-1.

F.330 Provar que se f & divisivel por {x - a3 e g ¢ divisivel por {x - ®)2 entdo mmc (f, g} é
divisivel por (x - @™ com n £ 3.
Solugio
Davido as hip6tesas feitas, temos:
f=I(x-a)3+q; e g=(x=-a)?q,.
Por definicdo de mmc (f, g}, temos que este polindmio ¢ divisivel por f, portanto
mmcif, g = fg=(x-a3 +«q+q

entio mme (f, g) & divisivel por {x - " onde n é no minimo 3 (x 3 3). Notemos que
n >3 se & é raiz de q.

1 2 3
F.331 Efetyar a soma prgrar + e Tl i

Solugdo
Fazendof=x+2, g=x-2 e h=x?-4,temosque

mme {f, g, h) = xZ - 4= {x + 2)(x - 4), entdo:

cesse: http://fuvestibular.com.br/

1,2 __3 _1eix=2)+2+{x+2)-3 _ 3x-1
x-2 x2-4 x + 21 - 2) x +2){x - 2}

R t.3)(—1
esposta: 72—

. . 2 3 1
F.332 Reduzir a uma so fragdo: 3 + o Rl B

x? +4x3 +3x2
x5 4+ 6x5 + 7x% +3x3

F.333 Simplificar a fracdo algébrica: y

Solugio
Determinemos o mdc dos polinémios

f=x6+5x5+ Tx* +3x3 e g=x%+4x3 +3x2

x? + x

x6 + 5x5 + x4 + 3x3 x4+ 43 + 3x?

0

mdc (f, g) = x* + 4x3 + 3x2

xd + 4x3 + 3x2

x4 + 4x3 + 3x? 1

ortanto = =
P Y v

x6 + 5x5 + 7Tx% + 3x3

x4 + 4x3 + 3x2

Resposta: !
posta: ¥ = &8 v x

2x% + 2x3 - 3x? - 2x + 1
x3 + 2x? + 2x + 1

F.334 Simplificar a fragdo:

1 1
x-1)2{x-2)3  {x-1)3{x - 21

F.336 Resolver a equacdo: = 0.

F.336 (EPUSP-63) Determinar as constantes A, B e C de modo que se verifique a identidade:
1 A Bx + C

x-1HxZ+1) x-1_ x2+1

F.337 Determinar & e [ reais de modo que a igualdade

X a B

= +
x+1){x=-1) x+1 x-1

se verifique para todo x € IR - {1, -1}.

F.338 Provar que se f & g 530 polindmios unitarios, entdo f * g= mdc (f, g} » mmec {f, g).

164-F
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Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

CAPITULO |

F.2

F.3

F.4

F.6

F.7
F.9

F.10
F.12

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

a) 5-3i
b) 3-10i
c) 2-2i
d) 3-5i
al 17+ 7
b} 5i

c) 36-2i
d) 53

al 5+ 12i
b} 24 - 10i
o -2+2i
al 1

b)

X
e} x
fl x=
ad +

g

+

=3
= N N

1=

LR
!
N =
N =

RESPOSTAS

F.14
F.15
F.16
F.17

F.19

F.22
F.23

F.24

F.25

F.29

3
f) 5 -
gl -1+
h) -
iy — +
x=%1
a=4

impossivel

z=3+2i

real

imag zp :

z=22+3i
z—0 ou i

al B

b) 2

c) 13

dh 1

e) |sec |
fi 26

zZy =

1 J3
252y

-(%x+1§v)i

ou -ioulou-1

fﬁ
Vi

167-F



T
F.30 a) 3V2 (cos%ﬂ . sen — F.SBa,

4
10(cosﬂ+ i sen-53—ﬂ'

b 3

—

c) Bﬁ(cos 5_1’!+ i« sen zr—)
4 4
d) 11 {cosO + i « sen0)

n, . Ls
e) 2(cosi+|- sen 2)

F.42
Para mais, acesse: http://fuvestibular.cogp.br/

) cosa?n""i-sen%[
b}

bm | . 318
al 2(cos?+|-sen 6)

h) \/Efcos—:i—ﬂ+ i - sen %)

i) 2\/5(cos%+ i . sen %r')

F31 al

<Y

b}

v

ol

60 c

-3
b 2v/3-2i )

c)\/3+\/;i

¢}
d} -5i

-2 -1

-2 -1

F33 a 2v2

b} 4

c) i3

d} 16\/_2_
1

F)
1

1 3.
F.35 5—+2| d)

ﬁ

10
2

[costarc tg 3) + i « sentarc tg 3}]

xY

-1
d

1 5T, . 57
— Rl B N >0
F.36 ) {cos 3 i« sen 3)

5 T, L
F.37 a) 5(cos—2—+ i+ sen 2)

m
bl 2\/5(cos 1} +i . sen T)

i . ki
c} 8(cos—2—+ i« sen 2)
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-3

U |

L3P
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e)
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Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

x

F.43
X
F.A4 Ay
9
x
2 2
x* + ¥y - x _ Y
Fa5 o u -~ — Ty

b) Q descreve a reta v

do (1,0}

1 -u, excluf

F.46
F.A8
F.49
F.51

z =12 + 16i
28
1313
O médulo é 4 e o argumento é T,

82

Y

169-F



F.53

F.55

F.56

.57

F.58

F.60
F.62

F.63

c0s 360 = c0s20 - 3 sen2@ . cosb

sen30 = 3 cos2f .
a 0

b) 6

ct 3

al -{(1+0)

b |z| = 2

senf - sen3!9

F.64

r Z*ﬁ_"r
arg z =

. 502

3 + 4i ou -3 ~4i

3 + 2i ou -3 -2i

1+ 2iou

_1+2J3 J§—2
2

_1-2J3 J—-z
2 2

=3 +iou3-iou

1+ 3iou~1-3i

1ouiou-1ou-~-i

6

&7, (JB+ T,

ou’

{/5- (—\/T?'+i—\,2_—2-) ou

V2. f8-7
a

-2v2+2V2iou

2vV2-2v2i

3J3

+ —
2 2|ou3| ou
3

c)
a)
b}

c} F.65

F.66

d}

a)

J6 - J2Z

b} ry l-—4——)

i 6+ V2, F67
4

c

d)

egrtgiou-3-5
fl 2+2v3iou-40u2-2
NER 1.J3

1
-t = -t —i -
1<)u2 2|ou 5 2|ou 1

3i

g

170-F

-3+2ied -2
i ou ~i

20u 1+
-1 -

Jou-1+

3oul-iv3

ou

Para mais, acesse:

3 ou-2

-3i

x Y

V3+i -Va+i -va-,

V3 -, -2

1

-1

tridngulo equilatero

en(—,l"s- +—'

onde k €{0, 1, 2, 3}

c)x~\/— [cos(—+—)+i.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

http://fuvestibular.com.br/ 1 Q 1 £
d)sz[2+2|,-,2 2}
3n 3n
e) x_cos(—+—)+lasen(‘8_ )com k=0,-1,20u 3.
3.3J43. 3 3J3
Hs-{3 -3+ -5->55}
F71 a) 5 ={1,i-1, -, 2 2i -2 -2}
1 3 t . J3
b S ={1+iV3 2 1-iV3 3+ iS55, 5- 1)
2 2 2
4 m 9m Im 167
¢l x =V 2{cosf + i . senf) (96{——,—._.—*}
8’ 8 8 8
dh s ={1,-1,2 -2}
1, .J3 1 . J3 1, V3 2 1 V3
— + > _ _— == _ _-— —_— -] —
o S={ori g iy o giivg )
2 J6 . 2 6 .
B8 = {5+ (5 -0 - S5 (i)
CAPITULO 1I
F.72 a, b, c, e g h i k | F.92 impossivel
F.74 (0} = 1, f{1) = 16, f(-1) = F.93 ad = bc
F75 a =2, b=-2,¢c=23 F94 p=0
F.76 a =-1,b—6 e=1 F.95 -6x2 + 36x - 56(x ~ 4)3 - (x - 2)3
F77 a=-1,b=c=0 F.96 Sim, por exemplo,k:%
- F.97 Of =
F.79 a:9,b:-21,c:75 9
a=0=>ag=1
F.BO (f + g (x) =12 - x + 5x% + 5x° {aqho—_—_>ag=2
(g—h)(x)=3+4x+x2+5x3—x4
th - ) (x) = -5 ax? + X a=2==0n-0
h - 1) {x) = -5 - x-ax" +x . a-3==0h=1
F.81 (fg) (x) = 14 + 21x - 26x% + 3x° - 4x a#2 e a®3=> oh =2
fgh) (x) = 14x - 21x* + 9x° - 3x? + x°
ht) {(x) = 4x - 165x> + 15x* - 4x° F.98 Olf + gt < n
F.82 hix) - 2x* + 4 dtfg) = 2n
F85 a-8, b--8 c-3 F10la=b=c¢c=0
F87 p=0eqg=0 x3  x2  x
ou F.102 a} P:T*—z—‘*'?‘*d
p=1Te g=-2
F88 a)a=b=c=0 b)5="_(n_f_”6(2—n+11
bl a=b=1,¢c=2
c) a=b=c=6 F.104 6 nos dois casos
F.90 impossivel F105p-q -1

171-F



F.ﬂﬁ) q=3x-x+8
2 {r=-5x2+21x-11

b} {q:x’-x

r=-x+13

g =2x3 - 2x
o {r:-x+12

1 93
F.1093—34,b=_\§_
F110p-%vV2, q=1
F.112 ad = be

g- 1
F.113 a) 2

r=3x+5

2
q=x“+2x-1
b} {r=0
g=0
ol r=5x+1
q=xt2
d) {r=-x+7
1 1
q=2x+-2—
ZO IR B |

] 2
F.121 a) Q=X3—3x2+9x-27
’ r=0

b) g=x3+3x2+09x+127

{r=162

o q=x%+2x3+4x2 +8x+18
r =64

) g=x%-2x3 +4x2 - 8x + 16
r=-64

o) g=x5+x*+x3+x2+x+1
{r=0

f gqext-xd+x3 - x4+ x-1
r=2

q=x%+3x3 +9x2 + 27x + 81

9 { r- 486
h){q=x4-3x3+9x2-27x+81
r=0

172-F

F.122 n

FA123r¢ - 1 Para mais,
F124r = na"
F.127a = 2

121
F128p = —

P="2s

7 14

F.129 p = 3:9="7F

F130a=0, b = -2
F132f=x2-5x +4
F133x3 + x? -4x + 2

F.135 { p ¢ par

q é impar
F136c=0
= 5x3 - 2 -
F-137ﬂ’ Q—sx 27x¢ + 82x 246
r= 1725
g =81x% + 54x3 + 36x2 + 24x + 16
b { 128
-3
q=x3+-:2;—x+-!§-
c} r_ﬂ
T oa

d) q=4x2 -4x+ 10
{r=-18x+21

F.138 r = 257

F143p - -3, q = -2
Fl4da=b=c=0

F.146 g = 5x% + 4x3 + 3x2 + 2x + 1
Fl48a=n, b=-n-1
F149a=2, b=1, m=3

F.151 0f =23

F155r=x+3

F.156 Ri{x) = 3

F.157 Riz) - A(i); Al-D) L AL ; Ali}y iz

2
F.158r=%+x+%

F159 P{x) = x4 - 3x2 + x + 3.

acesse: http:/fuvestibu dfgéw[r'/.u"o i

F161m=2
F.162 a) s={3+lV15 ) 3-ivise }
6 6
b) S=C
ct S=9¢

F.163 a} grau 2; S = {1. 7}

b) grau 5; s={-4 %}
c) grau 10; S={\/;, —\/;}

5 3
F1655 - {-1, - 3. =1

F.166 3, -3, 2 ¢ -2
F.167 a} (1 + i)
bl 2+3i e 1+2i
F.168 Pix} = -4x3 + 12x2 - 8x.
F.169 {1 ~ x) (x + 2) (x - 5)
F.170 a) -4 (simples)
i (simples)
-i (simples)

bl % {dupla)

-1 (tripla}
5 (simples)

¢} 10 {quintupia)
2 (simples)

-1+ivV3
y —
2
-1-iv3

2

2i lquintupla}
F173 x% -2x3 -9x2 +2x +8 =0
Fi74 x* -6x3 +3x2 + 16x - 18 =0
FA76 x5 -x3+ 23« 2x2+x-1=0
F177 S - {2, 2i, -2i}
F.179 a) soma = 2

d {tripla)

{tripla}

produto = 5
b) soma = -7
produto = 1

c) soma = -2
produto = -5i
F.180 47
F.183 4

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

k1875 - {1, 2, 3}
F188S = {1, 2, 6}
e189s = {2 -1, 3}
F1915 = {-6, 3, -2}

F192s=9{2 3 %}
rreas={-Va , V3, 1-ive, 1+
ive )

F.195 7 = af

F196 S = {2, -2, 3}
F.197 s = {-5, -2, 3}
F1985s = {1, -3}
F199S = {2 3, 5}
F.201 S = {%, -1}
F.202S = {-6, -4, 3}
F.203 S = {-1, 2, 4}

F.204 S = {%, 3, 2}

F.205m = -3
-2-2J86
F.2078={3—\/;,3+\/'7,——*—2 E .
-2+2f§}
5
F.208p =4,q9=3
S_{-1+aJ§ -1-iJ3 ~1+iT7
- 2 2 2
“1-iJ7
>}

F210m=6e$ = {1,2-3}
ou
m=-6e5=1{1,-23}

F211 g2 +p +1 =20

F.213 5 = -2, 2i, - 2i}
x3 +2x2 +4x +8=0

F214p=-2eq=20
p=-1eq=-1

F.215m=1¢e k= -8

F.216 -2 + log2 - 4 * log 3

F.219 x5 - 2x% + 3x% - 2x2 + 2x = 0

ou

173-F



F.221 x6 - 3x5 + 3x% - 3x3 + 2x2 = 0 D, (5)= {1, 5}
F222s5=§, - i, iv2 - ivV2}

¢t 1,-1,2 -2,3, -3, 4, -4, 6, -6,
E223S = {-1,2 + 3i, 2 - 3i}

1 1
F.225a= -2eb =15 12, -12.3'.-'5'.%. ~%.%,‘%,
F.226 5 = {1,i, -i} 4 46 6 1
F.227 Plx) = x# - 1, § = {1, -1, i, i} e om0, 2 12
. 5 5’5 6' 5 5
F.228 S = 2 +iv/3,2-iv/3, -2 +i,-2, -i} .
F.230 nenhuma -239 1':1' 2’4 2,4, -4
F.231 F.240 N&o, pois o coeficiente de x™ & 1. As
AY eventuais raizes inteiras sao os divisores
3L__ de ap,.
\ F.242 x = 6
I F.243 x=5
I
I 12
I F. _ 1
» | 2445 = {2, 3, 5
| o1 F2455S = {1, 3, 5}
j F.247 S = {1, -1, 2}
{ F.248 5 = {1, -1, 2, -3}
;
__l-3 F249 S - {1,—1,2,%,33—25,£‘2—‘/3 }
F250 s = {1, -1, -4}
F23zo<a<i4 F.251 S = {2, 3, 4}
F.233 a raiz ¢ negativa F.252 N&o, pois S; = {a, b} e S; =
F.234b) t=1 c)x:%— {\/2_—\/5}
F.254 ) x3 - 6x2 +6x - 5=0
F.236 P tem 1rés raizes reais: o, f3, 7y b) 3,4, 5,6
2<a<-1,1<8<0 13
F. ={=, =
e 1 <Y<2 288 S {2'2}

4 _ 3 2 _ _ =
F2375={-3,1+i,1-} F257 x% - 6x3 + 7x2 - x-2=0

2
F.238 D(12) = {1,-1,2,-2,3,-3,4,-4,6, -6, 298 5 = L2 1 +V2 1 -V2)

12, -12} ) .
F2s0 s - {3, 3117 317y

2 ‘ 2

CAPITULO IV

F.263 y3 - 4y2 +32y-192=0 F.266 h deve ser raiz da equagao algébrica

F.265 2y3 + 11y2 + 21y +13=0 F.268y = x -1

£.269 Pix) = 3x7 - 147x5 - x3 + 3x2 + 16x - 80

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.brQ(x) = 3x6 + 21x5 - x? - 4x - 12

Rix) = -164
fx)=x-7
F.271 2x% - 3x3 - 7x2 +x-56=10

11
F276 5= {1,-1,2, 2 5. -3}

b - 3a + Jb? - 6ab + 5a?

F277s={1. %
b-3a-Jb? —63b+532}
2a

1

F.2783=-3,b=3,c=-1
S={1,-1.i,4,2+32-V3}
+JVE 3-JE 1+iJ3 1-iJ3
F.279$={1,32J_, S g 1

1
F.2815={1,2 3}
F.282 S - {-1, i, -i}

F.283$={—17,—2,—1 -3}

_3"p
- +iJi0-2J5 -(1-JB)*iJi0+2J/5
F.284 5= | {1+ J8) p , ; }
F.285$={—1,12—i-‘j23,12+i§,2+\/§,2—\/3—]

F2e65- 11 +V3tVa+2v3, 1-Vativasi-a}

F.287 (4, 12, 36, 108, 324) ou vice-versa

CAPITULO V

F.288 a) f'(x) = 12x2 - 5x + 11
b) fix)=3x3 +2x2 + x + 1
¢} fix)=12x - 13
d) fix)= 12x3 - 12x2 - 8x + 23
e) fix})=6x2 +18x + 13
f} fi{x) = 5(3x2 - 7x + 4)*(6x - 7}
g) fix)= 21{3x - 5)°
h) f(x) = -10(3 - 2x}4
i) f(x)=3x2 +2x -1
iV Fxd = {x + 1)2(x + 2) (6x + 8)
K) fx) = (x2 - 3x + 4)2 (2x - 1} {16x2 - 36x + 26)

f{x) = 21x2 - 22x + 5
f'{x) = 42x - 22

frix) = 42

¢n)iyy = 0, para n >3

F.29

-

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

174-F

175-F



F.202 {¥ ) - 0

F.203 1°) k = -3

7

2% a=21,b="51c=-77
3% Qix) = 5x2 + 26x + 77
F.296 Ndo.

F.297 1
F.298 S

é raiz tripla.

=0, 2

F.299 a} 2 ¢ raiz dupla
4 é raiz dupia
b} 1 € raiz tripla
-2 é raiz dupla

F.300 S

= {1, -2}

F304a) A= -6 ou A= 27

b) -6 <A<27

F.306 uma raiz tripla: p=0eqg=0
uma raiz dupla: 4p3 + 27q2 =

F.307 4p3 = 27q2

F.308 m

=1 oums=

F.309 27p% + 25643

F.310 m
F311m
F.314 k

176-F

= 3f—

-6eS
=-3e8S
=19

- L
3

23

27
=0

{1, -3}
£ 2}

JZ

3

¢

z
3

|

0

J7
=5

F.315b) a =

M

I+

F316 PA.. z - i

i
2

K| =

PB.:a=-3,b=3¢ec=-1.

F.317 mdc (i, g) = x? + x - 2
F.318 mde {f, g) = x2 + 3x + 2
F.319 mdc {f, g} = {x + 1}){x - 1)
F.321 mdc (f, g} = (x - 2){x - 4)2
F.322 mdc (f,g) = {x - 1)3{x + 1)*
F.324 comuns: 1 e -2
ndo comuns: 3 e -1
F.325a e -b
F326ie -i
F.327a =6 ou a= 12
F.328 mmc = x!5 -« x¥ - x13 + xI12
mde = x - 1
F.329 mmc = x5 - x3 - x2 + 1

#

mdc = x - 1
Bx - 2
F332 53—
3 _
F.3342x2 3x + 1
x4 +x+1
3
F3355 - {3}
1 1
F336 A =—:8B-= .,
2'B ¢ 2
1
F337a=j3=—5

m
+ kT ou & = 2 PkTmais, acesse: http:/fuvestibular.com.br/

TESTES

NUMEROS COMPLEXOS

TF.1

TF.2

TF.3

TF.4

TF.5

TF.6

TF.7

({CESCEM-68) Os numeros complexos x e y para os quais:

Xty ei=i
xity = 2i-1

Sdo respectivamente:

T - T -
ab 1o i o 1t
d) 0;1 e} nenhum dos anteriores
{PUC-74) O nGimero complexo z que verifica a equagao
iz+22+1-i-0 é:
al -1 + 2i b) =1 + i cl 1 -1 dl 1+ el -1 -

{CESCEM-70} A poténcia enésima (n inteiro) de um nimero imagindrio puro é:

al sempre um namero iMagindrio puro
b) sempre um numero real negativo

¢} sempre um nimero real positivo

d) nulo pu um niamero imaginario puro
e} nenhuma das anteriores

{(MACK-73) A igualdade (1 +i)" = (1 - i]" verificase para todos os nameros na-
turais divisiveis por

al 1 b} 2 ¢ 3 dl 4
e} nenhuma das respostas anteriores

(MACK-77) Sejam os nGmeros complexos u=1+i e v=1-i Entdo u5.y-%l &
igual a:
al v b} u c) 2v d) 2u e} ndo sei

e
(FEI-72) O ndmero complexo (1—1 )"

a) imaginaric para ¥ n b} positivo para n maltiplo de 2
c) positivo para n da forma 4 k+1 d) complexo da forma a +bi com a#0
e) conforme n pode valer 1,4, -1 ou -i

(MACK-75) Dado fiz) - 2% +iz3 — {1 + 20)22 + 3z + 1 + 3i, o valor de f no ponto
z2- 1+ é:

al 1+ b) 201 t i} cl 3+ d 7 -i el B+ 5i

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TF.8 (ITA-75} Se 7z, e z; sdo nUmeros complexos, z; + z; e 2y - z; sdoMbNsreais. ... http:/fuvestibu

entdo podemos afirmar que:

a) z; e z; sdo ambos reais ou 2 = I,

b) z; e z» sdo ndmeros complexos nao reais

c) z; e z; sdo nameros resis irracionais

dl z; é nimero complexo puro e z; é numero real
e} nenhuma das anteriores

TF.9 (MACK-77) O nimero (a + bil%, a e b reais, é real e estritamente negativo se e
somente se:

al a=0 b! b=0 ¢t a0 e bF#0
da#0e b#0 e a=7*p e) ndo sei
1 +1
TF.10 (CESCEM-68) O conjugado de vale:
1-i T+ _ i L
al i bt - i ch 1+ d)1+i el {(1-1)
b
TF.11 (PUC-77) O conjugado do inverso do ndmero complexo z = ( : — : -1,
a) -i b) 1+ c) i-1 d) i el 1 -1

TF.12 (EPUSP-67) Sejam u e v dois nimeros complexos tais que U2 -v2 =6 e T+ V=1 -
{G eV conjugados de uev). Entdo u-v ¢ igual a:

al 1 i bl 1+ c) 3-3i d) 3+ 3i
el nenhuma das respostas anteriores

TF.13 (CESGRANRIO-77) Seja z=x + iy um nimero complexo ndoc nulo, onde x e y
sdo reais. Se a e b sdo nOmeros reais tais que:

X“fy =a+ib podemos afirmar que:
x + iy
a) fal + bl <1 b} a=-b c) a=b=1 d) a2+ b?2=1

e} a>0 e b>0

TF.14 (EPUSP-65) O quociente do nimero complexo a +ib pelo nimero complexo nio
nulo ¢ +id serd um namero real se
a)%:% blatb=c+d ¢} ac = bd

dl atctb+d=0 e} nenhuma das respostas anteriores

TFA5 (CICE-68) Seja z=x+1iy, x2+y2£0(i2=-1, x ey reais); z + é real se

N|=

€ somente se:

a) x2+y2-1=0 bl x2+y2+1-=0

cl y=0¢e x2+y2=1
dl x=0 e lz|=1 el y=0 e |z|l=1

TF.16 (PUC-74) Na forma trigonométrica o namero complexo
ar.com.br/

2
z = (—:::—) fica:

a)\/z{cos-:}gntisen%] b) !

[cosﬂ+isen311}
N 4

d) \/5[-1:05 :%nJrisen:%n]

c} ﬁ[cos%—isen%]

3 3m
el [cos‘-lsenT]

5 4

TF.17 {CESCEM-70) Dados os nimeros complexos:

zp =p-lcos® + i+ sen@)
z;=p{sen® + i« cos¢)
al z; e z; sdo conjugados b) z; + z; & um ndmero real

¢} zy » z; & um namero real
e) zy - iz; & um numero real

d} z, +iz3 € um ndmero real

TF.18 (CESCEA-74) Seja z o produto dos nUmeros complexos \/_3 +ie % 1+ \/E i}

Entdo, ¢ mddulo e o argumento de z sdo, respectivamente;

a) 4 e 30° b) 12 e 80° o V6 e9° o6 e 90°
e) naa sei
) a + bi L
TF.19 (UNICAMP-67) O moédulo de e i ' Pae ae b reais, é:
a) a2+ p? b} 2 c) 1 d} a? - b2

e) nenhuma das respostas anteriores

TF.20 (FFCLUSP-69) O médule do nimero complexo

L (x # kT +l, k inteiro) é:

T+i-tgx 2
1
a) cosx b} sen x c) ——— d) sec x
1+ tg?x

e) nenhuma das respostas anteriores

TF.21 (MACK-75) Se z +—l—- = -1, entdo o valor de |z]| é:

1
a) 7 b) 0 a1 dl 2 el 4
TF.22 (MACK-74) O nimero complexo z = a + bi é tal que | z : '1 | = 1. Entdo:
al a=-b b) a=b ¢l a=2b d) a = 3b? e) a=-7b

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TF.23 IMACK=73) A soluciio da equagdo |z|+ 2 =2 +i & um nOmerc complexo de médu- ) )
o ¢ quag Para mais, acesse: http://fuvestibular.coffB0 {CESGRANRIO-COMCITEC-73) O conjunto dos pontos z = x + iy do plano com-

5 V5 5
a)-Z- b)\/g c) 1 d)—i— e)'i'

TF.24 (FFCLUSP-69) Se z e w sdo dois m]mer-os complexos quaisquer tais que

lzi=fwl=1 e 1+2w#0,
. ) w
entdo o nimero complexo ———
1+ 2w
a) de valor absoluto 1 b} imagindrio puro ¢} ndo real
d) real e} nenhuma das respostas anteriores

TF.25 {ITA-76) Suponhamos que
z)j=a+xi e zz=a+tyi, a#0, x#0

sdo dois nimeros complexos, tais que zp « zp = 2. Entdo temos:

a) 21252 e JZ”:iZz!:Q
bl zy =25 e lzllzlzzi:\/_Z
C) lefz e |Z||=‘ZQ_|: 2

d) z;+2;-2a e a2 +y2-=-4
e} nenhuma das respostas anteriores

TF.26 (PUC-70) Se b=2(cos30°+i-sen30°) e z=p - (cos B +i-senf), os afixos
correspondentes a b, b + z, b+ z + iz, b + iz sdo os vértices de um:

al trapézio b} losango ¢} quadrado

d} quadrilatero qualquer e) nenhuma das respostas anteriores

TF.27 (UNICAMP-67) Dois nameras complexos, ndo nules, estardo representados, no plano
complexo, sobre urma reta que passa pela origem:

a) se seu praoduto for um ndmero complexo
b} se seu quociente for um nimero real

N bl
¢} somente se seus argumentos forem congruos a —-

d) sempre e} nunca

TF.28 (MACK-74) O nimero complexo z=x+vyi € tal que |z -3] = 2. Entdo, necessaria-
mente:
A 0<x<2 e 0<<y<2
b) 1< x5 ¢ -2XNyK2
) -1TSxK2 e -3€YyK3
d0O<x<3 e OXyx3
e) 0K x<3 e y ndo tem restricdo

TF.29 (MACK-77) Representando-se graficamente, no plano de Argand-Gauss, 0s numeros
complexas z tais que z* = 7i, o numero de pontos obtidos é:

a) i b) 2 c) 3 d) 4 e) nao sei

plexo que satisfazem {z-1|2_2x e y =22 ¢

a) o conjunto vazio

b} uma regido ndo limitada do plano

c) todos os pontos x +iy tais que y =22
d} uma reta

e) diferente dos quatro anteriores

TF.31 (ITA-74) Seja 2z um nimero complexo, solugdo da equagdo
z+1)5+25=0, k=0,1, 2,3, 4

Podemos afirmar que:

a) todos 0s z, k=0, 1,...,4 entdo sobre uma circunferéncia
b) todos os 2k, k=0,1,...,4 estdo sobre uma reta paralela ao eixo real
c) todos 0s zk, k = 0,1, ..., 4 estdo sobre uma reta paralela ao eixo imagindrio

d) a equacdo nao admite solugdo
e} nenhuma das respostas anteriores

TF.32 (MACK-75} Os nimeros complexos z tais que (z-a){Z-8) =r?, com a complexo

e r real, representados no plano de Argand-Gauss, formam:

a) uma reta

¢} uma elipse com focos ema e a
d) uma circunferéncia com centro em a e raio r
e) uma hipérbole

b} uma pardbola

TF.33 (MACK-78) Seja t =2+ 3i um namero complexo. Se
A:{zEﬂ:llz—t\<1} e
B-JzEC| z=a+bi e b= 3},
entdo no plano de Argand-Gauss, A (B &:

b) uma semicircunferéncia
d) uma circunferéncia

a} um conjunto vazio
¢} um semicirculo
e) um circulo

TF.34 (COMBITEC-COMBIMED-~75) Sejam 0, z; e z, as representa¢des grdficas dos com-
plexos 0, {2,+3) e {-5,-1), respectivamente. A menor determinacdo positiva

- T .
do angulo z,0z; é:

al 120° b} 150° c} 135° d} 165° el 160°

TF.35 (CESCEM-74) As funcdes hiperbolicas coshz e senhz sdo definidas como:

z - _
cosh L inh of "
2= —— , sinhz = ————
2 2
. X+ iy z X .
onde z=XtTiy e e =e“ =g (cosy tisiny)

Nestas condigbes, podemos dizer que cosh z é igual a:

a) sinh x » siny 4 icosh x » cosy b) sinh x * cosy + icosh x *siny
¢} cosh x » cosy + isinh x »siny d} cosh x « siny + isinh x *cosy
e} cosh x »sinhx +isinx s cosy

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TF.36 (CESCEM-72) E:onsidere-se o conjunto K dos ndmeros complexos da fonmaas,sdsisse: hitp:/fuvestibular @o-r'T-w'.:b‘r‘ﬁ
onde a e b sdo nlmeros racionais. Indique qual das operagfes seguintes pode nio

ter resultado em K:

a) adigdo b) subtra¢io
d) divisdo com divisor ndo nulo

¢} multiplicagdo
e} radiciagdo

POLINOMIOS TF.45

TF.37 (CESCEM-69) Dado o polinémio P(x) = x2 - 2x, o valor de P(1 + i) sera:

a) Pi{t) + P{i) b) -2 c) 0
d) -1+ 2 e} nenhuma das anteriores.

TF.38 (MACK-73} pix) = a, x" + a, .y P a; x +ag € um polindmio.
TF.46

+ a

an

+ .. *a; +3 € asoma dos coeficientes do polindmio plx).

A soma dos coeficientes do polindmio {4x3 - 2x2 - 2x - 1)36 ¢

a) 0 b) -36 c) 1 d) -1
e) impassivel de calcutar no tempo disponivel. )

n-1

TF.39 (CESCEA-70) Seja P(x) um polindmio do 2° grau tal que:

P{0) = -20 P(1} + P(2) = -18 P{1) - 3P(2) = 6.
Entdc, o conjunto de todos os x para os quais P{x) <0 é:
a) xER Ix<-2 ou x>100 b xER |x <4 oy x > 5)
¢ xER |4 <x<s) A xEM|-2<x<10)
et xER | x <-20 ou x>1)
TF.40 (EPUSP-87) Se f(x}) & um polindmio do terceiro grau tal que f(0) = -2 f(1) = 3:

f(2)=1 e f{3) = 6, entdo-

al fla) <o b) 0 <f(4) <3 ¢l 3<14) <sg
d) f(4) >6 e) nenhuma das respostas anteriores

{GV-70) O grau do polindmio quociente resultante da operagao

Ux? + x + 105 = (x0 + 2} 1 (x3 + 1) &

al 4 b) 3 c) 7
e} nenhuma das respostas anteriores.

P(x) =

P{x) de grau 3, tais que

(1TA-70) Considere o conjunto C dos peclindmios
= P(-x} para todo x real. Temos, entdo, que:

al C tem apenas dois elementos.

b} C é o conjunto de todos os polinomios da forma
¢} C tem apenas um elemento.

d} € tem uma infinidade de elementos,

e) nenhuma das anteriores.

P(x) = agx3 + bx.

{ITA-69} Seja C o conjunto de todos os polindmios P(x} de grau 2 que se anulam para
x=1 e x=2. Seja D o conjunto de todos os polindmios P(x} de grau 2 que se anulam
para x=1, x=2 e x= 3. Entdo uma das afirmagGes abaixo é verdadeira.

b) aunido de C com D é igual a D
d) D estd contidoem C

a) C=D
c) C esta contido em D
e) nenhuma das anteriores.

TF.47 (CESCEM-~75} Considere as proposigoes:

m

|. Um polindmio cujo termo de maior grau & Agx™, (Ag #0), serd dograu (m-1)

se 0 termo independente for nulo.
Um polindmio de grau m tera, no maximo, {m +1) termos nao nulos.

.
Dois poilindmios serdo do mesmo grau quando possuirem o mesme numero de ter-

11E,
mos.

entao

a) todas sdo verdadeiras b} somente | & verdadeira c) somente !l € vergdadeira

d} somente Il é verdadeira e) todas sdo falsas.

TF.48 (EPUSP-68) Seja a, o coeficiente de x™ num polinémio de coeficientes complexos

TF.41 (ITA-70) Seja f uma fungdo real tal que f(x) = ax3 + bx? + cx + d, para todo
x real, onde a, b, ¢, d sdo niumeros reais. Se f(x} = 0 para todo x do conjunto
{T, 2,3 4, 5}, temos, entdo, que: ’
a) f(6) =a + 1 b) f(6) = a+ 2 c) fl6)=a+3
d) f{6) = d e} nenhuma das afirmagdes acima é vilida

TF.42 (ITA-77) Se P{x) & um pelindmio do 52 grau que satisfaz as condigcdes 1 = P(1)
=P{2]=P(3) = Pla) = P(5) e PI6) =0, entio temos:

a) Pi0} =4 b) P(0) =3 ¢l PQ) =9
d) P(0) = 2 e) nenhuma das respostas anteriores

TF.43 (CESCEA-70) O coeficiente da major poténcia de um polindmio P{x} do 3% grau ¢ 1.
Sabendo-se que P{1)=P{2)=0 e P(3)= 30, entdo P(-1) vale:

a) 48 b) 66 18 d} -2 e) 68

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

c)
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de grau 30. Sendo ag =-1 e a,,; =1+ia,(n >0), entdo ay & igual a:

a) -i bl 1-i c) i d) 2i e} nenhuma das anteriores

TF.49 (CESCEM-71) Seja r{x) uma fungdo racional. Ela pode ser representada de forma Gnica

P(x)

qix}
do termo de maior grau, unitario. Nestas condigdes, definimos ordem K de r(x) como:

como o quociente de dois polindmios primos entre si onde q{x} tem o coeficiente

2 X grau {qix}) se grau (pi{x}} é grau (q{x})

K =
2 X grau de (pix)) -1 se grau (pi{x}) > grau (qix))
2 -
Assim, dado o polindmio ri{x) = Eﬁ%——‘] a ordem de ri{x) é:
a) 1 b) 2 c) 3 d} 4 el 5
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TF.50 (CESCEM-70) P;(x) € um polindmio de grau n tal que:
P1{0) # 0, isto g, Pix) = agx" 4 a;x" + | (ag # 0)

PQ(X)

entdo Py (x) &

a) um polindmio de grau n

¢} uma fungio irracional

e) nenhuma das respostas anteriores.

b) uma funcdo racional ndo inteira
d} uma funcdo transcedente

TF.51 (PUC-73) Qual polindmio abaixo é identicamente nulo?

a) X< 4 x + 1 by x3 - 3x + x
c) 4x2 + (x3 - 1) + 2x d} x2 + x
e) 4x2 - (x2 + x3) + x3 + 2x - 3x2 - 2x

TF.52 (GV-71) Se m e n sdo tais ¢gue o polinémio

mn - 2)x3 + M2 -n2-3x2 +{im+n-3)x+2m -5n 4 1 éidenticamente nuio,
entdo, m? +n? vale:

al 1 b} 5 c) 4 d) 2
e} nenhuma das alternativas anteriores,

TF.53 (CESCEA-75) Sabendo que a, b e ¢ sdo tais que x2 - 2x + 1 = ai{x? + x + 1) +
+ {bx + c) {x + 1) & uma identidade, o valor de a + b + ¢ é:

a) 4 b} -6 c) 10 d) -2 el 8

TF.54 (GV-72) Para que o binomio 2x2? + 17 seja idéntico & expressao

(x2 + )2 - (x2 - a?) {x2 +a?), coma >0 e b >0, devemos ter para a~-b o

valor
a) 1 b} -3 ¢ -1
d) 3 e} nenhuma das alternativas

TF.55 (ITA-69) Os coeficientes A, B, C e D do polindmioc Pix) = Ax3 + Bx2 +Cx + D devem
satisfazer certas relacOes para que P(x) seja um cubo perfeito. Assinale a opcdo correta
para gue isto se verifique:

CIA
a) D
2 3B
B B2
b) C = 3Ti e D - 2—7??
¢} BC 3A e CcD2 . B2a?
BZ B_]
d) C - =— =
) 32 ° P om

e) nenhuma das anteriores.

TF.56 (GV-73) Um, e somente um, dos polinomios abaixo satisfaz a relacao

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

P(x) - P(x - 1} - x, para todo x real.

Assinale-o.
2l Plxl - —x2 4L x +3 b) Pix) -+ x2 - x + 3
2 2 2
1
¢) Plx] = x2 + 3x d) Plxt = x2 + 5 x -2

el P(x} = x2 +x

TF.57 {ITA-68} Dizemos que os polindmios p;y{x), py (x) e p3ix} sdo linearmente indepen-
dentes (L. |.) se a relacdo a;pj{x} +azpy(x} + agpaix) = O implica a; — a8y - a3 -0,
onde @, @y, a3 sao numeros reais. Caso contrario, dizemos que pjix), pp(x} e
pa{x] sdo linearmente dependentes (L. D.}. Os polindmios py(x) = x2 4+ 2x + 1,
ppix) = x2 + 1 e p3lx) = x2 +2x +2 sdo:

a) L. I

b} nem L. I. nem L. D.

c) L.l.se pyix}, pa{x) e p3lx) tiverem as raizes reais.
d) L.D,

) nenhuma das anteriores.
TF.58 (PUC-72) Qs valores de m, n e p para que a expressdo

(m=-1)x3 4 {n-2)x* +{p-3Ix+8
2x2 + 3x + 4

seja independente de x sdo:
al m-1 n=>5 p-2 b) m- 1 n
ch m-1 n=75 p-4 d m-1 n
1 n=3 p-6

o O

il
F 3]
T T

1]

e} m=
TF.59 (CESCEA-73) Determine a e b de modo gue a expressio

3x2 +5x -8
ax? - 10x + b
ndo dependa de x. Entdo, a + b € igual:

a) =10 b) 10 c) 8 d} ndo set.

TF.60 (GV~71) Simplificando-se a expressio:

x3 b x2-x-1 x3+8 obtém.se
x2 -1 (x +1){x +2)
x5 +4x2 - 3x +9 bl x4 +2x2 - 3x +1
(x+ 12 (x -1} {x+ 2} (x= 1) e+ 1) {x +2)
2x2 +x +2 x - 1
_— d
cl (x +1) )xwz
2x2 +5
@) ———
x +1

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TF.61 (COMSART-73) A expressao:

1 3x-3 2x + 4
x2 + 2% + 1 x2 -1 x2 + 3x 42
é eqguivalente a:
x + 2
af {x +1)2 b) x
c) ,L% ) u
x2 +2x +1 (x +1)2

e} nenhuma das respostas anteriores.

TF.82 (PUC-76) Os valores de A e B tais que:

T + x A - .
—5 = — + —— , $30 respectivamente:
x - x2 x 1-x
al 2e b) 3e2 c) te?2 d) 2e3 e} 1e3
6 - 5x A B

C - . -
3 B +——+—— onde A, Be Csdoreaise a, bec sdo
x3 -bx2 +6x x-a x-b x-c

raizes da equacdo x3 - 5x2 +6x = 0, entdo:

TF.63 (ITA-77) Se

al A--2;,B--1;,C=0 bl A=2;, B=4; C=1
¢t A-1; B=-3,C=2 d) A=5;, B=2;: C=1
e) nenhuma das anteriores.
TF.64 {MACK--77) O vator de
L + ! + ! + L + +——1 + é:
13 3+5 57 7-9 7 @2n-M{2n+1) 7
a) 1
b) -1 {Determine duas constantes A e B tais que
) 1 1 _ A N B )
€3 @n-1@n+1) " 2n-1 " 2n+1
d) 2
e} ndo sel.

TF.65 (PUC-77) O quociente da divisac do polindmio

Piixy = x5 + 3x2 + x - 1 por Pz(x):—;—(x+1), é:
al 2(x% - x3 + x2 - 2x + 1) b) 2(x% + x3 - x2 - 2x + 1)
) 2{x% - x3 - x? - 2x + 1) d) 2{x% + x3 — x2 + 2x - 1)

e} 2(x% - x3 + x2 +2x - 1)

TF.66 (CESCEA-75) O quociente e o resto da diviso de P(x) = x% +x2 +1 por Dix}=
= x2 - x + 1 sdo, respectivamente:
al x2 - x e x -1 by -x2 - x-1 e -x+2
el x2 - x -1 e x +1 dl x2 +x e x
e) x2 +x+1 e O

TF.67 (CESCEM-67) Dados os polinémios P(x) de grau me S{x}) degraun (n <ml; o

Para mais, acesse: http:/fuvestibular.com.br/  resto da divisdo do polindmio Pi{x) por S(x} & necessariamente

a) um polindmio de grau 0; isto é uma constante
b) um polindmio de grau m - n

c) um polindémio de grau menor que n

d) um polinémio identicamente nulo

e) um polinémio de grau menor gue m - n

TF.68 (EESCUSP-66) Seja Q o quociente e R o resto da divisdo de um palindmio A por um
palindmic B. Entdo, quando A é dividido por 28B:

. . , . Q R
a) o quociente ¢ 2Q e o resto 2R b} o quocente é 3 € O resto 5

. Q . .
c) o guociente & 5 eoresto & R d) o quociente ¢ 2Q e oresto R

e) o quociente & 2Q e o resto %

TF.69 {(CESCEM-70) Dividindo (x3 - 4x2 + 7x - 3) por um certo polindmio p{x) obtemos
quociente (x - 1) eresto (2x - 1). O polindomio p(x) éigual a:

a) 2x2-3x+2 b} x2 - 3x+2 c) x2-x+1
d) 2x2 -3x +1 e) nenhuma das anteriores

TF.70 (MACK-76) Se Alx) = 3{x - 2}(x2 - 1) - (2% - 4}(x2 + 3}

"

Bix} = -2x - 8 + (3 - x)(x - 4)

Alx)

Fix) - Bix)

entdo, para todo x do dominio de F, tem-se:

a) Fix})=x +3 b) Fix) = -x - 3
c) Flx) = -x+ 3 d} Fix} =x-3
e) nenhuma das alternativas anteriores € correta
TF.71 (CESCEM-77) Se pi{x) = 2x3 + x2 - 8x e qix) = x? - 4, entio E%
X
al 2x + 1 b) 2x + 5
c)2x+1+x244 d)2><+1-x2_4

1
e) 2x+1+x2‘1

TFR.72 (ITA-71} Dividindo o polindmio Pix) = x3 +x2 +x + 1 pelo polindmio Q(x) obtemos

o guociente S(x) = 1 +x e o resto Rix) = x + 1. O polinomic Qix} satisfaz
a) Q2) =0 b} Q{3) = 0 c) Qo) #0
d) Q1) #0 e) nenhuma das anteriores

TF.73 (PUC-77} Se a divisdo da polindmia Pyix) = x3 +px2 - gx + 3 por Pylxi= x2 = x + 1,
for exata, entdo os valores de p e g sdo, respectivamente:

a) 2 e b) te2 ct 2e2 d} 1 e e} 3e3

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TF.74 (PUC-70) Para que valor de m o resto da divisdo de P (x) = 4x3 - 3x2 + mx +1 por
Py (x}) = 2x2 - x + 1 independe de x?

2 1 3 5
a} m=—= b) m=¢ c) m=% d} m=—-

e) nenhumga das anteriores

TE.75 (CESCE A-75) Sabendo-se que um polindmio P{x} do 49 grau é divisivel por (x - 2)3
eque P{0)--8 e P(1)=-3, ovalorde P(3) é:

al 10 b) -8 ch 6 di 7 e) 3

TF.76 {iITA-71) Seja P{x) = ag + ayx + apx? + azx3 + .. + ajpox9%, onde ajpg=1, um
polindmio divisivel par (x + 9)100. Nestas condi¢Bes temos:

100! 9g!
_ 98 .Y L
al a3 = 50X 99 %9 bl @ = 5loar ¢ 92 = Frgg]
192
d) a; = 10019 e) nenhuma das anteriores

21 98!
TF.77 (PUC-70) Uma condicio necessaria e suficiente para que um polindomio Pi{x] de coefi-
cientes inteiros seja divisivel por (x +a) é que:

b} seja divisivel por i(x - a}
d) -asejaraiz de P(x)

a) sejadivisivel por [x +a)2
c) asejaraizde P(x)
e) nenhuma das anteriores

TF.78 (CESCEA-68) Se n >>1 & um numero natural entdo o polindmio P{x) = 5x™ - ax™! 4
e tal que:

a) Plx) édivisivel por x-n

c) Pix} édivisivel por x -1
e) P(x) édivisivel por x +2

b) P(x) édivisivel por x +1
d) P{x) édivisivel por x2 -1

TF.79 (MACK-76) O resto da divisdo de kx? +x -1 por x + 2k &
a) -2k-1 b) k-1 c) 4k?2 -2k-1
d} k3 -k-1 e) 4k3 -2k -1

TF.80 (CESCEA-73} Os coeficientes ag, ay, ..., a,, do polindmia P{x)=ag +a;x +..+ anx”,
formam, nesta ordem, uma P.G. de razdo 1/2. Entdo, o resto da divisdo de P(x) por

x+2, é:
al 0 senéimpar b} O sen é par
c) 0 seag =1 d) néo sei.

TF.81 {(MACK-77} O resto da divisdo por x - b, do polindbmio

1 x x2 x3 x4
1 a a* a3 a

Pix) - 1 b b2 b3 bl , &
1 ¢ ¢ ¢3 8

i d d2 g} d*

a) (x-ali{x-c)ix-d seabed #0

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/ g} em geral, um polindmic ndo nulo de grau 3

¢} o polindmioc nulo se e somente se a= b =c=d
d) sempre o polindmio nulo
e} ndo sei.

TE.82 (CESCEM-73) A divisdo de (x999 -1) por (x - 1) tem resto R(x} e quociente Q(x).
Pode-se afirmar que:

al Rix) =-2 e Q(x) tem grau 998

b} Rix) =0 e Qix} se anula para x = 0
¢} Rix) =-2 e Qlx) se anula para x = -1
d) Rix) =0 e Qx) vale 1 para x =10

e) Rix) =-2 e Qix) vale 1 para x =0

TF.83 (EPUSP-67) O resto da divisdo de um polindmio P(x) por ax - b é:

a) Plo) o) PL2) o L. pib)
a a
d) a - P(-tal) e} nenhuma das anteriores.

TE.84 (PUC-71) O valor de k para o qual o polindmio P{x} = 6x5 + 11x% + 4x3 4 kx? +
+ 2% +8 & divisivel por Q(x) = 3x +4 &

a) -3 b} -2 ¢} -1 d) 2 el 3
TF.85 (CESCEA-75) Assinalar a afirmacao falsa:

a) Bx4 +6x2 -~ 11 édivisivel por xZ - 1

5 5
x5 -y . . .
b) _Xﬁ_i = x4 + x3y + x2y2 + xy3 + y3, quaisquer que sejam os reais x e vy,
-Y
com x Fy

¢) Se n 222 éum inteiro, entdo, o resto da divisdo de 4x"+3x™2 +1 por x-1 &8

34 x2 +x+1
d) L—X}L1— =x2 +1, paratodoreal x -1

e) Se n_=2 éum inteiro, entdo, o resto da divisdo de 4x™ +3xM2 41 por x+1 é 8

TF.86 (ITA-76) Os valores reais a e b, tais que os polindmios
x3 - 2ax2+ (3a+ blx - 3b e x3 - (a +2b)x + 2a
sejam divisiveis por x + 1, sdo:

a) dois nameros inteiros Positivos

b) dois nimeros inteiros negativos

c) nimeros inteiros, sendo gue um e positivo e 0 outro negativo
d) dois numeros reais, sendo um racional e o outro irracionat

e} nenhuma das respostas anteriores.

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TF.87 (MACK-75) Sabe-se que os restos das divisGes de y2 + ay +2 por y~-1 e y +1 T
sdo iguais entre si. O valor de a §: Para mais, acesse: http://fuvestibular gom.ﬁr/

a) 0 b) 1 c) 2 dl 3
e} impossivel de ser calculado com a informacdo dada

2x% + 8x3 - x2 + 16 por x + 4.

2 8 -1 0 16
TF.88 (CESCEM-76) O guociente de 2x% - 5x3 - 10x -1 por x -3 é:
a) 2x3 - 11x2 + 23x - 68 b) 2x3 - 11x2 + 33x + 109 -4 8 b 4 ¢
c) 2x3 - 11x2 + 33x - 109 d) 2x2 + x -7
f
el 2x3 +x2 +3x -1 2 : c ¢

TF.89 (GV-74) O quociente da divisdo do polindmio  (4x% + 6x3 - 7x2 + 8x - 7) por

(2x + 3) é: a) -16

a) 4x3 - 14x + 74 b) 2x3 - 7x + 37

TF.95 (CESCEM-70} Se P(x} é um polindmio divisivel por

Entdo a+b+c+d+e+f vale:

b) 19

cl 16 dl 21

94 (GV-74) Sejam a, b, ¢, d, e, f 0s nimeros que aparecem no dispositivo (de Briot-Ruffi-
ni) para o célculo do quociente e do resto da divisio de

el -13

{(x -a) e por (x-b} podemos

¢) 2x3 - Fx* 377 d) 2%3 - 7.3 concluir que (x - a) {x - b} divide P{x):
7 37 2 4 a) sempre b) desde que P’{a) = P'(b} = 0
db 2x3 - 2% c) desde que Pla + b) = Plab) = 0  d) desde que a b

TF.90 (GV-73) Assinale a afirmacdo verdadeira:

a) x5 -a%=(x-a)({x%+ax3+a2x2 + adx + a%)
bl x5 -a%=(x+a) (X -ax3+a2x2-3a3x + a%)
c) x4-a%=(x-a)(x3-ax?+a2x-al)
d) x%+a% = (x+a)(x3-ax2+alx-al)
e) x5 -1 = {x~1)({x*+x3+x2-x+1)

al m
d m

TF.97 (CESCEA-72) Se aeb

x3 + ax?2 + bx + 20

TF.91 (MACK-69) Na divisdo do polinémio 5x5 +ax3 +bx2 +3x +1 por x-2, en-
controu-se o quociente 5x% + ex3 + dx2 + ex + 115.. O resto é:

- -18,
=21, n=21

seja divisivel por

a) -229 b) 229 c} -231 d} 231 a) -21

e} impossivel de determinar sem conhecer a, b, c, d, e

TF.98 (GV-71)
divisivel por

TF.92 (CONSART-74) O polindmio Pix) que satisfaz a iguatdade
(3x + 2) «P{x} = 3x3+ x2-6x -2+ Plx) é:

b) -20

a) x?+4Ax +4

a) x3~2x -2 b) x2-2 ¢) x3+ 3 db x3 - 3x+1

dy x3-6x -2 e) {x - 1) (x4 x + 1)

TF.96 (CiCE -68) Determinar
seja divisivel pelo polindmio x2 - 2x - 3.

n=20

e) nenhuma das anteriores

m e n no polindmio 2x% + 3x3 + mx? - nx - 3 para que

bl m=19, n=-23
E) m=-17, n=24

x2 -Gx + 4, entdc a+ b vale:

cd m=-19, n=23

c) 15 d) 20

Determinando-se m e n de forma gue
x2 - 5x - 6, o quociente dessa divisdo

b) x2 -4
el (x-3){x+4)

TF.99 (MACK-73) O polindmio x2N - aZn é divisivel por

TF.93 (CESCEA-70) O quadro

1,32 1 0 -0,52 -1,626
1,32 1,7424 1,613568
1 1,32 1,2224 -0,012432

TF.100 (PUC-76} Os valores de a e b de modo que o polindgmio
seja divisivel pelo polinémio Pyix) = (x - 1)2, sdo:

¢ o dispositivo pritico de Briot-Ruffini, da divisdo de determinado polinégmio P(x)
por determinado binédmio linear D{x}. Entdo, o valor de P{x) + D(x) no pon- al a
to x=1 & cl a
a) -1,466 b) -0.826 ) 1 d} -0,332432 ) 0,854 el a

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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a) se, e somente se,
b) se, e somente se,
c) se, e somente se,
d) se, e somente se,
e} qualquer que seja o nimero natural n

2 e b=-3

1T e b=3
-3 eb=2

n
n
n

a

for um namero natural par
for um nGmero natural impar
=1loun=2

=1

b)a=3 e b=-2
d a=3 e b=-1

sao determinados de forma que o polindmio

e) ndo sei

x% - x3 - 22x2 + mx + n seja

serd:

¢) x2+4x -10

x2 - a?

Pilx}) = x3+ax+b
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TF.101 (FFCLUSP-69) Para todo nimero natural n 2> 1, o polindmio

Pix) =1x" - 1) (x - 1) é divisivel por:
al x2-4 b) (x - 1)2(x + 1) el (x -2 (x -1
d) {x = 13 (x + 1) e) nenhuma das anteriores

TF.102 (MACK-74} Um polindmio desconhecido ao ser dividido por x - 1 deixa resto 2
e ao ser dividido por x -2 deixa resto 1. Entdo o resto da divisdo desse polindmio
por {x -1)(x-2) é

al x -3 bl -x + 3 ¢) x +3 dl x -5 g) -x +6

TF.103 {ITA-75}) Se dividirmos um polindmio P{x} por x - 2 o resto é 13 e se dividirmos
P{x) por {(x-2) o resto & 5. Supondo que R{x) & o resto da divisio de P{x)
por x2 - 4, podemos afirmar que o valor de R(x), para x =1 &é:

a) zero b) 7 c) 9 d) t1
e) nenhuma das anteriores

TF.104 (PUC-72) Os restos das divisdes de um polindmio  P(x} pelos bindmios (x + 1},
{(x -1 e (x-2), sdo, respectivamente 5, -1, -1, Entdo o resto da divisio de
P(x) por (x + 1) {x - 1) {x - 2) é:

a) x2+ 3x -1 b) x2+3x+2 c) x2-3x+2
d) x2-3x+ 1 e) x2+3x+3

TF.105 {CESCEA-72) O coeficiente de x3 no polindmio P(x) do terceiro grau que se anula
para X =-1 e tal que dividido separadamente por x -1, x+2 e x + 3 deixa
sempre resto 10, é:

al b b} 10 ch 1 d)% e} nado sei
TF.106 (GV-75) O resto da divisdo de polinémio
2x5 ~15x3 + 12x2 + 7x -6 por {x - 1) (x -2} {x+ 3} é:
a) x2-2x+5 b) -8B ¢c) x-4 d) 1 el O
TF.107 {ITA-68) Suponhamos que os polindmios Plx), Qix), pix) e qlx} satisfazem as
seguintes condic¢des:

Pix) - p(x}) + Qix} - g{x) = 1 para todo x complexo
P{q(1}} = 0, Ql0) =0

Assinale a afirmacdo correta:

al P(x} é divisivel por S{x) = x b} Pi{x} e Q(x) ndo sdo primos entre si
cl Qip(1}} =0 d} pix) ndo é divisivel por Rix) = x ~ 1
el pl0} =0

EQUACOES POLINOMIAIS

TF.108 (PUC-76) Uma raiz da equacdo 2% -z -1+ = 0 é&:
a) i b} -i c) 1 d} -1 e} O

TF.109 (MACK-75} O valor de m de modo que -1 seja raiz da equacao

n+1 Para mais, acesse: http//fuvestibular.com.br/ x3 + (m+2)x2 + (1 -mjx -2 = O & igual a:

al 0 b} -1 ch 1 dy -2 e} 2

TF.110 (CESCEM-74) Se o niamero complexo z = 1+i & uma das raflzes da equagdo
x8 _ a, ovalordeaé:

al 4 b) 16 c) 128 d} 16i e) 128i

TF.111 (CESCEM-71) Uma equacdo de 39 grau cujas raizes sdo 1, 2 e 3 &:

b) x3 - 6x2 + 11x -6 = 0
d) x3 + 6x2 - Ix + 6 = O

al x3 + 6x2 - 11x + 6 - 0
c) x3-6x2 +7x -6=0
e) x3 - 2x2 + 3x -6 =0

TF.112 (CESCEA-77} As raizes do polindmio Plx) - x3+ mx2+nx+p sdo 1, 2 e 3. 0
guociente de P(x} por x-3 é&:

a) x2+2 b) x2 - 3x+ 2 c) x2+3x-2 d} x2 -2x+ 1 e) x2 -2

TF.113 (COMBITEC-COMB!MED-75) Sobre as raizes da equagdo x% - 20x2+ 36 - 0 pode-
mos afirmar:

a) formam uma sucessdo de 4 numeros em progressdo geométrica
b) duas sao camplexas conjugadas e duas sdo reais

¢) nenhuma delas é real

d) formam uma sucessdo de 4 nGmeros em progressdo aritmética
e) sdo todas racionais

TF.114 (CESGRANRIO-COMCITEC-73) Dada a equacdo x8 -~ 13x% + 36 = 0, tem-se que:

a) admite 4 raizes reais irracionais b} admite 8 raizes reais
¢} ndo admite raizes reais d) admite 4 raizes reais inteiras
e} as 4 afirmativas anteriores sdo falsas

TF.115 (CESCEM-70) Se A é uma matriz quadrada n X n, | é a matriz identidade de ordem
n, entdo o determinante da matriz {A - x1) é um polinomio de grau n na variavel x,
cujas raizes sdo chamadas valores proprios de A, Entdo os valores proprios da matriz

1 1 1
1 1 1 530
1 1 1
a) -1,0;1 b} 0;1 ct 0;-1;3 dl 0,3 e) nenhuma das anteriores

TF.116 (PUC-74) A multiplicidade daraiz x - 1 daequacio x*-x3-3x2+5x-2=0 &
al 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 5

TF.117 (CESGRANRIO-76) Uma das raizes do polindmio x3 + 4x2 + x-6 ¢ 1. Com re-
lac3o as outras raizes do polinomio podemos afirmar que:
a) ambas sao negativas b) uma é negativa e a outra & positiva
c) ambas sdo positivas d} uma delas é nula
e) sdoc complexas com a mesma parte real

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TF.118 (GV-73) Sabendo que P{x) = -x% + 11x3-38x2 + 52x-24 tem uma raiz du- » TF.124 (CESCEA-73) Assinale a afirmagdo verdadeira:
pla x = 2, odominic de definicdo da fungdo fi{x) = tog [P(x)] &:Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/ L B
a) Seaéraizdaeguacio x3 + 4x2 + Bx + 2 = 0, entdo, a ¢ Z, onde 2 =con-
a) {" ER[x#2 e x# 3} b) {x ER[2 < x < 3} junto dos ndimeros inteiros relativos
c) {X ERI|1 < x < 6} d) {" ER[x< -1 ou x> 7} b) Seja Pl{x} um polindmio do grau n. Entdo:
el {(x ERIT<x<2 ou 2< x < 8} x + a divide P{x) <= Pla) = 0
TF.119 (SANTA CASA-77) O polindmio pix) = ax5+bx?+cx3 +dx2 +ex +f & divisivel cl Se P{x} & um polindmio do grau n, entdo, existem nimeros reais ay, az,...,anp
\/— = taisque Plx) = (x-a;}(x-ap)...(x~a,)
por gyix}=-2x2+ V'5x epor gylx}=x2-x-2 Entio pix) tem:
a}l cinco rafzes reais d) nio sei.
b) trés raizes reais e duas complexas
c) quatro raizes reais e uma complexa TF.125 (PUC-70) Sobre um polindmio na indeterminada x de coeficientes inteiros e de grau no
d) duas raizes reais e duas complexas maximo n que se anula para n+ 1 valores distintos de x, pode-se afirmar:
e) uma raiz real e quatro complexas a) é constante b) éde grau impar ¢) é de grau par
d) é identicamente nulo e) nenhuma das anteriores
TF.120 (ITA-67) A equacio agxS+a x?+asx3 +asx?+asxtag = O
a) s6 admite uma raiz de multiplicidade 5 TF.126 (EPUSP-67) Qual é o coeficiente de x"*! no polindbmio  x"*3 + axn*2 + cujos
b} se tiver apenas 2 raizes de multiplicidade 1, existe uma raiz de multiplicidade 2 zeros s40 0 com multiplicidade 3, 2 com multiplicidade' n?
c) se tiver uma raiz de multiplicidade 3, tem duas rafzes de multiplicidade 1 al 0 b) 2n c) 2n(n+ 1)
d) se tiver apenas 4 rafzes distintas, uma delas tem multiplicidade 2 d) 2nin-1) e} nenhuma das respostas anteriores
e) se tiver uma raiz real, todas serao reais
TF.127 (EPUSP-68) O polindomic
TF.121 (GV-73) Se a e b so raizes do polindmio Pix) entdo: x4 tsen 1° + cos 199x17 4 {sen 1° + cos 1°)(sen 2° + cos 2°)x! 78 +
al ograude Pix) & > 2 ou Pi{x) identicamente nulo + (sen 1° + cos 1°H{sen 2° + cos 2°)sen 3° + cos 3°1x'77 + ..
b) o grau de P(x) & menor ou igual a 2 a) tem o produto das raizes igual a 1
¢} o grau de Plx) seré 3 b) admite zero como raiz simples
d)) o gr:u dedP(x) e r:exatamente 2 ¢} admite zero como raiz de multiplicidade 46
& nenhuma das anteriores d} ndo admite raizes reais
e) nenhuma das anteriores
TF.122 (CESCEA-73) Considere as afirmagdes '
i. Seja Plx) = agx" + a;x"-1 + ,  + an. Entdo: TF.12B (ITA-72) Seja a equacdo P{x} = 0, onde Pix) & um polindmio de grau m. Se P{x}
P(x) = O paratodo x real <= ag =8 =...=ap=20 admite uma raiz inteira, entdo P{-1} - P{Q) « P(1) necessariamente:
. 2 . al vale5 b) vale 3 ¢} édivisivel por &
2. Sejam Px) = (ax+2}x+bx+4 e Qix) = x2 + 5x + ¢. Entdo: d) édivisivel por 3 e) nenhuma das anteriores

TF.123
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P(x} = Q(x} paratodoxreal <> a =1:b =3 e ¢ = 4
. TF.129 (CESCEM-76) O polindmio de grau 3
3. Todo polindmio P(x} do grau n, admite no maximo, n ralzes reais. cujo gréafico esta esbocado na figura ao v

entao: lado tem

. uma raiz igual a -2, uma raiz igual a
3 e uma raiz complexa

. termo independente igual a -3

1. uma raiz real e duas complexas

a) todas sdo verdadeiras b} 1 e 3 sdo falsas
c) 2e 3 sdo falsas d) n3o sei I

{ITA-70) Considere os polindmios P(x) = agx?®+ apx3+ayx? razx+a,, degraud, i
taisque P(2) = P(3) = P(4) = P(r) = 0, onde r &{2 3, 4} Temos, entdo, ne- a) somentele‘correta
cessariamente, que: b) somente I é correta

c) somente lil é correta
al ap > 4 b,,) 3 < 0 c) ap = 0 d)ag > 0 d) apenas | e || sdo corretas
e} nenhuma das afirmacdes anteriores é valida

e} apenas |l e |11 sdo corretas

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TF.130 (ITA-74) Se a, b, ¢, s30 rafzes daequacdo x3 - 2x2 + 3x - 4 = 0, entdo ovalorde

TF.136 (CESGRANRIO-77) O produto de duas das raizes da equagdo

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

.1_+.1_+.]. é
a b ¢

1 1 3 3
a)4 b)—4 c)4 d)2

e} nenhuma das respostas anteriores

TF.131 (ITA-75) Sendo a, b, ¢, d as rafzes da equagio 2x% - 7x3 + 9x2 - 7x + 2 = Q,
poderos afirmar que:
al @, b, ¢, d sfo reais positivas
b) a? + b? + ¢2 + d? éigual a 1;
¢} a, b, ¢, d ndo sio reais
d) LI

1. .
—_— 4
bed acd abd abe € a soma das raizes

e} nenhuma das anteriores

TF.132 (FEI-67) Sendo a, b, ¢ as raizes da equacde 2x3 - 3x2 + 6x + 1 = 0, o valor
da expressdo a?b? + b2c? + ¢2a? é:
19

a) 19 b) 31 c) T

31 ‘
d) Y e} nenhuma das anteriores

TF.133 (E.E.LINS-68) Sendo a, b, c as raizes da equagdo x3 + x-1 = 0, entdo o valor de

al 1 b} 2 ¢t O d) ndo se pode calcular

TF.134 (ITA-73) Seja a equacdo do 4P grau x% + qx3 + rx? + sx + t = 0, ondeq,r,s,t,
sdo nGmeros racionais ndo nulos tais que: L, M, N, P sdo raizes reais dessa equacio.

O valor de
L M N P
—— f — + — e
MNP LNP LMP * LMN
a) (g2 -2r)/t b) {g2 -r+s)/t c) lg?-rl/t
di AU A e} nenhuma das anteriores
r S t q

TF.135 (CESCEM-73) Sejam S e P, respectivamente, a soma e o produto das raizes da equagao
x3 + ax + \/3 = 0, ondeaé um nimero real.
Assinale a assertiva correta.
al S¥* 0, se a¥# 0
b) S = 0, somentese a #* 0
c) Se aforinteiro, P é inteiro
d) P éirracionai qualquer que seja a

e} P é irracional somente se a for irracional

2x3 - 19x2 + 37x - 14 = 0

¢ 1. A soma das duas maiores raizes da eguagdo é:
a) 7 b) 8 cl 9 d} 19/2 e} 19

TF.137 {(CESCEA-75) Chamando-se a, b e ¢ as raizes da equacdo

x3 - 2x2 -9x + 18 =0

e sabendoseque a >> 0 e c - -a ovalorde a+b é:
al -1 b) & c) 8 d) 3 e} 2

TF.138 (GV-73) Sejam a, b ec, com a < b < ¢, as raizes da equacao
x3 - 10x2 + 31x - 30 = 0. Sabendo que uma raiz € a diferenca entre as outras
duas, o valorde a -b + ¢ &
a) 3 b) 5 cl 6 d) ¢ e} 4

TF.139 {MACK-75) Uma raiz da equagio x3 - 4%x2 + x + 6 = 0 & igual a soma das outras
duas. As raizes dessa equagdo sdo:

al 2,-2,1 b) 2,-1,3 ¢l 3,-2,1
d) 1,-1,-2 e} nenhuma das anteriores

TF.140 (CESCEM-68) O produto de duas das rafzes da equagio x3 + bx? + 2x +d - 0,
é igual a 2 e a soma das mesmas raizes é diferente de zero. A 32 raiz vale:

b
a) 2 b} é complexa c) T d) 0
e} qualquer valor real conforme os valoresde b ed
TF.141 (COMBITEC-COMBIMED-75) Uma das rafzes do polindmio  pix} - x3-x2+x-1 &
x = 1. O produto das duas outras rafzes é:
a) O b) i c) 1 d} -1 e) -i

TF.142 (PUC-70) Os valores de h para que a eguagdo x3 + hx2 + {(2h + 1)x + 1 - O,
admita duas raizes opostas sdo:

1
a) 0 ou b)%ou—‘l c)10u—5 d} 2 ou 3
e) nenhuma das respostas anteriores
TF.143 (EESCUSP-67) A equacdc x3-ax2+bx-c = 0, tem duas raizes simétricas se:

al ab = ¢ b)a=-b=c c} abc = -1 dia-b=c¢
e} nenhuma resposta é verdadeira

TF.144 (CESCEA-76) Sendo ¢ a maior das trés raizes a, b e ¢ da equagdo x3 +6x2 + 11x +6 =0,
e sabendo-se que uma delas & média aritmética das outras duas, o valorde a+b + dc 6:

a) -9 b} -12 c) -10 d} -8 e) -7

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TF.145 (MACK-76) As raizes da equacdo x3 - 6x? + kx + 64 = 0 est3o em progressdo TF.154 (iTA-76) A equagBo 4x3 - 3x2 + 4x - 3 = 0 admite uma raiz igual a i (unidade

geométrica, O valor de k é: Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/ imaginaria}. Deduzimos, entdo, que:
a) -10 b) -18 c) -24 d} 16 el 12 a) tal equacdo ndo admite raiz real, menor que 2
b} tal equagdo admite coma raiz, um namero racional

TF.146 [CESCEA-74) Seja Plx) = x3 + ax2 + bx + ¢. Sabendo-se que P(x) + P(-x) & c) tal equagdo néic admite como raiz, um nimero positiva

um trindmio que seanulapara x = -2 e x = 2 e com coeficiente de x2 igual a 2, d} tal equagdo nido possui raiz da forma bi, com b < 1

entdio, 0 produto das raizes de P(x) &: e) nenhuma das respostas anteriores

al 4 b) 1 c) 2 d) 3 e) nao sei . ~

TF.155 (CESCEM-73) O nimero 2 + 3i érasizdaequagdo x2 + bx + ¢ = 0, combe

TF.147 {FFCLUSP-66) Se x;, x5, x3 com 0 < x <1, i=1,2,3 sdoralzes da equa- c reais. Podemos entdo afirmar que:

¢80 x3 + bx? + cx +d = 0, entio: a) ¢ éum namero {mpar b) b é um ndmero irracional

a) b ec tém modulo menor que 3 Bl b=3 ¢ ¢=-3 ctd> 1 ¢) ¢ é&um nimero irracional d) b e c ndo estdo univocamente determinados

db>-1 e ¢<1 e} ndo ha equacdo satisfazendo & condigdo dada e} b éum namero impar

TF.148 {ITA-77) Os valores reais de a e b, para os quais as equacdes x3 + ax2 + 18 = 0

3 . TF.156 (FFCLUSP-69) Sabe-se que a equacdo algébrica x%-ax3+bx2-cx+d = 0 onde
e x>+ bx + 12 = 0 t8m duas raizes comuns, sio:

a, b, ¢, d sdo nGmeros reais, admite 1 como raiz dupla e i {unidade imaginéria) como

al a=1; b=2 b) a=-1; b=4 et a=5 b=3 raiz simples. Os valores de a, b, c, d sio:
dl a=-4; b=1 e} nenhuma das anteriores al 3= -2 b -2 ¢ -2d <2 bla=2b=2c=2d<2
cla=2b=2c¢=2d=1 dla=-1;b=3¢c=3d =1

TF.149 (MACK-75) Sabe-se que o nimero complexo i € solugdo da equagdo x4 - 3x2 -4 - Q.
Entéo: TF.157 (E.E.LINS-67) Uma raiz de uma equagdo de terceiro grau com coeficientes reais &

a) essa equagdo tem uma solugdo de multiplicidade 2 1 + ai easomadas demais ralzes é 3- 2i. As raizes dessa equagao sdo:
b) as solugdes dessa equagio formam uma progressdo
c) aequagio tem 2 solucdes reals irracionais

d) aequacdo tem 2 solucdes reais racionais

e) aequagdo nio tem solucdes reais

al 1-i, 2-i, 1+i b) 2,1-2i, 1+2i cl 0,3-2i, 1+2i
d} 3,-2i, 1+2i e) nenhuma das anteriores

TF.158 (CESCEM-70) Sabe-se que o polindmioc Pix) tem:

TF.150 (CESGRANRIO-COMCITEC-73} A equagdo  x3 + ax2 + bx + ¢ = 0, coma,b,c € R. 1. Uma (nica raiz inteira x; de multiplicidade p. o
2. Uma Unica raiz racional ndo inteira x, de multiplicidade q.

a) possui sempre raiz nao real 3. Uma Unica raiz irracional x5 de multiplicidade r.

b} pode ndo ter raiz real

. v . P{x}
€} pode ter apenas Uma raiz imaginaria Pode-se ent&io concluir que a fungdo racional R (x} < p? (x=-1) + P° (x + 1)
d) tem pelo menos uma raiz real o
e) ndo satisfaz a nenhuma das quatro afirmativas acima a) ests def{n!da para todo x complexo " . L
b) esta definida para todo x # x; mas ndo esta definida para x = x;
TF.151 (PUC-74} O grau minimo que um polindmio de coeficientes reais admite, sabendo que ¢l el|m|taF!a p;éra.dtodo x real 1 £1, %01 +1 x3-1 %3+ 1
Zp =1 +i e 23 =-1+1 sdoraizes, & d} nado esta definida nos pontos_xl, Xz, X3, X3 -1, X , X9 =1, xq L X3 -1, x3
° e} nenhuma das respostas anteriores
a) 1°grau b} 2° grau ¢} 3°grau d} 4° grau e) 5°grau
L TF.159 (GV-73) Considere a equagdo polinomial P{x) = 0, com coeficientes reais, e o
TF.152 (MACK-78} Os coeficientes do polinémio p sdoc reais e sabe-se que ele passui trés intervalo aberto ]-1, 2[. Sabe-se que P{-1) > 0 e P{2) > 0. Nestas con-
raizes, duas das quaissdo O ei (i = -1). Entdo p pode ser: digbes podemos afirmar que:
a)l x4 -x? b} x4+ x2 ) x%-x d) x%+ x el x4+ 2x

al existe um nadmero par de raizes reais ou ndo existem raizes reais da equagdo
Plx) =0 em ]-1.2]

TF.153 {(MACK-~74) Os nimeros complexos 1 + i,1+i2 e 2-i sdo raizes do polind- b} -1 e 2 sdoraizesde Pix) = 0

mio P de coeficientes reais. Podemos afirmar que o grau de P & necessariamente: ¢} ndo existem raizes reais da equagio em ]- 1,2 [ , nunca
a} par b) impar ¢} maior ou igual a seis d) onimero de raizesde Pi{x}) = 0 em ]-1, 2[ & impar
d} maior qu igual a quatro e) igual a trés e) ograficode Plx} estd sempre acima do eixo dos x

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TF.160 (CESCEM-70) O grifico acima € o de um polindmio cujos zeros reais estdo todos no
trecho desenhado. Esse polinomio

a) pode ser do 39 grau b} pode ser do 52 grau ¢} pode ser do 69 grau
d} pode ser quadrado perfeito e} nenhuma das anteriores.

TF.161 (GV-74) Dentre.as equacoes seguintes, assinale aquela que tem pelo menos uma raiz r,
satisfazendo, a condicdo 1 < r < 2.

M x5 +2x3+ x+1 =0 (vl x3 -9x + 4 = 0;

(i x5 -3x2+x-4=0; v) x4+%x3+x+20:0.
an 2x3 - 7x2 + 4x+4 = 0O,

a) ) b) (V) ch Gy d) (1v) e} (1)

TF.162 (I TA-76) Em que intervalo estdo as rafzes reais da equagdo:
x5 - 6x% + 2x3 - Bx -9 = O7
a) [150;200] b) [-14; -12] c} [12; 13}
d1 {-10; 10] e} nenhuma das respostas anteriores

TF.163 (ITA-77) Seja IR o corpo dos nimeros reais. Em relacdo a equagdo
5x3 - 15x2 - 16x - 20 = 0, x €IR, podemos afirmar que:

a} ndo tem solugdo inteira b) tem somente uma solucdo
¢} tem somente duas solugoes distintas d) tem trés solugdes distintas
e¢) nenhuma das anteriores

TF.164 (CICE-68) Determinar a cota superior da raiz positiva da equagdo
2x6 + 3x5 + 10x? - 7x3 - 12x2 + x - 4 = 0

a) 1 b) 2 c) 4 d) 5 e} 3

TF.165 (ITA-74) O conjunto dos valores de k, para os quais fix) = x3 - 2x2 + 3x - k
tem um ou trés zeros reais entre 1 e 2, &

a) k< 2 b) 1 < k<2 ) 2>k ou k> 86

d k > 7 e} nenhuma das respostas anteriores

TF.166 (UNICAMP-67) O valor de k tal gue a fungdo y = x3 - 2x2 4+ 3x -k tenha um
zero entre 2 e 3 é:

a) k<6 ou k> 18 b

b k>0 ch k<0
dl k < 6 e) 6 < k < 18

- 3 35 7 6 b 7 11 9 13
Scpcce: Jocti 7 (CESCEM-73) Dentre f Z L= - - = - - = X
Para mais, acesse: http://fuvestibular cHEp18 nire as Tracoes 4'7'8°8°10° 11’ 12' 13’ 1€’ 16" podem
ser raizes da equagdo 16x6+ax5 +bx4+cx3+dx2 +ex+46 = 0 (a, b, c,d, e inteiros}
3 5 7 1
a) 2 ¢ 3 b} T T c) 7 e 13
5 7 13 5
d —_ _ —_— —
YRR ¢ 16 1

TF.168 (CESCEA-73) Sejam a < b < ¢ as raizes da equagdo x3 + 2x2 - x - 2 = 0.
Entao, a + 2b + ¢, vwvale;

al 2 B) 3 c) -3 d) 1

TF.169 (CESCEM-68) O namero de raizes inteiras da equacdo: x%+8x%+21x2+60-0 é:

at 1 b} 2 c) 3 d) 6 e) nenhum dos valores anteriores

TF.170 {CICE-68) Resclver a equagdo: x5 - x4 - 82x3 - 281x2 - 279x - 198 = 0

a) 11, -3, -6, 2, 4 b)7,-3,ia\/_2§,_2ta£
2
o 1, -3, -6, - % +j _‘23 d) 11, -3, -6, 4, -1

e} 11, 3, -6, -2 £ \/Tg

TF.171 {CESGRANRIO—COMCITEC~73) Sejam e § rafzes da equagio x° + x> +x +1 =0
Tem-se entdo que:

a) L ¢ raiz da equagao

b) @ + {3 & raiz da equagdo
c) aff ¢é raiz da equagio
dl o® & raiz da equagio

e) as quatro afirmativas anteriores sdo falsas

TF.172 {MACK-75) O polindmio x7 - 2x8 + x5 - x4 + 2,3 - x2 = 0 tem:

a} 2 raizes duplas
b) 1 raiz tripla

c} 4 raizes ndo reais
d) 6 raizes ndo reais
e} 3 raizes duplas

TF.173 (MACK-69} A equagio 7x3 - 3xZ + 2x - 11 = 0

a) admite uma raiz complexa de multiplicidade 2
b) ndo admite raizes reais

¢l zero & a raiz da equagéo

d}! o produto das raizes é — 71

e} as quatro sentencas acima sdo falsas

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TF.174 (EESCUSP-69} Dada a equagdo px3 + gx2 + rx - 1 = 0, entdo,

a) & possivel achar valores reais para p, q e r de modo que 1, 2, 3 e 4 sejam
rafzes desta equacéo

b) & ssivel achar valores reais para p, g e r, com p inteiro, de modoque 1, 3 e
\/%O sejam raizes desta equacgao

c) zero é raiz desta equacao

d) ¢ possivel encontrar valores reais para p,q er de modo que 1, -1 e 2 sejam
raizes desta equagdo

e) nenhuma das respostas é verdadeira

TF.175 (ITA-68) A equagdo 3x® - x3 + 2x2 + x - 1 = 0 possue:

a) trés rafzes complexas e duas raizes reais
b} pelo menos uma raiz real positiva

c) todas raizes inteiras

d} uma raiz complexa

e) nenhuma das respostas anteriores

TF.176 {ITA-70} Calculando as raizes simples e mattiplas da equagdo
x6 ~3x5 +6x3 -3x2 -3x+2=0
podemos afirmar gue esta equagdo tem:

al uma raiz simples, duas duplas e uma tripla
b) uma raiz simples, uma dupla e uma tripla
¢} duas raizes simples, uma dupla e uma tripla
d) duas raizes simples e duas duplas

e) duas raizes simplies e uma tripla

TFE.177 {ITA-74) A equacdo x"-1=0, onde n é um nimero natural maior do que 5,
tem:

al 1 raiz positiva, 1 raiz negativa e (n-2) rafzes complexas quando n & par

b} 1 raiz positiva, {n-1) rafzes ndc reais quando n & par

c) 1 raiz negativa, (n-1) raizes complexas quando n ¢ impar

d) 1 raiz positiva, 1 raiz negativa e (n-2) raizes complexas quando n £ um
numero natural qualquer

e} nenhuma das respostas antericres

TF.178 (FFCLUSP-69) Qual dos seguintes nimeros & parte real de uma das raizes da eguacdo
x5 + x4+ x3+ x2 4+ x+1 =07

RE) b - Y2 4 a - L e) 1
2 2 2

TF.179 (FFCLUSP-67) Sendo n um ndmero inteiro, positivo, impar, mostra-se que
alD B 78 0% 4 gn?
a) é mditiplo de 3 c) ndo pode ser um nGmero par
b} pode ser um nimero primo d} é sempre estritamente maior do gue zero

a) nenhuma das afirmac¢Bes anteriores é verdadeira

Para mais, acesse: http//fuvestibular.cTR,180 (CESCEM-71) Um polindmio de coeficientes inteiros tem uma raiz dupla igual a

a+WVb onde aeb sfo nimeros primos. Podemos conciuir que este polindmio:

al tem grau 2 b) tem grau pelo menos 4
¢} tem uma (nica raiz complexa dupla

d) admite pelo menos uma raiz complexa

e} ndo existe

TF.181 (PUC-70) A equagdo_desprovida do termo de primeiro grau que se obtém transfor-
mando a equacdo Bx? - 3x +8 -0 é:

a) 100y + 151 = 0 b) 52 +8 =0 oyt 1=0
dl 3y2-4-0 e) 8y -3 =0
TF.182 Se o conjunto da equagdo
Bx> - 4x? +7x -2-0 & {a b, c}
entdo a equacdo cujo conjunto-verdade & {Za, 2b, 2c} é:

a) 10x* - 8x? + 14x -4 = 0
cl 2(x - a}{x - b}x - ¢)
e) nenhuma das anteriores

b} 5x3—8x2+28x—16=0
d) 40x® - 16x% + 14x - 2 = 0

TF.183 (PUC-74) O polindmio Plx) = 3x> - 4x + 2 desenvolvido sequndo as poténcias
de {x + 2} fica:
al Pix) = 30x + 2)% - 16(x + 2) + 22
b} Pix) = 3ix + 2)% - 8(x + 2} - 22
ol Pix) = 3ix + 2% +16(x + 2) + 22
dl Plxt = 3(x + 20 +B(x + 2) - 1
e) Plx) = 3{x + 212 + 6(x + 2) + 11

TF.184 {GV-75} Desenvolvendo-se o polindmio vy = 23 -3 +4x -5 em poténcias
de x -1, o coeficiente de (x - 1)2 vale:

al 5 b) 3 cl 4 d) 2 e} 1

TF.185 (MACK-69) As raizes da equacdo 2t -5x3+3=0 o representadas por
a, b, ¢, d. A equagdo cujas raizes sdo representadas por l, —, l, 1 é:

a b c d

a) Bt o5+t

b} 3x* - 5x3 + 2x = 0

o 3t -Bx3+2=0

di 3x* -5 +2 -0

e) 3x* - Bx +2 =0

TF.186 (FFCLUSP-69) E dada a equacdo x2—2(c05a)x+1 =0. Admitimos que ss

r & uma raiz desta equagdo, entdo %+ L 2.

Nestas condictes, qual dos valores abaixo pode ser assumido por a?

om 2Yid T T m
Pacitl haii —_— d) — ——
23 b) & o % ' 3 3

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TF.187 (PUC-78) Os valores de a, b e ¢ de modo gue a equacgdo

B + b -2xt+ Batbte)x v 2ax®+ b -2ax-1=0

seja reciproca, sdo:

1
a)af1;b;3;cz—;— b) a=1:b=2;¢c=1 (:)e\:~—?:b;1;<::—1
d)a:-l;b:hc:a e) a:—l;b=3;c=—1

2 2
TF.188 Uma equacdo reciproca que admite as ralzes 1 e 2 é:
ab x2 - 3x+2=0 b} xT +3x +1=0 o 4 - P+ TIx-4=0

d) 2x3 - 72+ Ix -2 =10
e} nenhuma das respostas anteriores

TF.189 (ITA-74) O valor absoluto da soma das duas menores raizes da equacao
X2+ LI LI 4 é:
x2 x

a) 2 b) 3 c) 4—:2—@ d 4 e} nenhuma das respostas anteriores

TF.190 [EESCUSP-67) Seja Plx) = ax® + bx> +bx +a com a#0 e b#0  Se
k #=*1 & raiz de P(x}, entdo:

al k, -k, 1 sdo as raizes b) k, é raiz tripla
c) k, 1;, -1 s3o as rafzes d) k -1, +1 sdo as raizes
e) k, % + 1 sdo as raizes

2

TF.191 (FEIUC-66) A resolugdo da equacdo axt + b+ ex® fbx +e - 0, se reduz

a resolucio de equacdes do segundo grau pela substituigdo

a)v=—1— bl y=x+ - ) y=x+a
x X
dl y = ! e) nenhuma das anteriores
X + a
= 1 1.3 2 1 1 P
TF.192 (ITA-67} A equagdo ix - —x7 + x" - E,TX + 7 " 0 tem raizes:
+ 9 /7 + 7 + o
a) #i; 122V 2 b 2i =3 L3 o it 222
3 2 3
4. 152 143, 2%,
d) i —— .5 e) [
7 5 2

TF.193 (ITA-68) Para que a equagio 2+ x> —bx -2 = 0 tenha quatro solugbes reais
e distintas devemos ter:

a) b um nGmero real qualquer bl b . 0
¢l b>0 d) b < -1
el b >4

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/

TF.194 (ITA-70) Sejam Pix} = x* + agx? + a;x® + asx + a3 e
Qix) = a;,x“ + azx3 +oagxl + agx
dois polindmios. Sabendo-se que P{x} > 0 para todo x real, temos, entdo, que

al Qlat > -2 b} Qfay) < -3 ¢) -2 < Qlay << -1
d) Qlaz) < -3 e) nenhuma das anteriores

TF.195 (CESCEM-72) O valor numérico do polindmio derivado de Pix} = x4 12x - 7
para x - -1 vale:

a) -16 b) -7 ct O dh 1 e} 24

TF.196 (CESCEM~72}) Um polindbmio de coeficientes inteiros na variavel x tem grau par,
seu termo independente € (mpar e o coeficiente do termo de maior grau ¢ igual a 1.
Assinale a resposta falsa:

a) o valor do polinbmio para x = 0 & um nimero impar

bl © zero ndo é raiz desse polindomio

¢} o polindmio derivado tem grau impar

d} o coeficiente do termo de maior grau do polindmio derivado é um nimero impar
e} nenhum namerc par pode ser raiz desse polindmio

TF.197 (CESCEM-71) Um polindmio  P(x) ¢é iqual ao produto de seu polindmio derivado

P'{x) por (x - a). Entdo podemos concluir:
a) araiz x = a € multipla b) o grau do polindomioc é peloc menos 3
c) o grau do polindmio & igual 2 2 d) o grau do polinomio é igual a 1

e) nao existe tal polindmio.

TF.198 (MACK -69) Admite uma raiz de multiplicidade dois a seguinte eguagdo:

al X -4-0 bl x¢ - xt+3xl =0 ) x-2=0

d x-1nt=0 e) nenhuma das anteriores

TF.199 (CESCEA-73) Assinale entre as equacBes abaixo a que apresenta raiz de multiplicidade
rés:
al x> -1-0
b) (x - 20" =0
o xtoaloo

dl (x - 13 (x+1) =0

TF.200 (PUC-72) Se x;=-2 & uma raiz dupla da eguagdo 23+ 7x% + 4x + k=0 entdo:
a) k=-4 bl k=1 c) k=2 d} k=0 e) nenhuma das anteriores

TF.201 (FFCLUSP-66} Se a equagdo 3+ axt+3x+1= 0, tem raiz tripla, entdo:
al a=1 ¢ a= -3
b) a pode assumir mais de um valor d) a=686

&) nenhuma das anteriores

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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TF.202 {CESCEM-68) Os valores de a e b para que a squagdc
x*+@a-bxP+(-ax>+(ab+Axtatb=0
tenha uma raiz dupla igual a zero, respectivamente:

a) 2; -2 b) 4; -4 ¢} qualquer; 2
d) -2; 2 e} nenhuma das anteriores

TF.203 (FFCLUSP-69)} Para que a equagdo algébrica
x3-(4+m)x2+(4+4m)x—4m=0
admita o valor 2 como raiz dupla, o valor de m deve ser:
a) #12 b) 2 ct >0 d) <3 e) nenhuma das respostas anteriores

TF.204 (CESCEM-73) Os valores de m e n a fim de que a equacdo

7

x' - 5x8

+4x5—3x4+2x3+(m—5n)x2+(%m—n+2)x+(5—m-n)=0

admita duas, e apenas duas rafzes nulas, sdo, respectivamente,

a)%e—S b) -5e 3 c)%eS d) -5 e -1 e)%a—1

TF.205 (CESCEA-75) Sabendo que zero é raiz de multiplicidade 3 da equagio

X -3+ a4’ + (120 + %})x2 +la-3b+13)x + (ab + 4) = O,

entdo, a + b vale;

35
-1 o - = -
a) 3 b) -13 c} 5 d) 3 e} -8

TF.206 (FFCLUSP~67) Se (x-a) ¢ mdc de Plx}=x"+a;x"-1+  +a,_(x+a, e de

Q{x} = nx"=1 + (n - 1)a;x"~2 + .. +a,.y, entio:

a) o & raiz simples de Plx) b} a & raiz dupla de Pix)
c) & é raiz tripla de Pix) d} @ ndo é raiz de P(x)
e nenhuma das anteriores

TF.207 (FFCLUSP-66) Se dois trindmios do segundo grau Pix) = ax> + bx + ¢ e
Qix) = a'x” + b’x + ¢’ possuem uma e uma sb raiz comum Xp, simples, o seu
minimo miitiplo comum é o polinomio

al fax? + bx + clla'x® + b'x + ¢) b) x - xg

o) - xghbx + S )0+ =S ) d) (x - xphx - S )ik - £o
axg aXxq axg a Xg

) 2,2 40 + &

e a,xo P

Para mais, acesse: http://fuvestibular.com.br/
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